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《 俄罗斯 数学 教材 选 译 》 序 


从 上 世纪 50 年 代 初 起 , 在 当时 全 面 学 习 苏 联 的 大 背景 下 , 国内 的 高 等 学 校 大 量 
采用 了 翻译 过 来 的 办 联 数学 教材 . 这 些 教材 体系 严密 , 论证 严谨 , 有 效 地 帮助 了 青年 
学 子 打 好 扎实 的 数学 基础 , 培养 了 一 大 批 优 秀 的 数学 人 才 . 到 了 60 年 代 , 国内 开始 
编 紧 出 版 的 大 学 数学 教材 逐步 代替 了 原先 采用 的 苏联 教材 , 但 还 在 很 大 程度 上 保留 
着 办 联 教材 的 影响 , 同时 , 一 些 苏 联 教材 仍 被 广大 教师 和 学 生 作 为 主要 参考 书 或 课外 
读物 继续 发 挥 着 作用 . 客观 地 说 , 从 解放 初 一 直到 文化 大 音 命 前 夕 , 苏联 数学 教材 在 
培养 我 国 高 级 专门 人 才 中 发 挥 了 重要 的 作用 , 起 了 不 可 忽略 的 影响 , 是 功 不 可 没 的 . 

改革 开放 以 来 , 通过 接触 并 引进 在 体系 及 风格 上 各 有 特色 的 欧美 数学 教材 , 大 
家 眼界 为 之 一 新 , 并 得 到 了 很 大 的 局 发 和 教 益 . 但 在 很 长 一 段 时 间 中 , 尽管 苏联 的 数 
学 教学 也 在 进行 积极 的 探索 与 改 于 , 引进 却 基 本 中 断 , 更 没有 及 时 地 进行 跟 踩 , 能 
性 俄 文 数学 教材 原著 的 人 也 越 来 越 少 , 事实 上 已 造成 了 很 大 的 隔膜 , 不 能 不 说 是 一 
个 很 大 的 缺憾 . 

事情 终于 出 现 了 一 个 转折 的 契机 . 今年 初 , 在 由 中 国 数 学 会 、 中 国 工业 与 应 用 数 
学 学 会 及 国家 上 自然 科学 基金 委员 会 数学 天 元 基金 联合 组 织 的 迎春 茶话会 上 ,有 数学 
家 提出 , 莫斯科 大 学 为 庆祝 成 立 250 周年 计划 推出 一 批 优秀 教材 , 建议 将 其 中 的 一 
些 数学 教材 组 织 翻 译 出 版 . 这 一 建议 在 会 上 得 到 广泛 文 持 , 并 得 到 高 等 教育 出 版 社 
的 高 度 重 视 . 会 后 高 等 教育 出 版 社 和 数学 天 元 基金 一 起 邀请 熟悉 俄罗斯 数学 教材 情 
况 的 专家 座谈 讨论 , 大 家 一 致 认为 : 在 当前 着 力 引 进 俄罗斯 的 数学 教材 有 助 于 扩大 
视野 , 开拓 思路 , 对 提高 数学 教学 质量 、 促 进 数 学 教材 改 于 均 十 分 必要 .《 俄 罗斯 数 
学 教材 选 译 》 系 列 正 是 在 这 样 的 情况 下 , 经 数学 天 元 基金 资助 , 由 高 等 教育 出 版 社 组 
织 出 版 的 . 


-证 《俄罗斯 数学 教材 选 译 》 序 


经 过 认真 选 题 并 精心 翻译 校订 , 本 系列 中 所 列 人 的 教材 , 以 莫斯科 大 学 的 教材 为 
主 , 也 包括 俄罗斯 其 他 一 些 著名 大 学 的 教材 . 有 大 学 基础 课程 的 教材 , 也 有 适合 大 学 
高 年 级 学 生 及 研究 生 使 用 的 教学 用 书 . 有 些 教 材 虽 曾 翻译 出 版 , 但 经 多 次 修订 重 版 ， 
面目 已 有 较 大 变化 , 至 今 仍 广泛 采用 、 深 受 欢迎 , 反射 出 俄罗斯 在 出 版 经 典 教材 方面 
所 作 的 不 懈 努 力 , 对 我 们 也 是 一 个 有 益 的 借鉴 . 这 一 教材 系列 的 出 版 , 将 中 俄 数学 教 
学 之 间 中 断 多 年 的 链条 重新 连接 起 来 , 对 推动 我 国 数学 课程 设置 和 教学 内 容 的 改革 ， 
对 提高 数学 素养 、 培养 更 多 优秀 的 数学 人 才 , 可 望 发 挥 积极 的 作用 , 并 起 着 深远 的 影 
响 , 无 疑 值得 庆贺 , 特 为 之 序 . 


李 大 潜 
2005 年 10 月 


这 本 书 的 意图 是 想 要 当 作 学 习 高 维 复 分 析 的 入 门 教程 , 就 是 说 , 它 包括 了 多 复 
变量 的 全 纯 函 数理 论 , 全 纯 映 射 以 及 复 欧 氏 空间 中 的 子 流 形 . 本 书 是 作者 的 《 复 分 
析 导 论 (第 一 卷 )》 的 后 续篇 ; 某 些 在 那里 仅 只 提 及 的 思想 都 可 在 本 卷 中 相应 部 分 
找到 . 

比 起 一 维 的 理论 来 , 高 维 复 分 析 还 相当 年 轻 . 如 果 不 算 上 G. 雅 可 比 在 1830 年 
和 1857 年 的 工作 , 狄 东 (F. Didon) 1873 年 的 工作 , 在 这 些 工作 中 已 出 现 了 二 元 复 函 
数 及 其 积分 ; 也 不 算 上 Ch. 埃 尔 米 特 在 1852 年 和 J. 西 尔 维 斯 特 在 1854 年 和 1857 
年 的 工作 , 这 些 工作 均 致 力 于 解 多 变量 方程 组 , 高 维 理论 的 发 端 则 可 追溯 到 1879 年 ， 
那 时 K. 魏 尔 斯 特 拉 斯 发 表 了 他 的 文章 《与 多 变量 解析 函数 有 关 的 若干 定理 》. 高 
维 理 论 的 男 一 位 创立 者 是 亨利 。 庞 加 莱 (1854 一 1912). 在 1883 年 他 发 表 了 一 篇 论 
文 , 其 中 证 明了 两 个 变量 的 局 部 有 理 函 数 是 两 个 整 函数 的 商 (在 1895 年 , 这 个 结果 
被 他 的 学 生 库 赞 (P. Cousin) 推广 到 了 任意 多 个 变量 的 情形 ). 同一 年 , 他 与 皮卡 合 
作 , 开始 研究 复 空间 的 代数 子 流 形 . 在 1886 年 到 1887 年 的 文章 中 , 庞 加 莱 推 广 了 二 
元 函数 的 柯 西 定理 , 并 建立 了 高 维 留 数 ( 残 数 ) 论 的 基础 . 

高 维 复 分 析 的 第 一 个 繁荣 时 期 可 追溯 到 20 世纪 初 . 1907 年 庞 加 莱 发 表 了 一 篇 
论文 , 预期 了 其 后 的 关于 复 欧 氏 空 间 中 区 域 的 双全 纯 映 射 的 研究 . 大 体 在 相同 的 时 
间 , 出 现 了 哈 托 格 斯 的 一 大 系列 的 文章 , 均 致 力 于 多 元 函数 的 解析 延 拓 问 题 , 同样 还 
有 莱 维 的 重要 工作 . 

但 是 , 在 随后 相当 长 的 一 个 时 期 中 , 复 分 析 的 高 维 问题 研究 落后 了 , 关注 它 的 数 
学 家 只 占 单 复 变 论 的 专家 们 中 的 一 小 部 分 . 

到 了 20 世纪 60 年 代 情 况 发 生 了 迅速 的 变化 , 这 时 高 维 问题 开始 吸引 其 他 领域 
中 的 数学 家 和 理论 物理 学 家 的 注意 . 其 中 的 一 个 明显 的 理由 来 自 于 从 20 世纪 30 年 


"1 第 三 版 前 言 


代 开始 的 H. 嘉 当 , 冈 洁 和 其 他 一 些 人 的 研究 , 这 些 研究 把 高 维 复 分 析 与 代数 , 拓扑 
和 代数 几何 联系 了 起 来 . 另 一 个 原因 是 与 博 戈 柳 博 夫 , 弗 拉 吉米 洛 夫 , 约 斯 特 (Jost)， 
怀特 曼 (Wightman) 等 人 在 20 世纪 50 年 代 的 发 现 有 关 , 他 们 把 多 复 变 论 用 到 了 量 
子 场 论 中 . 

接着 就 出 现 了 高 维 复 分 析 的 第 二 个 繁荣 期 , 它 一 直 持 续 到 现在 . 这 个 领域 中 的 
新 老 结果 在 分 析 、 微 分 几何 、 代 数 几 何 中 得 到 了 大 量 应 用 , 特别 是 在 当代 数学 物理 
中 的 应 用 . 掌握 高 维 复 分 析 的 基础 对 许多 现代 数学 领域 中 的 任何 一 位 专家 来 说 都 变 
成 必须 的 了 . 

相对 于 过 去 十 几 年 中 高 维 复 分 析 的 迅猛 发 展 , 本 书 相 对 其 前 一 版 (1976 年 ) 做 
了 大 量 的 重 写 工作 , 但 是 要 详细 描述 这 种 变化 还 是 无 能 为 力 的 . 我 们 只 是 作为 应 用 
的 例子 , 提 及 了 最 近 由 彭 罗斯 提出 的 解决 麦克 斯 韦 方程 的 扭 子 方法 的 一 个 初等 阐述 . 

本 书 这 一 卷 的 基础 是 我 在 莫斯科 大 学 时 学 校 所 给 的 一 系列 的 “特殊 课程 ”, 它 是 
由 “函数 论 和 泛 函 分 析 ” 分 部 所 支持 的 一 种 课程 . 在 进行 这 一 版 的 工作 中 我 大 量 采 
用 了 我 的 朋友 和 学 生 们 的 建议 , 对 他 们 我 谨 表 示 深 深 的 谢意 . 


沙巴 特 
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对 于 在 多 复 变 函数 领域 的 初学 者 而 言 , 最 大 的 困难 可 能 是 缺少 简单 而 直观 的 几 
何 观念 . 因此 , 我 们 从 一 开始 便 注意 到 了 复 空间 的 特性 并 且 详 细 地 描述 了 其 中 许多 
最 简单 的 区 域 . 


81. 复 空间 
1. 空间 C” 


考虑 偶数 维 的 欧 氏 空间 有 R2?, 它 的 点 是 2n 个 实数 的 有 序数 组 (zi … ,zan). 令 
zy 二 Tv 十 irntv(V 二 1,:… ,n), 从 而 我 们 在 其 中 引进 了 复 绪 构 . 在 后 文中 . 我 们 第 第 
记 zntv = Ww, 故而 有 = zy 十 iyv(v = 1,… ,n). 由 nn 个 有 序 的 复数 组 作为 反 


2 (1) 
构成 的 空间 被 称 做 ” 维 复 空间 并 以 C" 表示 . 特别 地 , 当 ”= 1 时 我 们 得 到 了 
C! = C, 即 复数 的 平面 表示 . 空间 C" 是 ”个 平面 的 笛 卡 儿 乘 积 
EC (2) 
AT 
n 次 
于 是 , ” 维 复 空间 C” 的 反 就 是 2n 维 实 空间 R2*? 的 反 . 然而 在 有 2 引进 复 结 


构 立 即 就 在 此 空间 中 引进 了 茶 种 非 对 称 性 : 不 是 其 中 所 有 的 坐标 都 是 等 价 的 (例如 ， 
我 们 把 zi 和 zn+l 组 合成 复数 二 然而 zz 和 zs 则 没有 这 种 组 合 ). 
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在 C" 中 目 然 地 引入 了 在 域 C 上 的 向 量 空间 结构 ; 其 加 法 和 对 复 标量 入 的 乘法 
J ON (0 (0 
时 写成 z = xz 十 纪 的 形状 , 其 中 z = (z1)… Zn = ( 妇 ,… 它们 是 R* 中 的 
问 量 . 空间 R*(z) 由 形 如 z = z++i0 的 向 量 构成 ， 我 们 称 其 为 C" 的 实 子 空间 ( 当 
n 二 1 时 , 它 即 是 实 轴 ). 

在 C" 中 定义 有 埃 尔 米 特 (Hermite) 内 积 


C0 (3) 


人 (4) 
其 中 eC 为 任意 复数 . 如 果 ,= 十 in 三 好 十 记 n+v 则 根据 (3) 有 


(2 Tt 十 1? es 9) 


由 此 可 见 , 如 果 我 们 已 把 > 和 w 看 作 R2? 中 的 同 量 , 那么 , 埃 尔 米 特 内 积 的 实 部 
Re(z,w) 就 是 z 和 ww 的 欧 几 里 得 内 积 . 虚 部 Im(z,w) 在 交换 z 和 w 时 改变 了 符号 ， 
而 当 z = w 时 它 化 为 零 : 


2n n 
C= (5) 
v=1 1 一 1 


是 欧 几 里 得 长 度 ( 模 ) 的 平方 , 其 中 的 z 被 看 为 R2? 中 的 向 量 . 我 们 还 注意 到 另 一 个 
明显 的 关系 式 : Im(z,w) = Re(z, iw). 

C" 中 的 包含 点 z 的 实 超 平面 是 这 样 的 点 z 的 集合 , 使 得 向 量 z 一 z? 实 正 交 于 
某 个 定 问 量 a 冯 0: 


Re(2 一 a)=0 或 者 Re(%a)= bp, (6) 
其 中 6 为 某 个 实数 . 每 个 这 样 的 超 平面 都 被 纤维 化 为 余 维 为 2 的 实 平 面 : 
(z,a) = b, (7) 


其 中 的 b= 6+ipB', 而 B' 是 任意 的 实数 0). 形 如 (7) 所 代表 的 平面 被 称 做 C" 中 的 
复 超 平 面 . 
现 设 已 知 k< 2n 个 向 量 ww e C", 它们 在 及 上 线性 无 关 ; 由 个 实 方程 组 


Re oo = (8) 


9 事实 上 , 复方 程 (7) 等 价 于 两 个 实 的 方程 : Re(z, a) = 6, Im(z,a) = B'. 第 一 个 方程 等 同 于 (6)， 
而 第 二 个 方程 可 化 为 Re(z,ia) = 6', 从 而 表示 了 另 一 个 显然 不 同 于 (6) 的 实 超 平面 . 
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所 描述 的 点 ze C" 组 成 的 集合 称 之 为 余 维 上 的 实 平面 或 者 说 , m = 2n 一 k 维 实 平面 
(当天 二 2 时 , 这 是 一 个 点 ) 如 果 这 些 向 量 on 在 C 上 线性 无 关 ( 设 其 个 数 < 由， 
则 由 复方 程 组 

(z,a”) = b,, 1 (9) 


所 描述 的 点 集 被 称 之 为 余 维 的 复 平面 , 或 者 维 数 m = n 一 k 的 复 平面 . 因为 这 个 
方程 组 可 以 改写 为 2k 个 实 的 线性 方程 组 Re(z,a*) = Re bo Re(z,ia*) = Im b,, 以 
及 向 量 组 at,iar(4 = 1,… ,k) 在 民 上 线性 无 关 , 故而 这 是 实 余 维 2k 的 平面 . 

但 是 并 非 所 有 偶 实 余 维 的 平面 I Cc C" 都 是 复 平面 , 这 是 由 于 引进 的 复 结构 所 
产生 的 非 对 称 性 引起 的 . (我 们 在 前 面 已 谈 到 过 它 ). 对 于 包含 了 点 z = 0 的 平面 , 可 
以 找到 一 个 简便 的 判别 办 法 : 平面 [3 0 是 个 复 平 面 当 且 仅 当 对 任意 z < IT 向 量 
iz EII. 

必要 条 件 是 显然 的 , 因为 由 条 件 (z,ar*) = 0 得 到 了 (iz,a*) = 0. 反之 , 如 果 I 
满足 这 个 条 件 , 则 由 z e [I 得 出 (a + ia')z eI, 其 中 aa e 下 为 任意 数 , 就 是 说 ,本 
是 C" 的 一 个 复 子 空间 . 如 果 在 I 的 正 交 补 空间 (关于 C" 中 的 埃 尔 米 特 度量 ) 中 选 
取 基 al,-… ,a*, 则 z 属于 I 的 这 个 性 质 由 方程 组 (z,ar) = 0,4 = 1,… ,上 给 出 , 这 
意味 着 [I 是 个 复 平面 . 


例题 . 平面 I = 已 EC2: 41 z2} 是 复 的 ， 这 是 因为 由 《1 一 22 得 出 1Z1 = 2Z2. 
平面 Hz = {z € C2 : zi = Zz2} 尽管 与 Di 一 样 具 实 维 2, 但 并 非 复 的 平面 , 因为 如 果 
z1 = Bo; 则 党 22 £0 sn ize. 


我 们 注意 到 , 与 超 平面 不 同 , 余 维 为 k > 1 的 实 平面 不 必 一 定 包含 有 ( 非 平凡 的 ) 
复 平面 . 对 于 平面 瓦 3 0 具 最 大 维 数 的 复 平面 Je CI 显然 是 I 与 平面 II 的 交集 ， 
后 者 由 向 量 iz 组 成 , 其 中 的 ze II. 如 果 上 > 1, 交集 IT = 工 门 红 可 能 会 变 为 xz= 0 
(就 像 上 面 例题 中 的 平面 [I>). 

称 复 一 维 平面 为 复 直线 10. 它们 由 n 一 1 个 复线 性 方程 所 定义 , 并 可 写成 下 面 的 
形状 : 
ZI 1 2 2 
oe (10) 


LU1 Un 
其 中 z0 = (z9,-… ,z0) 是 该 直线 上 的 一 个 点 , 而 w = (ww ,wn) 关 0 为 给 出 其 方 回 
的 一 个 向 量 ( 它 被 确定 到 一 个 复 的 比例 因子 ). 以 ¢ 表示 (10) 中 比 的 公共 量 , 则 此 复 
直线 方程 组 可 改写 为 参数 形式 : 
2 0 (11) 
在 C" 中 我 们 有 通常 的 欧 几 里 得 度量 , 在 此 度量 下 两 个 点 z 和 ww 之 间 的 距离 等 


事实 上 , 这 是 实 二 维 平面 . 
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于 |z 一 wl; 这 个 度量 的 埃 尔 米 特 形式 为 


2n nN 
Oe de (12) 
=1 过 十 
其 中 dz = dz? + dz24,. 有 时 , 我 们 会 考虑 这 种 度量 , 在 其 下 两 点 > 和 w 之 间 的 
距离 具有 形式 
|z— wll = max |z, — wu|. (13) 


六 证 明 , p(z,w) = lz 一 wl| 满足 度量 公理 : a) p(z,w) = p(w,z) (对 称 公理 ); b) p(z,w) > 0， 
且 等 号 成 立 仅 当 z = Wi cj) p(z,) 入 p(z,w ) 十 p(w ,ww) (三 角 会 理 ) 冰 


在 度量 (13) 下 的 球 {lz 一 al| <7} 表示 了 在 复 直 线 C(z) 上 圆 盘 {|z, 一 ay| < 了 } 
的 乘积 , 称 其 为 多 圆 盘 (参看 下 面 的 小 节 ). 相应 于 此 , 度量 (13) 也 被 称 做 多 圆 盘 度 
量 . 下 面 显然 的 双重 不 等 式 


lz—wll < lz -wlsg vnllz— ul (14) 


表明 , 在 C" 所 引进 的 两 个 度量 给 出 了 C*" 中 同一 个 拓扑 . 
最 后 , 我 们 来 描述 空间 C" 的 紧 化 , 即 添加 其 无 穷 远 处 的 元 宁 . 为 此 , 令 


Ze (do 0); (15) 


以 在 其 中 引进 齐 次 坐标 wo,… ,wh. 这 样 的 坐标 确定 点 z 到 一 个 复 比 例 因 子 和 冯 0， 
并 且 反 过 来 , 任意 数组 w = (wo,… ,wn),wo 关 0 以 及 它 的 比例 数组 Aw 按 公式 (15) 
对 应 了 同一 个 点 z E C". 除去 这 个 齐 次 坐标 wo 的 特定 情形 , 我 们 在 C" 中 添加 上 
非 正常 元 素 ( 即 无 穷 远 元 素 ), 它们 对 应 了 形 如 (0,wi,… ,wn) 关 0 的 数组 . 于 是 任意 
数组 w = (wo,… ,wn) 关 0 对 应 于 茶 个 空间 的 点 ; 我 们 称 这 个 空间 为 复 射 影 空间 , 以 
Cp” 表示 它 , 或 简单 地 记 为 P". 更 准确 地 说 , 不 是 那些 点 组 w 上 自 喘 的 点 , 而 是 它们 
按 下 述 关 系 的 等 价 类 : w' ~ w”, 如 果 这 些 数 组 成 比例 , 即 w' = XAw', 其 中 入 关 0 为 茶 
个 复数 . 包含 了 数组 w 的 等 价 类 被 记 作 [w]. 

在 紧 化 下 , 我 们 对 Cn 补充 了 点 [0,'wl, 其 中 心 = (li ,wn) 关 0. 这 些 点 可 以 
等 同 于 等 价 类 [wl, 它们 的 集合 显然 代表 了 奇异 的 n 一 1 维 射影 空间 , 记 其 为 P21. 
因此 ， 

人 (16) 
而 且 只 在 n = 1 情形 的 紧 化 中 才 补 充 了 一 个 单 点 : PY = C= C+ {coo}. 
米 证 明 , 任意 复 直 线 ! C C" 在 紧 化 时 补充 了 一 个 单 上 后 . 米 


对 等 价 类 [w] 有 一 个 好 的 几何 表示 , 它 给 出 了 C?+: 中 一 条 通过 原点 的 复 直 线 : 


nt 
Er cp 


(WO (Ur, 
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它 的 方 同 w = (wo,… ,wn) 也 确定 到 一 个 复数 因子 入 尖 0, 而 与 其 不 等 价 的 数组 对 应 
于 不 同 的 直线 . 因此 , P 也 可 表示 为 C"+1 中 通过 原点 的 复 直 线 的 集合 . 特别 地 , C” 
中 的 点 对 应 于 C"+! 中 那些 wo 关 0 的 过 原点 的 直线 , 而 无 穷 远 点 对 应 于 wo = 0 ( 垩 
直 于 同 量 (1,0,… ,0) e C+1) 的 那些 直线 . 

各 线 172Z 和 WC (WEC"H1TC€EC) 宛 全 出 它 与 球 因 852111Z 和 EC | 千村 
的 交 所 描述 . 如 果 (不 失 一 般 性 ) 设 |w| = 1, 那么 这 个 交集 由 条 件 |wi| = |i| =1 决 
定 , 它 代 表 了 复 直 线 ! 上 的 一 个 圆 . 将 这 样 相交 出 的 圆 i 站 S27+1 粘 合 为 一 个 点 ,? 我 
们 又 得 到 了 P" 的 一 个 表示 . 这 是 对 所 熟知 的 实 射影 空间 RP” 模型 的 一 个 复 类 比 ; 
在 实 的 情形 , 我 们 把 及 "+1 中 的 实 直 线 与 球面 交 出 的 一 对 点 粘 合 为 一 个 后 . 

所 描述 的 这 个 模型 让 我 们 在 空间 P* 上 可 以 引进 一 个 自然 的 度量 . 就 是 说 , 对 于 
点 [wj 和 [wo 之 间 的 距离 我 们 采用 C"*+1 中 两 个 圆 7 和 ~Y 之 间 的 欧 几 里 得 距离 . 其 
中 的 7 和 ~ 分 别 代表 在 球面 S2*+! 上 的 这 两 个 点 (我 们 假定 |w| = lw'| = 1). 初等 
的 计算 给 出 


PI), oN)) = miplwe® ~ weep 


一 min S11 Rel tw joe wl 


= 2(1 ~ |(w,w))D), 


或 者 , 如 果 w 和 w' 在 具有 任意 模 时 ， 


BR [ww 
PE 一 2 人 1 下 (7) 
如 果 在 这 里 假定 w' = w+ dw 并 舍 去 关于 |dw| 的 二 阶 以 上 的 小 量 , 我 们 便 得 到 相应 
的 度量 形式 : 
轩 (wW,w) (dw, dw) — (w,dw)(dw,w) 
(w,w)? 
称 这 个 度量 为 富 比 尼 - 施 图 迪 (Fubini-Study) 度量 , 它 是 在 C = P! 上 的 球面 度量 
的 高 维 推广 (如 果 在 n = 1 时 引进 局 部 坐标 z = wi/wo, 则 (18) 可 改写 为 ds* = 
laz]2/(1 填 |z|2)*, 这 正 是 球面 度量 形式 ). 


半 1. 证 明 , 由 形式 (17) 定义 的 度量 形式 满足 距离 公理 . (提示 : 在 证 明 三 角 不 等 式 时 利用 集 
合 间 的 距离 概念 .) 
2. 有 时 对 于 两 个 点 [wj,[w'] e Pr 间 的 距离 我 们 采用 量 d = arccos J 台 站 . 证 明 d 可 以 利 


le 
用 公式 d = 2arcsin 4 通过 p 表示 , 它 等 于 代表 [w] 和 [w] 的 C"+ 中 复 直 线 上 相应 的 实 直线 问 
的 最 小 夹 角 . 迷 


0 球面 S27+1 具 实 维 2n + 1 而 粘 合 圆 为 一 个 点 使 其 维 数 减 少 了 1. 因此 , 我 们 所 得 到 的 模型 的 


ds” (18) 
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最 后 我 们 注意 到 , 在 某 些 问题 中 还 采用 了 Cn 的 另 一 种 紧 化 , 从 而 导致 一 个 所 请 
的 函数 论 式 的 空间 C =Cx.…xCn 个 ).G 的 无 穷 远 点 的 集合 被 分 成 了 ”个 集 
合 {zeC :二 =ooz EC, 其 中 以 关 v), 其 中 每 一 个 的 复 维 均 为 n 一 1; 它们 全 体 
np 
2. 最 简单 的 区 域 
在 此 我 们 将 描述 在 空间 C” 中 最 简单 的 几 个 区 域 的 例子 . 像 通常 那样 , 我 们 所 
指 的 区 域 是 开 的 连通 集 , 而 集合 的 开 性 意味 着 每 个 属于 它 的 点 及 其 该 点 的 茶 个 邻 域 
也 属于 此 集合 , 而 开 集 合 D 的 连通 性 意味 着 , 对 任意 点 z',z”€E D, 存在 连续 道路 
打下 有 使 得 (025s 次 
(1) 半径 为 7, 中心 为 点 a e Cn 的 球 定义 为 点 集 
Bl(ar)= {ze€EC"”:|z—al<r}. (1) 
这 是 通常 的 欧 氏 球 ; 其 边界 6B 是 个 (2n - 1) 维 球面 
0 
(2) 多 圆 盘 (或 多 圆柱 ), 其 半径 为 7, 中 心 为 ae C", 定义 为 点 集 
U(a,7)= {zE€EC” :|z—all<r7}. (2) 
这 是 中 心 于 a 的 , 在 多 圆 盘 度量 p 下 的 球 ， 它 表示 了 n 个 半径 为 7, 中 心 在 反 ov 
的 平面 圆 盘 的 乘积 . 还 可 以 考虑 更 加 一 般 的 情形 ， 即 中 心 在 a 而 具 向 量 半径 7 = 
(71， 9 a 的 多 圆 盘 : 
本 (| (3) 
多 圆 盘 的 边界 6U 是 那样 的 点 z 的 集合 , 其 中 全 少 有 一 个 坐标 z, 属于 构成 U 
的 第 个 圆 盘 的 边界 , 而 其 余 的 坐标 z,, (1 关 v) 可 在 闭 圆 盘 内 任意 变动 . 这 个 边界 
以 自然 的 方式 分 解 为 ”个 集合 
I = {z : |zy 一 也 动 = 7y, |zy 一 an < Tp hk 天 2 
它们 每 一 个 的 维 数 为 2n 一 1 (因为 点 z 的 2n 个 坐标 以 一 个 实 关 系 式 |z 一 ay| = 7 
相关 联 ). 因此 , 多 圆 盘 的 总 边界 6U = | ] P* 为 2 一 1 维 . 所 有 集合 IT 相交 为 一 
= 


个 nn 维 集合 
| | 
称 其 为 该 多 圆 盘 的 骨架 , 它 是 ”个 圆 的 乘积 . 
我 们 来 仔细 描述 半径 为 1, 中 心 在 原点 的 双 圆 稻 : 


Ue 


这 个 四 维 体 是 两 个 圆柱 体 的 交集 : 
2 pe < 1 Fl a 


官 鸭 边 综 为 三 讨 休 OU 二 PN ,到 中 1 守土 1 多亏 呈 也 是 个 一 和 人 它 


2n 

被 纤维 化 为 单 参 数 的 圆 盘 族 : [1 = (J {2 = ew2,|z2| < 1}, 而 fT? 是 类 似 的 情形 . 该 
双 圆 盘 的 骨架 T = 1 由 T? 为 二 维 的 ， 这 是 个 环 面 了 = {|a| 二]zz| = 1}; 事实 上 ， 
映射 z1 = ei91,z2 = ett 将 带 有 粘 合 正方 形 {0 < 91 < 27,0 < 0。< 2n} 同 胚 地 映 
成 下 其 中 的 这 个 烙 合 由 图 1 显示 , 它 将 对 边 等 同 (因为 ei(0r+2) = et ), 而 这 样 的 
粘 合 给 出 了 一 个 环 面 . 环 面 工 可 以 看 成 是 一 个 单 参数 圆 族 {z1 = ei*1,|z2| = 1} 和 
{lz1| = 1,z2 = ei2},0 < 01,02 <2r (图 1 上 显示 了 每 个 族 中 的 一 个 代表 元 ). 它 可 以 
作为 两 个 三 维 圆 柱 {x2 +z2 = 1} 和 {z2 十 x3 = 1} 的 交集 , 而 且 显 然 地 , 落 在 R44 中 
Ey (MM ER 


图 1 


因此 , 双 圆 盘 几 何 上 应 该 可 以 这 样 表 示 : 需要 在 C? 中 取 一 个 (三 维 ) 球面 {|z| = 
V2}, 并 在 其 上 选取 环 面 T = {|zi| = 1,|z2z| = 1 在 这 个 环 面 上 张 开 两 个 三 维 体 
下 天 十 这 | SS Le | = 1 (1 || < V2 
中 ; 其 并 集 FILUJT2 是 双 圆 盘 的 边缘 . 
(3) C” 中 的 多 圆 形 (或 多 圆柱 形 ) 区 域 是 ”个 平面 区 域 的 乘积 : 
D =Di XD (4) 
(多 圆 盘 是 这 种 区 域 的 特殊 情形 ). 如 果 所 有 的 D, 为 单 连 通 区 域 , 则 D 同 胚 于 球 . 多 
圆 形 区 域 D 的 边界 8D 可 分 为 n 个 维 数 为 (2n 一 1) 的 集合 : 
下 
所 有 这 些 T* 的 公共 部 分 是 个 ” 维 的 集合 


ev Dl 
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称 其 为 多 圆 形 区 域 D 的 骨架 . 
(4) 中 心 在 点 ae Cn 的 赖 因 哈 特 (Reinhardt) 区 域 (或 者 n - 圆 形 区 域 ), 它 被 定 
义 为 具有 下 列 性 质 的 区 域 : 对 区 域 中 的 每 个 点 z? = { 台 }, 以 及 所 有 形 如 


0 0 


的 点 都 属于 此 区 域 . 

称 中 心 在 a 的 赖 因 哈 特区 域 为 完全 的 , 是 说 如 果 连 同属 于 此 区 域 中 每 个 点 z0， 
所 有 商定 | =| 二 |20 00 = 1 a I 

显然 , 球 和 多 圆 盘 是 完全 赖 因 哈 特 区 域 . 在 n = 1 时 圆 环 {x < |z 一 a| < R} 不 
是 个 完全 赖 因 哈 特区 域 , 而 圆 盘 {lz 一 a| < R} 则 是 完全 的 . 

不 失 一 般 性 , 可 以 假定 赖 因 哈 特区 域 的 中 心 a = 0 (可 经 移动 得 到 ). 这 样 的 区 域 
连同 其 每 个 点 {z,} 也 包含 了 所 有 那些 具有 相同 模 |z,|,v = 1,… ,n 且 具 所 有 可 能 


zm a(z) = (|z1,:…: ,|znl), (5) 


它 把 2n 维 空间 C” 映 到 ” 维 空间 R”, 更 准确 地 说 , 映 到 了 所谓 的 绝对 相 限 R? = 
R+ x … x 民 + 中 , 其 中 R+ = [0, oo) 为 非 负数 半 轴 .这 个 映射 a : C” 一 Ri 把 赖 
一 


因 哈 特区 域 D 映 到 点 集 Dc Re , 我 们 称 其 为 赖 因 哈 特区 域 D 的 像 或 图 ) 如 果 
DD 是 完全 赖 因 哈 特 区 域 , 则 D; 与 每 个 点 {|zo|} 一 起 的 还 包含 了 所 有 的 直角 平行 体 


{zl < 名 | Se 0 


|z| 


[zi | 四 


四 | 
2 


所 描述 的 这 个 图 完全 给 出 了 赖 因 哈 特区 域 的 一 个 特征 刻画 , 而 且 维 数 降低 了 m; 
对 于 n == 2 和 3, 我 们 构造 出 了 它 的 可 视图 像 . 在 图 2 和 图 3 中 的 图 像 对 应 n=2 和 
n = 二 3 时 的 球 {|z| < 1} 和 多 圆 盘 {|z| < 1} 的 赖 因 哈 特 的 图 ; 在 它们 的 第 二 个 中 显 
示 出 了 集合 TP” 和 骨 染 工 . 

(5) 具 对 称 平面 {z, = an} 的 哈 托 格 斯 (Hartogs) 区 域 . 它 定义 为 具有 下 面 性 质 的 
区 域 : 与 属于 此 区 域 中 每 个 点 0 = (20) 一 起 的 ;还 有 任意 点 Zz 二 (20, ,20_1),Q% 十 
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(2z0 一 an)ei*),0 < 6。 < 2r 也 属于 此 区 域 . 称 一 个 哈 托 格 斯 区 域 为 完全 的 是 说 ,如 
末 与 每 个 属于 它 的 训 > 一 起 的 偿 有 所 有 那些 渍 古寺 2 (DD 二. 一 1) 
zx 一 Qn| < 1z0 一 a| 的 点 z 也 属于 此 区 域 . 显然 , 哈 托 格 斯 区 域 比 赖 因 哈 特区 域 有 
更 多 的 构成 类 型 . 


具 对 称 平面 {z% = 0} 的 哈 托 格 斯 区 域 可 以 被 映 到 (2n 一 1) 维 的 空间 中 , 这 只 要 
利用 公式 
Ze 0 = (2 (6) 


定义 的 映射 6 :Cn 一 C"-! x 避 + 即 可 做 到 . 

为 书写 方便 , 我 们 以 /z = (zi1,… ,zn-_1) 表示 扣 z 在 空间 C"-! 的 投影 , 而 以 'D 
表示 DD 在 C"-! 中 的 投影 ( 即 对 z e 的 所 有 'z 的 集合 ). 完全 哈 托 格 斯 区 域 的 像 
与 每 个 点 ('z°,1zo|) 在 一 起 的 还 包含 了 所 有 线段 {('20, |zn|) : |zn| 过 | 动作 . 

哈 托 格 斯 图 把 维 数 降低 了 1, 并 且 当 ”= 2 时 是 完全 可 以 看 见 的 . 图 4 上 画 出 
了 非 完 全 哈 托 格 斯 区 域 ; 应 该 记 住 , 在 这 个 图 上 点 代表 的 是 圆 , 而 位 于 'D 上 的 竖 直 
线段 代表 的 是 圆 盘 . 在 图 5 上 画 出 了 在 C2 中 的 球 以 及 双 圆 盘 . 在 这 个 图 上 可 很 好 
地 看 出 边缘 的 三 维 圆 盘 T1 和 2?, 以 及 双 圆 盘 的 骨架 工 . 

(6) 中 心 在 点 ae Cn 的 圆 形 (区 ) 域 , 与 这 个 区 域 中 每 个 点 z 一 起 的 , 还 包含 了 


所 有 a 十 (z 一 a)ex3,0 <90<2r 的 点 , 即 在 经 过 z 和 oa 的 复 直 线 上 的 圆 , 其 中 心 在 a， 
半径 为 |z 一 al. 而 完全 圆 形 区 域 则 是 与 z 一 起 的 还 包含 了 圆 盘 {a 十 (z 一 a)c,|c| < 1}. 
如 果 a = 0, 则 简单 的 变换 (z1,… ,有 zx) 呈 (如 /zn,… ,zn-1/2n,2n) 将 圆 形 区 域 变 成 
了 哈 托 格 斯 区 域 (这 个 变换 在 z, = 0 有 奇 点 , 从 而 只 在 D\{z = 0} 有 定义 ). 

(7) 管状 (或 圆柱 状 ) 区 域 . 被 定义 为 具有 下 面 性 质 的 区 域 : 与 属于 此 区 域 的 每 个 
20 = {20} 还 包含 了 所 有 点 z 亲 {20 十 记 v}, 一 00 之 妃 < 00,v = 二 1,… ,n. 任意 管 
状 区 域 均 可 表示 为 乘积 形式 B x R"(y), 其 中 B 是 所 谓 的 底 区 域 , 它 是 n 维 实 空间 
R"(z),z = (zi ,Xn), 中 的 某 个 区 域 , 而 Rn"(y) 是 点 y = (1,… ,yn) 的 实 空间 . 因 
此 , 管状 区 域 完 全 被 它 的 底 B 所 刻画 , 即 一 个 实 n 维 空间 中 的 区 域 . 

令 z=7z+i 其 中 的 zx 和 w 为 实 的 nn 维 向 量 , 那么 管状 区 域 可 以 符号 记 为 
T = B+ 人 良 "(vy) 的 形式 , 或 者 更 细致 一 些 , 记 为 T= {z+iy:7e B,yeR"}. 当 
n 二 1 时 , 管状 区 域 显然 为 带 状 {a < x < 8, 一 oo0 <y < co}, 以 及 半 平 面 {fz > a} 或 
{x < oa}. 

我 们 还 注意 到 , 映射 yp : wz 瑟 ez (v = 1,:… ,n) 将 管状 区 域 了 变 为 某 个 赖 因 哈 
特区 域 D. 在 此 情形 下 , 底 区 域 B 对 应 了 D+, 这 是 DD 在 赖 因 哈 特 图 上 的 像 . 

(8) 广义 上 半 平 面 . 在 某 些 问 题 中 , 把 点 z e Cn 表示 为 方形 矩阵 2Z = (zy4), 5 
k= 二 1,.… ,n 颇 为 方便 . 设 2* = (zk;) 为 2 的 共 斩 转 置 矩 阵 ; 令 


Im 2 = 元 (Z 一 2 (7) 


显然, 这 个 矩阵 是 埃 尔 米 特 的 : 它 的 分 量 ws = 元 (2ik 一 kj) 满足 条 件 whj = mi 
特别 地 , wj; = Uj; 为 实数 .我们 约定 记 埃 尔 米 特 矩 阵 W > 0 表示 这 个 矩阵 是 正定 
的 , 就 是 说 , 它 的 所 有 特征 值 都 是 正 的 
称 区 域 
FC 2 0 (8) 
为 广义 上 半 平 面 . 当 = 1 时 , 这 是 通常 的 上 半 平 面 . 这 个 区 域 的 边界 由 那些 矩阵 2 
组 成, 使 得 Im 2 为 非 负 , 然而 又 不 是 正定 的 埃 尔 米 特 矩 阵 (其 特征 值 非 负 且 至 少 有 
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一 个 等 于 0). 由 于 埃 尔 米 特 矩 阵 的 特征 值 化 为 零 的 条 件 由 实 解析 方程 表达 , 故 0 万 
由 一 些 2n? -1 维 的 实 解 析 曲 面 组 成 . 

在 6H 上 存在 集合 T= {2Z :Im 2 = 0}), 称 其 为 上 半 平 面 互 的 骨架 . 它 由 那些 
满足 zjk = zx; 的 矩阵 2 = (zjk) 所 代表 的 点 构成 , 即 那些 埃 尔 米 特 矩阵 . 埃 尔 米 特 
条 件 由 ”2 个 独立 的 方程 表达 , 因此 工 的 实 维 数 等 于 n2. 

我 们 特别 留意 n = 2 的 情形 , 即 空间 C4. 这 时 的 广义 上 半 平 面 


19 — Z21 

1 ET 

NE 4. 

卫生 一 2 > 0 (9) 


由 不 等 式 V11 > 0, y11Y22 二 za = il >0 定 以 (我 们 在 其 中 令 Zik ee Lik 外 2Yjk 并 
利用 了 西 尔 维 斯 特 (Sylvester) 判别 法 ), 而 它 的 边界 由 方程 yi1wy22 = aas 一 22l| 决 
定 , 骨架 则 是 实 四 维 平面 wii = ys = 0, z12 = Z21. 
我 们 还 知道 , 非 退 化 仿 射 变换 
7 | 2 a (10) 
?1( 221 一 Z12) Zl 3222 

将 万 变 到 由 不 等 式 ma > 0 一 级 一 衣 s 一 跌 ! > 0 所 定义 的 区 域 , 即 变 到 在 锥 体 
C= {2 一 一 一刀 ! > 0} 上 的 管状 区 域 工 = 了 R4(z) +iC, 更 准确 地 说 , 是 在 这 
个 锥 体 上 由 wii > 0 定义 的 那 一 叶 C4. 边界 68 在 此 变换 下 变 为 5C+ x R(x), 而 
骨架 变 到 实 子 空间 及 4(z), 更 准确 地 说 , 是 这 个 空间 与 锥 C+ 的 顶点 的 乘积 . 


82. 全 纯 函 数 
3. 全 纯 的 概念 
多 变量 函数 的 全 纯 性 是 卷 I 中 相应 概念 的 推广 . 


定义 1。 称 函数 1:C" 一 C 为 了 -线性 的 (相应 地 , C - 线性 的 ) 是 说 , 如 果 
a EET) ey We 
b) LXz) = 和 AL(z) 对 z Ee Cm 和 所 有 入 e 恨 (相应 地 , € C) 成 立 . 


C" 上 的 任意 及 - 线性 函数 具有 形式 


(2 > 2 wc (1) 
v=1 
而 C - 线性 的 形式 为 
= DG EA (2) 


1 一 1 
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有 R - 线性 函数 1 为 C - 线性 函数 当 且 仅 当 
72) = (2). (3) 
(参看 卷 I 第 6 目的 相应 论断 .) 


定义 2. 函数 f:U 一 C, 其 中 UU 为 点 ze C" 的 一 个 邻 域 , 是 在 该 点 及 - 可 微 
的 (相应 地 , C - 可 微 的) 是 说 , 如 果 成 立 


f(z+h)= f(z2) + Lh) + o(h), (4) 
其 中 1 为 某 个 到- 线性 (相应 地 , C - 线性) 函数 , 而 o(h)/Ih| 一 0 当 h 一 0. 


称 函 数 ! 为 函数 『 在 点 z 的 微分 , 记 为 df. 令 hh = dz = dz 十 idy, 其 中 的 
dz = (dz1,:… ,dzn) 是 个 复 向 量 , 而 dx = (dz ,dzn) 和 dy = (dy1,… ,dyn) 为 实 
向 量 , 当 f 是 RRR- 可 微 时 , 我 们 可 以 把 f 的 微分 写成 


(of of 
= (总 + 玉民 )， (5) 
其 中 , 我 们 引进 了 记号 
af 1/06f .of of 1/0f .of a 

lh + sy (6) 

(5) 中 的 第 一 项 的 和 以 符号 9f 表示 , 而 第 二 个 记 为 6f, 于 是 

sage La 交 
0 0 d=0+0 (7) 


定理 1。 在 点 ze C" 为 及 -可 微 的 函数 f 在 此 点 为 C - 可 微 的 充 要 条 件 是 它 
满足 柯 西 - 黎 曼 条 件 
51 = 0. (8) 
证 明 . 由 (5) 可 知 df(ih) = i6f(h) 下 和 idf(h) = i0f(h) 二 if(h). 故而 
C - 可 微 性 df(ih) = idf(h) 等 价 于 条 件 6f(h) = 0 对 所 有 he Cn 成立 . 口 
柯 西 - 黎 曼 条 件 (8) 等 价 于 n 个 复方 程 组 


of a 1) - 
Bz, 2 Be 三 他: LU 


= 1 nN, (9) 
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或 者 等 价 于 2n 个 实 方程 的 方程 组 
2 Ow 0 
0 
RisRefv=Inf 当 nwS1 时 这 个 方程 组 是 超 定 的 (这 是 关于 两 个 未 知 函 
数 的 2n 个 方程 ), 并 且 这 个 情形 从 根本 上 说 正 是 高 维 复 分 析 和 一 维 之 间 的 区 别 . 
定义 3， 称 函数 f 在 点 ze Cn 是 全 纯 的 是 说 , 如 果 它 在 这 个 点 的 某 个 邻 域 中 
为 C - 可 微 . 在 开 集 上 C - 可 微 的 概念 与 全 纯 的 概念 相合 . 


2 (10) 


我 们 应 该 留意 到 在 任意 (不 必 一 定 为 开 ) 集合 M 上 的 全 纯 性 概念 的 微妙 之 处 ; 
这 可 在 后 面 的 例子 中 清楚 看 出 . 


例题 ， 设 集合 M C C? 由 两 个 闭 球 B, = {|z 一 (0,1)| < . 和 2 = {lz+ 
(0,D)| < 中 ,以 及 联结 它们 的 线段 工 = 人 二 = 0 加 = zo,|zz| < 了 上 组 成 . 我 们 定义 
在 M 上 的 函数 为 
2 国 2 = 
f(z)= $40, zEL, 
和 2 € Bo. 


显然 , 它 在 M 上 连续 , 并 且 对 每 个 点 z0 e M 可 以 构建 一 个 邻 域 Uo, 使 得 了 可 作 
为 全 纯 函 数 延 拓 到 它 的 上 面 . 事实 上 , 对 于 包括 Bi 与 上 的 交点 (0, 到 在 内 的 豆 


的 点 , 可 以 取 一 个 与 Bs 不 相交 的 球 当 作 这 样 的 邻 域 , 并 令 f 在 其 上 等 于 zi, 从 而 将 
f 延 拓 到 此 邻 域 . 对 于 Bs 中 的 点 进行 类 似 的 构造 , 但 令 f(z) = -zi. 最 后 , 对 工 内 
部 的 点 , 我 们 取 的 球 不 包含 这 个 线段 的 端点 , 并 在 其 中 令 f = 0. 但 是 由 我 们 将 在 第 
5 目 证 明 的 唯一 性 定理 知道 , f 不 可 能 延 拓 为 一 个 在 整个 集合 M 的 任何 连通 邻 域 Q 
中 的 全 纯 函 数 . 事实 上 , 由 此 定理 推出 不 存在 Q 中 的 全 纯 函 数 使 得 它 在 9 中 一 个 球 
上 S32 出 企 守 一 个 了 上 二 祝 


由 这 个 例子 可 以 看 出 , 有 必要 区 分 在 一 个 集合 上 的 局 部 全 纯 函 数 和 整体 全 纯 函 
数 . 前 者 在 集合 中 每 点 均 可 局 部 地 延 拓 为 全 纯 函 数 , 而 后 者 可 延 拓 为 整个 集合 的 一 
个 全 纯 函 数 . 在 此 之 后 , 当 谈 及 集合 上 的 全 纯 函 数 时 , 我 们 作为 一 种 规则 约定 为 整体 
全 纯 函 数 . 

在 点 z e Cn 的 全 纯 函 数 间 的 和 与 积 仍 是 在 此 点 的 全 纯 函 数 , 因此 所 有 在 反 z 
全 纯 函 数 的 集合 构成 一 个 环 , 记 其 为 C.. 全 纯 于 区 域 D C Cn 的 全 纯 函 数 环 记 为 
G6(D). 

由 柯 西 - 黎 曼 条 件 (9) 可 以 看 出 , 在 点 20 的 邻 域 UC C" 上 的 全 纯 函数 f 对 
每 一 个 变量 z 为 全 纯 , 这 时 我 们 假定 其 他 的 变量 固定 不 动 (在 点 2 的 位 于 复 直 线 
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{z :二 台 ,4 关 Vv} 里 的 邻 域 中 ). 另外 , 由 于 方程 组 (9) 被 分 成 了 各 个 单独 的 方程 ， 
其 中 的 每 一 个 只 涉及 对 一 个 变量 的 导数 , 似乎 对 一 些 变量 的 全 纯 性 条 件 并 没有 加 上 
对 其 他 变量 的 任何 关联 . 但 是 毕竟 还 是 建立 了 某 种 关联 : 原来 , 在 UV 中 对 每 个 单独 
变量 z 为 全 纯 的 函数 必定 是 对 全 体 变量 为 及 - 可 微 的 , 从 而 才 可 由 定理 1 知 此 函 
数 在 U 中 为 全 纯 . 

这 个 事实 构成 了 被 称 做 哈 托 格 斯 基本 定理 了 的 内 容 , 这 远 非 一 个 平凡 的 事实 . 
例如 , 它 的 在 实数 域 上 的 类 比 就 不 再 正确 : 函数 

f(x,y) = -后 3 

在 任意 的 y 值 下 对 于 变量 x 可 微 , 同时 对 任意 固定 的 x 对 于 变量 y 可 微 , 然而 在 点 
(0,0) C R?2, 这 个 函数 甚至 都 不 连续 . 我 们 将 在 第 6 目 证 明 哈 托 格 斯 定理 . 

4. 多 重 调和 函数 


我 们 从 简单 的 注解 开始 : 如 果 函 数 f = w+ 记 在 点 ze C" 为 全 纯 , 则 函数 
f=w 一 iv 在 此 点 的 邻 域 中 为 及 - 可 微 且 对 任意 v==1,…,n 有 


艺 - 计 营 - 刘 站- 西 - 0 0 
我 们 称 这 样 的 函数 了 在 点 z 为 反 全 纯 的 . 
设 /在 点 ze C" 为 全 纯 , 那么 由 上 面 的 注解 知道 , 对 其 实 部 = >(f + 用 而 
言 , 在 点 z 的 邻 域 中 我 们 有 2 = 3 5. 我 们 还 利用 全 纯 函 数 的 偏 导 数 仍 为 全 纯 的 
事实 (将 在 第 5 目 证 明 )， i 5 
光 


分 离 出 (2) 的 左 咒 算 子 的 实 部 和 虚 部 : 


O00 


8 a 82 82 8 0 ) 
OF, Oz 要 人 四 2 DO 4 Oo “Oo 
我 们 从 而 得 出 , 条 件 (2) 被 分 解 为 n2 个 关于 二 阶 偏 导 数 的 方程 : 
Ou Ou Ou O02 


Ot OR “OVOV ~ Ori “OP 3 


( 岂 到 三 十 到 二 第 三 组 方程 当 =v 时 为 平凡 让 
如 果 利 用 第 3 目 式 (7) 引进 的 算 子 9 和 9, 则 方程 组 (2) 可 以 重 与 为 一 个 单一 
的 条 件 


00u = 0. (4) 
“了 蛤 托 格 斯 (F., Hartogs, 1874 一 1943) 在 1906 年 发 表 了 对 这 个 定理 的 证 明 . 
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定义 。， 称 在 区 域 Dc C" 中 每 点 满足 条 件 (4) 的 C2 类 函数 v 为 在 此 区 域 中 的 
多 重 调 和 函数 . 

米 1. 证 明 , 函数 EC2(D) 在 万 中 为 多 重 调和 的 当 且 仅 当 它 在 任意 复 直线 {z = z0 十 wi} 
的 限制 , 即 函 数 h(C) = w(z? 十 wi), 是 在 开 集 {CE C : z? 十 wc € D} 上 的 调和 函数 . 

2. 如 果 wu € C? 在 任意 实 二 维 平面 {z = 2 二 wd 十 ww 上 的 限制 是 调和 的 , 则 v 为 线性 
函数 . 水 

多 重 调和 函数 与 多 复 变 全 纯 函 数 之 间 的 关系 同 于 (R? 上 ) 调和 函数 与 单 变量 全 
纯 函 数 之 间 的 关系 . 就 是 说 , 成 立 下 面 的 两 个 定理 : 

定理 1。 在 区 域 D c C" 中 全 纯 的 函数 f 的 实 部 和 虚 部 是 此 区 域 中 的 多 重 调 
和 函数 . 


证 阴 . 对 实 部 = Re j 定理 已 得 证 明 . 因为 与 f 一 起 的 , 函数 -if e 6G(D) 也 
成 立 , 故 Im f = Re( 一 if), 故 定理 对 虚 部 亦 真 . 口 


一 般 说 来 , 逆 定 理 只 在 局 部 成 立 . 


定理 2。 对 任意 在 点 (z0,y%) e R27 的 邻 域 U0 中 为 多 重 调和 的 函数 ww 存在 在 
点 (x0,y0) 的 全 纯 函 数 f, 使 其 实 部 (或 虚 部 ) 等 于 v. 


证 明 。 我 们 考虑 与 du = 人 5 dav 十 dv) 相关 的 所 谓 共 频 微分 
*du 一 》， -Bde 证 加 (5) 


= 


形式 了 w = xdu 在 U 中 为 团 , 这 是 因为 v 的 多 重 调和 性 , 它 的 系数 属于 C1 类 , 以 
及 根据 (3) 有 


Ou Ou ) 
= 一 二 一 一 一 ) (dr,Adrvt+d 
dw 2 a Br (dz NN dzv 十 dy 人 dyy) + 


- O2u O2u a 
0 
2 人 Bi 


然而 每 个 闭 形式 为 局 部 恰当 , 故而 在 z? 的 一 个 邻 域 中 存在 函数 v 使 得 xdu = dv: 它 
可 以 积分 表达 为 
C0 = | *du, (6) 


0 对 微分 形式 不 熟悉 的 读者 , 我 们 建议 转 到 第 14 目 . 
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由 于 xdw 的 财 性 , 它 不 依赖 于 路 径 的 选取 . 然而 由 于 在 z? 的 邻 域 有 
Ov Ou Ov Ou 


Or, Ow OW Or,’ 


从 而 函数 f ==wu ++iv 属于 C2 类 并 满足 上 一 目 中 的 柯 西 - 歼 曼 条 件 ; 由 第 3 目 中 的 
是 RE 
在 点 20 的 全 纯 函 数 if = iv 一 v 以 久 为 其 虚 部 . 口 


(3) 的 第 一 组 方程 在 /=v 时 给 出 了 
Ou O02u 
et (7) 
把 这 些 方程 按 v = 1,:… ,n 相 加 , 我 们 得 到 函数 v 对 变量 zi, yi …… ,zn,yn 的 拉 普 
拉 斯 (Laplace) 算 子 


/2 O2u 
A +) -0 0 
到 三 下 到 4 
因此 , 在 空间 R2" 中 , 多 重 调和 函数 构成 了 调和 函数 类 中 的 子 类 (当然 是 在 n>1 时 


成 立 ). 

按 给 定 边 界 值 确定 在 某 个 区 域 D c 了 R2” 上 的 多 重 调和 函数 是 个 自然 产生 的 问 
题 ( 即 狄 利克 雷 (Dirichlet) 问题 ). 这 个 问题 解决 起 来 并 不 像 调和 函数 情形 时 那样 简 
单 . 我 们 以 一 个 最 简单 区 域 作为 例子 来 解释 所 产生 的 这 种 困难 ; 这 个 区 域 是 多 圆 盘 
U = {zeEC":|zy| < 1}. 因为 根据 (7), 多 重 调和 函数 是 对 每 个 变量 z, = zy +iy, 在 
圆 盘 {|z,| < 1} 中 的 调和 函数 , 于 是 我 们 可 以 逐次 取 泊 松 (Poisson) 积分 ( 见 卷 I 的 
附录 的 第 2 目 ). 对 任意 z e U 我 们 得 到 


2 2 区 
7 | 人 人 


其 中 Cs ee 3 《全 全 和 


je 
P(Gy, Zo) Se [Ee J ) 
这 是 泊 松 核 . 以 
Pa(6,2) = [| P(G,%) (9) 


= 


表示 nn 维 泊 松 核 , 以 Q， = [0,27] x .… x [0,27| 表示 n 维 立 方 体 , 以 dt = dt dt 
Ne 
2 个 
表示 体积 元 , 我 们 将 泊 松 公式 改写 为 下 面 的 紧凑 形状 : 
WZ) = "| vi Da( Cat (10) 
OF 
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在 此 公式 的 右 端 出 现 的 只 有 % 在 多 圆 盘 工 的 骨架 上 的 值 , 即 在 边界 9U 的 n 维 
部 分 (整个 边界 为 (2n - 1) 维 ). 由 此 清楚 看 出 , 不 能 随便 给 出 多 重 调 和 函数 v 在 整 
个 多 圆 盘 边界 上 的 值 . 如 果 在 (10) 的 右 端 我 们 替换 为 在 T 上 连续 的 某 个 函数 v(6) 
的 值 , 则 由 此 公式 定义 在 UV 上 的 函数 wu(z) 对 所 有 v = 1,… ,n 满足 方程 (7), 这 并 
不 难 验 证 . 但 是 这 个 函数 , 一 般 说 来 , 不 满足 另外 的 方程 (3), 就 是 说 , 在 U 上 不 是 多 
重 调和 的 . 为 了 使 u(z) 为 多 重 调和 必须 对 w(C) 的 值 加 上 补充 的 条 件 , 我 们 在 此 不 再 
做 进一步 的 讨论 . 


5. 全 纯 函 数 的 最 简单 的 性 质 

在 这 里 我 们 将 建立 多 复 变 全 纯 函 数 的 一 系列 初等 性 质 , 它们 可 类 比 于 单 变量 函 
数 的 性 质 . 为 简便 起 见 , 以 U = {zeCn :| 一 | <7y,v = 二 1,… ,n} 表示 以 a 为 中 
心 , 以 > = (71,… ,7n) 为 同 量 半径 的 多 圆 盘 , 以 6G(U) 门 C(D0) 表示 在 U 上 连续 而 在 
U 上 全 纯 的 函数 集合 . 

定理 1. 任意 函数 fe OC(U) 仆 C(D) 在 任意 点 ze U 可 由 柯 西 重 积 分 
1 1/ (OG dn 
(2 


表示 ， 其 中 L 为 U 的 骨架 ， 即 边界 圆 人 7 二 元 — ayv| 二 和 六 家 二 1 ,7 的 乘积 . 


人 二 


(1) 


证 明 . 设 各 各 为 z 和 U 在 空间 C"*-1 中 的 投影 ; 因为 对 任意 'z€ 人 必 , 函数 
f(z) = f(z,zx) 对 zi 在 圆 盘 {| 一 an| < rn} 中 为 全 纯 , 并 且 在 其 闭 包 上 连续 , 故 由 
第 工 卷 中 的 柯 西 积分 公式 有 


el Wn) 
f(z) = Dr es 
对 任意 如 € 加 和 任意 'z e' U, 被 积 函数 可 以 由 对 变量 z,_1 的 柯 西 积分 表示 , 其 中 
由 于 f 的 连续 性 , 对 变量 组 的 累 次 积分 可 以 表示 为 在 乘积 x,,_1 x yn 上 的 重 积 分 . 继 
续 这 种 讨论 我 们 便 得 到 了 (1). 口 


今后 我 们 将 把 公式 (1) 写成 简 缩 形状 : 
1 6) 
(27i)" 人 一: 


1 1 
I 
dd 9 (0 
注 . 正如 我 们 在 定理 1 的 证 明 中 所 看 到 的 , 为 了 使 函数 ff 可 以 以 柯 西 重 积 分 
(1) 表示 , 只 需 f 对 每 个 单个 变量 z 在 圆 盘 {| 一 ay| < 7,} 上 全 纯 , 以 及 在 U 上 对 
整个 变量 组 为 连续 即 可 . 


f(z) = 


dc, (2) 
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正 像 在 卷 I 中 所 显示 的 , 函数 的 柯 西 积分 表示 给 出 了 将 其 展开 为 虹 级 数 的 可 
性 . 为 此 , 我 们 把 积分 (2) 的 核 展 开 为 多 重 几 何 级 数 : 


有 
[下 
时 C : 中 Lad 
其 中 大 = (ki,… ,kn,) 为 整数 值 问 量 , |k| = ki 十 … 十 kn, 而 
[= 人 wa)， 
可 以 把 这 个 展开 式 重 写 为 形式 
3 Cr 


,+1); 对 于 任意 的 ze U, 它 对 在 下 上 的 “ 为 绝对 收敛 
f(C) 并 在 T 上 逐 项 积分 ， 


其 中 kk 十 1 = (Ki 十 1 
和 一 致 收敛 . 对 它 乘 以 在 T 上 连续 (从 而 有 界 ) 的 函数 CT 


我 们 便 得 到 所 需要 的 论断 : 
定理 2。 如 果 f e OC(U) 人 站 C(D), 则 在 每 点 ze U 它 可 表示 为 多 重 昭 级 数 
f(z) = > 人 (3) 
Ik|=0 
人 1 f(C)dc 
* 7 rd J Co 六 


注 ， 任意 函数 f s C(D) 均 可 在 每 点 xz e U 表示 为 级 数 和 (3). 为 证 明 此 论断 
我 们 只 需 注意 到 , 点 z 属于 某 个 多 圆 盘 UV' eV 并 对 U' 应 用 定理 2. 
如 果 多 重 归 级 数 ck(z 一 Q)* 的 项 在 任意 点 Ce C" 有 界 ， 
紧 子 集 K 上 绝对 且 _- 致 收敛 , 其 中 的 U(a,p) 以 a 为 


二 让 


引 理 ( 阿 贝 尔 ). 


则 它 在 多 圆 盘 U(a,p) 的 任意 
中 心 , 以 p = (pi1,-… ,pn) 为 回 量 半径 ,而 p, = |6, 一 


证 明 . 设 |cr(C 一 a)*| = |eklpk < M, 其 中 pr = ph?!…pk*, 另外 可 假定 所 有 的 
pv > 0 (否则 K 为 空 ). 由 条 件 K € U(a,p) 得 出 


qv = me ll <1 B= 1 


,1), 
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从 而 在 任意 点 ze K 有 |cx(z 一 a)*| < lexlpkok < MIE, 其 中 qh = hr .…ghr. 还 需 注 
意 , 多 重 几何 级 数 并 Mak 收敛 , 这 是 因为 所 有 的 gy < 1， 口 


定理 3。 如 果 fe C(D), 则 在 任意 点 z e U, 这 个 函数 有 任意 阶 的 偏 导 数 , 而 且 
它们 也 属于 6G(U). 


证 明 . 由 定理 2, 在 任意 各 z EU 函数 f 可 表示 为 宫 级 数 和 (3). 利用 阿 贝 尔 引 
理 或 者 卷 I 中 的 结果 知道 , 该 级 数 的 项 可 重 排 , 我 们 便 证 明了 f 具有 所 有 阶 的 侦 寻 
数 : 这 些 偏 导 数 由 级 数 表示 , 而 这 些 级 数 则 是 由 对 级 数 (3) 进行 逐 项 微分 得 到 . 

由 阿 贝尔 引 理 , 这 些 级 数 在 UV 的 紧 子 集 上 一 致 收敛 , 而 它们 的 项 对 整个 变量 组 
为 连续 , 故而 任何 一 个 导数 都 是 在 U 上 及 - 可 微 的 , 所 以 由 对 每 个 单独 变量 的 导数 
的 全 纯 性 得 到 了 该 函数 在 UV 上 的 全 纯 性 . 口 


注 . 设 函 数 f 在 7 上 连续 , 并 对 每 个 单独 变量 为 全 纯 . 于 是 它 可 由 柯 西 积分 表 
示 (参看 定理 1 后 面 的 注 ), 从 而 由 定理 2, 它 可 用 千 级 数 表 示 . 由 定理 3 的 证 明 看 出 ， 
函数 f 是 C - 可 微 的 , 从 而 意味 着 在 VU 上 全 纯 . 因此 , 为 了 证 明 在 第 3 目 谈 及 的 哈 
托 格 斯 基本 定理 , 则 只 要 证 明 由 函数 f 对 每 个 单独 变量 在 UD 的 全 纯 性 可 推导 出 它 
在 U 中 的 连续 性 即 可 . 

像 通常 那样 , 还 要 证 明 函 数 展开 成 具 已 知 中 心 的 帘 级 数 的 唯一 性 定理 . 

定理 4。 如 果 在 点 a 为 全 纯 的 函数 f 展开 为 形 如 (3) 的 茵 级 数 , 则 这 个 级 数 的 
系数 由 泰勒 公式 决定 : 


1 ee 1 Olklf 
kil:.:. k»,! O20 i . Oz" SS k! Ozk |z=a 


Ck 一 


(5) 
其 中 kl = kt. k,l. 
对 同一 个 系数 利用 公式 (4) 并 对 (4) 中 的 积分 进行 估 值 , 我 们 得 到 


柯 西 不 等 式 . 如 果 函 数 fe OG(U) 让 C(D), 且 在 骨架 TT 上 |fl< M, 则 了 在 点 a 
的 泰勒 展 式 的 系数 满足 不 等 式 

eps| < AM] ， (6) 
7 re .en 


在 卷 I 第 22 目 所 阐述 的 唯一 性 定理 的 条 件 不 能 推广 到 空间 中 : 函数 zz 在 C” 
为 全 纯 且 不 恒 等 于 零 , 但 在 其 聚 点 集 (在 复 直 线 {z1 = 0} 和 {zo = 0} 上 ) 上 化 为 零 . 
我 们 有 

定理 5 (唯一 性 )， 如果 函 数 fe OC(D) 及 其 所 有 偏 导数 在 区 域 Dc C" 中 某 个 
点 a 都 化 为 零 则 在 D 上 f=0. 
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证 明 . f 的 泰勒 展 式 的 所 有 系数 在 a 等 于 0, 因此 在 此 点 的 茶 个 邻 域 中 / = 
我 们 记忆 = {ze D: f(z) =0}, 记 思 为 EB 的 开 核 ( 即 加 的 内 点 集合 ). 集合 五 为 开 
且 非 空 (包含 了 a); 因为 f 的 所 有 导数 均 连 续 , 故 五 又 财 于 D. 于 是 B=D. 口 


在 此 定理 的 证 明 中 本 质 性 的 要 求 是 了 在 点 a 的 一 个 2n 维 的 邻 域 中 为 零 . 甚至 只 
在 点 的 一 个 (2n 一 2) 维 邻 域 为 零 , 一 般 来 说 , 也 推导 不 出 函数 恒 为 零 (例如 f(z) = zw 
在 (2n 一 2) 维 集合 {z se Cn : zz = 0} 上 为 零 ). 但 是 , 存在 这 样 的 情形 , 当 函 数 在 一 
点 的 n 维 邻 域 化 为 零 意 味 着 此 函数 等 于 零 : 

如 果 函 数 fe CD) 在 点 a ED 的 一 个 实 邻 域内 为 零 , 即 在 集合 {z= 二 十 iy € 
Cn :lz -ao| < mg 一 扣 ] 为 零 , 则 在 万 中 卫 = 0 


证 了 明 . 在 某 个 中 心 为 20 的 多 圆 盘 中 函数 f 展 成 了 级 数 
= » 确信 可 入 和 


Ikl=0 
在 此 令 y = 见 , 我 们 得 到 
> 0 
Ik|=0 
对 所 有 zx 富 站 22 < 本 关于 于 D0 
然后 得 到 所 有 cx = 0. 由 定理 5 得 到 在 D 上 f=0. 口 


定理 6 ( 极 大 模 原理 ). 如 果 函 数 fe 6(D) 和 |f| 在 某 个 点 ae D 达到 极 大 值 ， 
则 在 D 中 三 恒 为 党 数 . 


证 明 . 考虑 通过 点 a 的 任意 复 直 线 1(C) = a 十 wi. 了 在 此 直线 上 的 限制 为 函数 
pw(C) = fol(0), 它 在 某 个 圆 盘 {|C| < p} 上 全 纯 而 |y| 当 ¢ = 0 时 达到 极 大 . 由 对 单 
变量 函数 的 极 大 模 原 理 , pw(C) = c(w) 为 常数 , 此 常数 依赖 于 w. 但 是 pw(0) = f(a) 
不 依赖 于 w, 故而 c(w) = 常数 , 从 而 f 在 点 a 的 邻 域 中 为 常数 .由 定理 5,f 在 DD 
中 为 常数 口 


如 果 了 在 区 域 D c Cn 中 全 纯 并 在 万 中 连续 , 则 在 边界 9D 上 |f| 达到 极 大 
值 . 但 是 当 n > 1 时 在 C” 中 存在 这 样 的 区 域 D, 使 得 对 所 有 f e C(D) 并 在 DD 连 
续 时 , max |f| 达到 的 点 并 非 填 满 整个 9D, 而 仅仅 是 它 的 某 个 子 集 . 称 具 这 种 性 质 的 
最 小 闭 子 集 为 区 域 D 的 希 洛 夫 (Shilov) 边界 0. 更 准确 地 说 , 区 域 D 的 希 洛 夫 边界 
是 那样 的 闭 子 集 5S c 86D, 使 得 : 1) 对 任意 fe C(D), 它 在 D 连续 , 有 


ew = max |f (2)|; (7) 


0) 格 奥 尔 基 。 叶 夫 根 尼 也 维 奇 。 希 洛 夫 (1917 一 1975) 为 莫斯科 大 学 教授 , 泛 函 分 析 方 面 的 
专家 . 
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2) 具有 性 质 1) 的 任意 闭 集 5 必 包 含 5. 


例题 . 

(1) 球 B= {zeC":|z|<1}. 我 们 将 证 明 这 种 情形 下 的 希 洛 夫 边界 与 其 拓扑 
边界 相同 . 为 此 , 取 任意 点 Ce 95 并 构造 一 个 函数 f, 它 在 B 中 全 纯 , 在 B 中 连续 
并 且 对 所 有 z e B\{C}, |f(C)| > |f(z)| 即 可 . 对 埃 尔 米 特 内 积 (z, 5) 由布 尼 亚 科 夫 斯 
基 - 施 瓦 次 (Bunyakovskii-Schwarz) 不 等 式 , 我 们 有 


Re(z, ¢) < |(z, ©)| < lz), 


因为 |C| = 1, 而 且 等 式 Re(z,C) = |z|=1 仅 当 在 BB 中 z=C. 所 以 函数 f(z) = et*9 
具有 所 需 的 性 质 . 

(2) 多 圆 盘 UU = {ze C? :lzll < 1}. 其 希 洛 夫 边 界 仅 由 (2n - 1) 维 拓扑 边 
界 的 ” 维 部 分 构成 , 就 是 说 , 它 与 多 圆 盘 的 骨架 重合 . 为 证 明 此 论断 , 我 们 考虑 任意 
全 纯 于 U 且 连续 于 0 的 函数 f， 首 先 我 们 注意 到 , 对 任意 固定 的 如 ,| 如 | = 1, 函 
数 f('z,C) 是 多 圆 盘 'V C C?"-1 中 'z 的 全 纯 函 数 . 事实 上 , 它 可 以 表示 为 函数 序列 
pu('z) = jz zt 的 ) 的 极限 , 其 中 xz) 为 圆 盘 {|z| < 1} 上 收敛 于 6, 的 任 一 个 点 序 

列 . 因为 (z, zl) e U, 则 所 有 的 pp, 全 纯 于 'V 中 , 而 由 于 f 在 5 上 的 一 致 连续 性 ， 
序列 pj 在 各 中 一 致 收敛 .由 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 (参看 后 面 的 定理 8) 得 到 了 所 要 
A RE eg pe ep i 
多 圆 盘 中 对 (1,… ,zm) 全 纯 , 其 中 m= 1,- 一 1 且 G+1,… ,Cn 固定 且 模 为 1. 

没 MX = mer|f() 在 其 个 点 Ce 90 实现, 它 属于 集合 Tv {I uc < 


1,4 关 v} 中 的 一 个 ; 在 必要 时 可 对 变量 重新 编号 , 不 妨 设 它 等 于 T?". 或 者 | -1 = 1 
或 者 由 极 大 模 原 理 ( 按 上 面 的 证 明 应 用 于 它 ), f 对 变量 z,_1 为 常 值 , 于 是 在 某 个 扣 
达到 了 值 M, 而 这 个 点 的 最 后 的 两 个 坐标 的 模 为 1. 继续 这 种 讨论 , 我 们 便 得 到 了 论 
断 说 , 在 多 圆 盘 的 骨架 T= flz| = 1,v = 1,… ,n} 达到 了 M. 因此 , 多 圆 盘 的 希 洛 
夫 边 界 包含 在 工 中 . 

然而 对 任意 点 《ee 下, 可 以 找到 全 纯 于 U 是 连续 于 U 的 函数 f, 使 得 它 对 所 有 


:ET 有 |f(QO)| > |f(z)|: 可 以 取 乘积 [[ (1 + 及) 为 这 样 的 函数 . 所 以 ,多国 


盘 的 希 洛 夫 边界 等 于 它 的 骨架 . Ey 

(3) 在 圆柱 体 C; = {y € Rs: yf > yfz 十 981 十 级 2,V11 > 0} 上 的 管状 区 域 
T = R4(z) + iC4, 它 像 在 第 2 目 例 8 中 所 指出 的 , 等 价 于 广义 上 半 平 面 H. 其 
边界 67T7 = {fz =X 十 鹿 : XE€ 民 ,y € OCT 被 分 层 (或 被 纤维 化 ) 为 复 半 直线 
{z=Z7£+Cy: (x,y) EoT,CEeC,Imtc¢ >0}, 并 且 以 与 上 一 个 例子 同样 的 论证 得 到 , 在 
7 为 全 纯 并 在 了 (在 C4 中 的 闭 包 ) 上 连续 的 任意 函数 , 当 Im ¢ = 0 时 取得 极 大 模 ， 
即 在 集合 R(x) + i0, 这 个 了 的 骨架 上 取得 极 大 模 . 另 一 方面 , 对 任意 固定 后 x? 十 各 
存在 函数 jz) = (211 一 ， 人 Z22 +i)-* € 6O(7) NC(7) 在 此 后 达到 其 
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极 大 模 . 因此 , 了 的 希 洛 夫 边界 也 是 它 的 骨架 
定理 7 ( 刘 维 尔 (Liouville)). 如 果 函 数 f 在 C" 全 纯 并 有 界 , 则 其 为 常数 . 


证 明 . 像 在 卷 I 那样 , 这 可 由 柯 西 不 等 式 得 到 . 函数 f 能 被 展 成 于 任意 多 圆 盘 
{lz <7} 中 收敛 的 多 重 笑 级 数 


二 > CR2r. 


|k|=0 
如 果 处 处 有 |f(z)| 和 M， 则 由 柯 西 不 等 式 (6), 对 所 有 7 有 |ek| 和 M/rl*I,， 其 中 
71 = 二:… 二 Tn 二 7. 当 r 一 00 时 取 极 限 , 我 们 得 到 , 当 |k| = 十 … 十 > 0 时 有 


人 ED 


定理 8 ( 魏 尔 斯 特 拉 斯 )， 设 函数 序列 f,, e 6(D) 在 D 的 每 个 紧 子 集 上 一 致 收 
全 于 函数 f, 于 是 fe 6(D), 并 且 对 任意 = (ki1,… ,kn), 在 任意 KK ED 上 有 
Olklf, Olkl f 
Do (8) 
证 明 . 由 卷 工 第 23 目 知 , 函数 f 在 任意 点 z e D 相对 于 每 个 单独 的 变量 为 全 
纯 , 而 因为 它 显然 在 D 相对 于 整个 变量 组 为 连续 , 则 按照 定理 3 后 面 的 注解 知道 它 
属于 6(D). 对 定理 的 第 二 部 分 只 需 对 于 任意 点 z0 € D 的 邻 域 和 对 一 个 变量 z 的 
导数 去 证 明 就 足够 了 . 我 们 取 多 圆 盘 7 = UV(z0,r) € D, 并 利用 柯 西 公式 , 由 此 在 任 
意 点 zeU 有 
oj of _ CY 


Oz, Oz%, = i a 要 过 i = 0 
其 中 工 为 U 的 骨架 . 因为 六 二 了 在 工 上 为 -至 的 故 对 任意 s > 0 存在 yo, 使 
得 对 所 有 大 > yo 有 川 记 -用 rr <e. 如果 天 ED, 则 由 (9) 我 们 对 所 有 的 ze 天 及 
4 之 Ho 有 


of, of 
0 “0 


E (27) 71 Tn 
2n)n mi FE: se 
Ce 


因此 得 出 4f 在 天 上 是 一 致 的 口 
< 
在 本 目的 最 后 , 我 们 要 证 明 一 个 关于 积分 对 参数 的 全 纯 依赖 性 的 引 理 . 


引 理 . 设 和 % := y(t) 为 -平面 中 的 一 条 可 求 长 的 曲线 (j= 1,… ,m)， 
i a 
函数 g(C,z) 在 yx D 上 连续 , 相对 z 当 cCeY 时 在 D 上 全 纯 , 并 且 在 7Yx 上 有 连 
续 的 偏 导数 2 ,于 是 积分 


G(z) = / dl | gC dem = . g(C, 2)de (10) 


82. 全 纯 本 数 .5 


在 D 上 全 纯 , 并 且 


oY 


-ee yr 


证 明 . 对 任意 z € DD 我 们 选取 7+ > 0 使 得 多 圆 盘 U(z,7) C D; 设 | 如 | <7,h = 
(0,-… ,hy,0,.… ,0) e C" 为 一 个 问 量 , 其 坐标 际 第 v 个 外 全 为 0. 我 们 有 


. 
二 (G(z+ 月 一 GO 
Wb q 加 村 Og(C,z + Oh) 
=- 志 [{aGzti) -god = fa 


i 
二 {G(lz+ 月 -GO - 和 学 


站 人 4 0 (12) 


由 于 A 当 z 固定 时 在 紧 集 y x [0,1] 上 一 致 连续 , 于 是 对 任意 6 > 0 
可 以 选取 5 > 0 充分 小 , 使 得 对 所 有 (C,0) e y x I0.1], 当 |h| <5 时 有 
全 十 OP Qa(C, 2) 要 


Ozy 多 


因此 ， 逐 次 对 (12) 的 右 端 进行 估 值 ， 我 们 发 现 这 个 等 式 的 左 端的 模 不 超过 
sm|.… yl， 于 是 在 每 个 点 z e DD 所 有 的 偏 导数 二 存在 且 以 公式 (11) 表 
达 ， 口 

6. 险 托 格 斯 基本 定理 

在 这 里 我 们 要 证 明 的 定理 是 , 由 函数 对 每 个 单独 变量 的 全 纯 性 推出 它 对 整体 变 
量 的 全 纯 性 ; 关于 这 个 定理 我 们 已 在 第 3 目 谈 到 过 . 在 第 5 目 我 们 曾 明确 , 为 了 证 明 
这 个 定理 , 只 需 证 明 对 任意 相对 于 单个 变量 为 全 纯 的 函数 , 则 它 对 于 整个 变量 组 为 
连续 即 可 

为 了 证 明 它 , 我 们 先 需要 一些 引 理 ， 其 中 第 一 个 论断 是 要 建立 所 考虑 函数 的 有 
界 性 . 这 时 我 们 要 利用 施 瓦 欧 引 理 , 但 其 形式 比 卷 1 第 37 目 更 为 广泛 : 

设 函 数 p 在 圆 盘 U = {|z| <7} CC 中 为 全 纯 , 又 在 某 点 zo E Ur 有 w=0, 并 
且 在 U, 处 处 成 立 |p| < M; 于 是 在 整个 U, 中 


|% 30 
= Z| 


( 当 7= M=1 和 zo =0 时 我 们 便 得 到 通 沼 的 表述 ). 


lp(z)| < Mr 


(1) 
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为 了 证 明 此 不 等 式 , 我 们 应 用 由 U; 到 单位 圆 盘 U 的 线性 分 式 映射 : 
站 


A 
7 0 光 


并 以 ~! 表示 道 映射 U 一 U;, 再 考虑 函数 一 二 wo 和 -1. 它 满足 通常 的 施 瓦 艾 引 
理 , 按 此 引 理 对 U 中 每 个 点 成 立 |w(z)| < |z|. 以 A(z) 替换 这 里 的 z 便 得 到 了 不 等 
起 (1 
引 理 1。 如 果 函 数 ff 对 每 个 单独 的 变量 z, 在 UV = Ul(a,7) ? 中 全 纯 , 并 且 有 
界 , 则 它 在 UV 中 每 个 点 对 整个 变量 组 连续 . 
证 明 . 设 z0,z e U 为 任意 点 ; 我 们 把 f 的 增 量 写成 对 各 个 不 同 坐 标的 增 量 
的 和 
f(z2) — f(z2") 
3 20 pi le ;2 ws 2? 2 a 2 | (2) 
= 


并 考虑 将 第 v 项 看 成 是 变量 z 的 函数 py, 但 此 时 我 们 将 其 他 的 变量 固定 . 如 采 在 
U 中 |f| < M/2, 则 函数 yp, 只 满足 前 面 所 提 到 的 那 种 形式 的 施 瓦 菊 引 理 的 条 件 , 并 
对 和 (2) 中 每 一 项 应 用 不 等 式 (1), 于 是 我 们 得 到 


& 0 
f(D) — f(a) < WD 
BA | VU Ve 
因此 论断 得 到 证 明 .， 口 


因此 , 要 证 明 哈 托 格 斯 定理 还 需 证 明 对 于 每 个 单独 的 变量 为 全 纯 的 函数 必 在 共 
个 中 心 为 a 的 多 圆 盘 中 是 有 界 的 . 我们 知道 , 在 任意 一 个 中 心 不 一 定 在 a 的 圆 盘 
中 的 有 界 性 可 由 f 对 每 个 单独 变量 的 连续 性 推出 . 这 个 事实 构成 了 被 称 做 奥 斯 十 德 
(Osgood) 引 理 的 内 容 : 


引 理 2. 我 们 将 多 圆 盘 UV = {z eCn :|zl < R} 表示 为 = {1z € C"1: 
zl < R}2 与 圆 盘 ,= {zn EC :za < RB} 的 乘积 . 如 果 函 数 f('z,z) 当 任 意 
zn € U 时 对 属于 写 的 'z 为 连续 , 并 且 当 任意 'z e DV 时 对 属于 Ui 的 xz 为 连续 ， 
则 存在 多 圆 盘 W = 'W x U, CU 使 了 在 其 上 有 界 (参看 图 6 上 的 哈 托 格 斯 图 ). 


证 阴 . 对 于 固定 的 “ze 和 匀 记 
人 
zn EU 


全 纯 , 其 中 也 在 圆 盘 {|z| <ru} CC. 
2) 我 们 记得 , 我 们 曾 以 'z = (z,… ,zn_1) 表示 点 z E C" 在 Cn"-1 中 的 投影 . 


并 考虑 集合 忆 ,, = fize 和 万 :1M(z < m}. 这 些 集合 为 闭 . 因为 如 果 0 e EE (1 = 
人 
立 , 由 于 f 为 'z 的 连续 函数 . 故 对 任意 ze DU, 有 |1j0z za 和 mm 即 MM(z) < mm). 
显然 , 已 ， 构成 一 个 递增 序列 , 且 任意 点 'ze 万 属于 所 有 已 ;,, 它 由 某 个 元 开始 . 

存在 一 个 包含 了 某 个 区 域 'G c 'DU 的 Em. 事实 上 , 如 若 不 然 , 所 有 瓦 。 将 无 处 
稠密 , 于 是 在 'V 中 存在 一 个 球 瑟 c Cn-1 不 包含 Ei 中 的 点 , 在 B! 中 存在 球 B”， 
它 不 含 Eo 中 的 点 , 等 等 . 于 是 我 们 构造 了 球 的 序列 B"”c Cr-1, 它们 具有 一 个 公共 
A 而 筷 划 属 手 水 和 帮 厅 

因此 , 存在 区 域 'G, 在 其 中 对 任意 的 ze U,, 有 |f('z,z)| < M. 继续 在 'G 中 
选取 一 个 多 圆 盘 'W = {'z:|z 一 和 2 上 <7), 从 而 在 W='‘WxUi 中 有 |Ifls<sxM. 口 


为 了 证 明 在 中 心 为 a 的 多 圆 盘 中 函数 f 的 有 界 性 , 必须 要 利用 对 每 个 单独 变量 
的 全 纯 性 . 于 是 我 们 需要 哈 托 格 斯 引 理 , 它 实 质 上 基于 函数 的 次 调和 人 性质. 为 了 对 它 
进行 前 述 , 我 们 引进 如 下 记号 : 'V = Ul('a,R),'W = UV(a,7r)(7 和 RR 为 r < RR 的 标 
量 ) ={| <REV=VxU,W=WxO,( 图 7) 


引 理 3. 如 果 函 数 1 2 在 任意 an Ww 时 对 多加 ba 全 2 并 对 三 WwW 全 
纯 , 则 它 在 整个 多 圆 盘 Y 全 纯 . 


证 明 . 不 失 一 般 性 我 们 假定 ‘a = '0. 对 任意 固定 的 zs Un 和 任意 “ze ,加 
数 了 可 表示 为 (由 于 对 'z 的 全 纯 性 ) 收敛 的 虹 级 数 


f(z2) = 》 cp(2n)(2)®, (3) 


Ik|=0 
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其 中 天 = (和 ,_1). 这 个 级 数 的 系数 


1 有 2 
kl (Oz)r 


作为 对 >。 的 全 纯 函 数 的 导数 (在 点 (0, 有) € 印 ) 在 圆 盘 U,, 为 全 纯 . 故而 函数 
国 In lc (zn)| 在 Ui 中 为 次 调和 . 
我 们 选取 任意 一 个 数 p < R; 因为 当 |k| 一 ee 时 , 对 任意 zi E Un 有 


Ck (六) 5 


Gb 一 0, 


于 是 对 任意 ze Un 可 找到 |k|, 在 其 之 后 有 一 | +In p<<0, 即 


四 


| 1 
lim — lnlc(zsn)| < In—. 4 
i i nll) < (9 


现在 我 们 要 利用 f 在 WW 中 的 全 纯 性 : f 有 界 于 W ( 设 |f| < M) 且 对 任意 
zn € Un 柯 西 不 等 式 |cr (zn)|r* < M 成 立 . 故而 对 任意 ze UU 及 任意 |k| 有 


MT™ 
jn |GE(zm 入 In 


而 入 4. (5) 
于 是 , 所 考虑 的 次 调和 函数 满足 关于 上 极限 定理 的 条 件 (参看 卷 I 第 3 目的 
附录 )， 由 此 定理 , 对 任意 c < p 可 以 找到 序号 ko 使 得 对 所 有 |k| > lio|l 及 所 有 
入 | 泡 1 六 面 有 有 mle) < In =, 上 
人 


由 此 得 到 , 级 数 (3) 一 致 收敛 于 多 圆 盘 U(0,0o'),o’ < c， 然而 此 级 数 的 项 对 z 连续 ， 
从 而 其 和 f 也 连续 , 因此 在 U(0,o') 中 有 界 . 这 个 圆 盘 可 假定 能 任意 地 接近 V, 于 是 
因为 V 从 一 开始 就 可 以 增 大 一 点 点 2, 从 而 有 界 , 这 表示 由 引 理 1 和 第 5 目的 注 
解 (在 定理 5 之 后 ) 知道 它 在 V 中 全 纯 .， 口 


现在 对 基本 定理 的 证 明 已 做 好 全 部 的 准备 . 
险 托 格 斯 定理 . 如 果 函 数 f 在 区 域 D Cc Cn 中 的 任意 点 对 变量 中 每 个 z, 为 全 
纯 , 则 其 在 D 中 全 纯 . 


证 明 . 只 需 证 明 f 在 任意 点 ze D 的 全 纯 性 , 同时 不 失 一 般 性 可 设 2? = 0. 
此 , 设 f 在 多 圆 盘 U(0, R) 对 每 个 单独 的 变量 全 纯 ; 需要 证 明 它 在 以 0 为 中 心 的 茶 
个 多 圆 盘 内 全 纯 . 
0 此 引 理 的 假设 需要 在 闭 圆 盘 中 的 全 纯 性 . 


83. 展开 为 震级 数 2 


这 个 论断 可 以 对 复 变量 的 个 数 用 归纳 法 证 明 ， 在 一 个 变量 的 情形 这 是 平凡 的 : 
我 们 假设 它 对 (n - 1) 个 变量 的 情形 论断 为 真 , 并 记 =U (%0, a 由 此 假定 得 知 


国 娄 (2 加 的 上 2 连 坟 直下 jz 0 二 居 和 ER 同 轩 于 /2 UG 为 任 
意 时 , 它 对 在 U， 中 的 zao 连续 . 由 奥 斯 古 德 引 理 知道 f 有 界 , 这 表明 在 茶 个 多 圆 盘 
Wa VW Ua th SF WW OG mc OU 


图 8 


现在 考虑 多 圆 盘 V ='V x ,其 中 履 =U (wa = 显然 , VC U(0, RR), 从 而 


当 ze U0 为 任意 时 , f 在 入 中 对 'z 为 全 纯 , 然而 所 证 明 的 只 是 在 WW 中 对 z 的 全 
纯 性 . 从 哈 托 格 斯 引 理 则 可 得 出 它 在 包含 了 点 z = 0 的 多 圆 盘 V 上 对 z 全 纯 . 那么 
对 n 个 变量 的 这 个 论断 便 得 到 了 证 明 . 口 

我 们 还 要 引进 哈 托 格 斯 的 男 一 种 阐述 . 

我 们 说 函数 f 在 黎 曼 的 意义 下 在 点 ae C" 为 全 纯 是 指 , 如 果 

(R) 如 果 f 在 某 个 多 圆 盘 U(a,7) 中 对 每 个 单独 的 变量 z 为 全 纯 . 


我 们 说 函数 f 在 魏 尔 斯 特 拉 斯 意义 下 在 此 上 为 全 纯 是 指 , 如 来 
(W) f 在 茶 个 多 圆 盘 U(a,7) 可 展开 为 暴 级 数 


列 涵 关系 (W) 二 (RBR) 是 显 见 的 , 而 蕴涵 (R) 僵 (W) 构成 了 哈 托 格 斯 基本 定理 的 内 
容 . 这 个 定理 从 而 可 阐述 为 : 

歼 曼 意义 下 的 全 纯 性 与 魏 尔 斯 特 拉 斯 意义 下 的 全 纯 性 等 价 . 
83. 展开 为 款 级 数 


在 这 里 我 们 将 考虑 另 一 个 基本 问题 , 即 关 于 将 全 纯 函 数 展 开 为 攻 级 数 . 
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7。 寡 级 数 


在 第 5 目 中 我 们 已 证 明 , 在 多 圆 盘 U(a,7) 中 全 纯 的 任意 函数 可 以 在 此 区 域 中 展 
开 为 中 心 在 a 的 多 重 丹 级 数 . 出 现 的 问题 是 有 关 这 种 级 数 的 收敛 点 的 集合 . 类 比 于 
单 变量 函数 的 情形 人 们 期 竺 这 个 集合 会 是 补充 边界 上 茶 种 点 集 的 多 圆 盘 . 但 是 , 其 
至 简单 的 例子 也 表明 事情 完全 并 非 如 此 . 


例题 . 
(1) 祖 级 数 
1 
下 一 a 到 全 (1) 


(1 为 整数 指标 ) 在 C? 中 的 收 分 集 合 为 一 个 完全 赖 因 哈 特区 域 {|z1z2| < 1 
(2) 使 级 数 
i (2) 
|k|=0 


在 C? 中 的 收敛 集合 为 双 圆 盘 {|z1| < 1,|z2| < 1} 及 一 条 附加 的 复 直 线 {z1 = 0}. 
如 果 不 去 考虑 收敛 集合 而 考虑 它 的 开 核 , 即 此 集合 的 内 点 集 , 则 问题 得 以 简化 . 


CO 


>》 eis) (3) 
Ik|=0 
的 项 在 某 个 排序 下 , 级 数 收敛 点 > e Cn 的 集合 5 的 开 核 5, 称 为 该 昭 级 数 的 收敛 
区 域 . 


由 阿 贝 尔 引 理 (第 5 目 ) 推导 出 


定理 1。 如果 点 z0 属于 级 数 (3) 的 收敛 区 域 5, 刚 多 圆 盘 可 = 1z € Cr : 
| 纪 一 Qy| < |z0 一 ayl} 也 属于 S, 并 且 级 数 (3) 在 U 绝 对 和 一 致 收敛 .0 


证 明 ， 因 为 2 e 8 而 5 为 开 集 , 故 存在 Ce 5 使 得 |G -oy| > |z -avl,v = 
1,… ,mn, 而 且 级 数 (3) 在 此 点 收敛 . 又 因为 U € {z EC?:|z, a,| < | ao,|}, 那 
么 由 阿 贝 尔 引 理 , (3) 在 可 中 绝对 和 一 致 收敛 ， 口 


定理 1 还 可 以 这 样 盖 述 : 级 数 (3) 的 收 化 区 域 5 是 中 心 在 a 的 完全 赖 因 哈 特区 
域 . 因此 , 完全 赖 因 哈 特区 域 在 多 复 变 函数 的 情形 所 起 的 作用 与 单 复 变 函数 时 的 圆 
盘 一 样 . 这 种 相似 性 在 下 面 的 定理 中 得 到 了 强调 . 


0 由 定理 1 可 推导 出 集合 5 为 连通 : 它 的 任意 两 个 点 > 和 zw 都 可 以 与 中 心 以 折线 相连 接 ( 意 
味 着 两 点 相互 连接 ), 而 这 些 折线 属于 5. 因为 S 还 是 个 开 集 , 故 它 实 际 上 是 个 区 域 
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定理 2， 在 以 a 为 中 心 的 完全 赖 因 哈 特区 域 D Cc C" 中 全 纯 的 任意 函数 f 在 
此 区 域 中 有 泰勒 展开 < 
FO es (4) 
[ 国 
证 明 . 设 2 为 DD 中 任意 点 , 以 及 多 圆 盘 U = {|z 一 ay| 12 一 ay|} € D, 并且 
由 第 5 目 定理 2, 函数 了 在 UV 中 可 由 中 心 在 a 的 泰勒 级 数 表 示 . 这 个 级 数 的 系数 可 
通过 f 在 的 导数 进行 计算 , 就 是 说 等 于 ck, 即 与 (4) 的 展 式 相 同 . 口 


自然 产生 的 问题 是 : 是 否 任 意 完 全 赖 因 哈 特区 域 都 是 茶 个 曙 级 数 的 收敛 区 域 ? 
对 此 的 回答 是 否定 的 , 因为 就 像 我 们 就 要 证 明 的 那样 , 收敛 区 域 还 具有 其 他 的 额外 
性 质 . 


zm A(z) = (lnl|zi|,:… ,ln |zn,|) (5) 


表示 集合 { zeCn" : 如 … zn 关 0} 到 R" 中 的 映射 ; 我 们 称 集合 M* = 和 (Mo) 为 集合 
MC Cn 的 对 数 像 , 其 中 的 Mo = {z €E M : zi-…zn 关 0}. 称 集合 M 为 对 数 凸 集 是 
说 其 对 数 像 为 R" 中 的 凸 集 . 


|z,| 


C |z1|lz2|=rR 


pA 


例题 。 显示 在 图 9 (a) 中 的 赖 因 哈 特 图 a(M) 的 集合 M C C? 不 是 对 数 凸 的 ; 
它 的 对 数 像 和 (MY) ? 被 图 9(b) 表 出 . M 的 对 数 凸 包 ( 即 所 有 包含 M 的 对 数 凸 集 
的 交 ) 可 以 通过 考虑 集合 和 (M) 的 凸 包 的 原 像 得 到 . 这 个 凸 包 Mr 的 赖 因 哈 特 图 与 
ca) 相差 的 是 由 双 曲 线 的 一 段 |zi||zz| = 7R 所 包围 的 一 块 (图 9 上 虚线 表示 了 这 
条 曲线 段 ). 


定理 3， 宫 级 数 (3) 的 收敛 区 域 5 为 对 数 凸 集 . 
0 为 简单 起 见 , 我 们 把 (1M0) 写成 CM). 


= 第 I 章 多 变量 全 纯 函 数 


证 明 . 不 失 一 般 性 , 设 a = 0. 我 们 需要 证 明 S$* = A(S?) 为 凸 集 . 设 In|z', In|z"| 
E 5 而 点 2 EEC” 售 得 In|2 引 二 Wl2 | 二 (T= O20 < Weem le 
zt. 因为 zw zw e S, 故 级 数 (3) 在 这 两 个 点 收敛 从 而 它 的 项 为 有 界 : 设 |c(z')*| < 
Mi | GC" 然而 [622 "| 三 |e (“有 级 数 (3) 的 
项 在 z 也 有 界 . 由 于 5 的 开 性 , 对 于 靠近 > 和 zw 的 点 相同 的 论断 也 成 立 , 这 表明 
级 数 (3) 的 项 在 所 有 靠近 > 的 点 有 界 . 由 阿 贝尔 引 理 知 ze 9. 噩 


以 后 我 们 将 证 明 这 个 附加 的 性 质 其 至 刻画 出 了 收敛 区 域 的 特性 : 任何 对 数 凸 的 
完全 赖 因 哈 特 区 域 是 某 个 宫 级 数 的 收敛 区 域 (参看 第 40 目 ). 

但 现在 我 们 来 考察 一 个 重要 的 情形 . 考虑 完全 的 然而 并 非 对 数 凸 的 赖 因 哈 特 区 
域 (譬如 , 上 面 所 给 出 的 例题 ). 由 定理 2 知 , 任意 函数 fe C(D) 可 以 用 DD 中 的 大 级 
数 表示 . 然而 根据 定理 3, 这 个 级 数 的 收敛 区 域 为 对 数 凸 , 从 而 它 至 少 在 区 域 D 的 对 
数 凸 包 DL 中 收敛 . 因而 这 个 级 数 的 和 实现 了 f 从 DD 到 Dz 的 一 个 解析 延 拓 . 我 们 
观察 到 主要 区 别 于 平面 的 空间 情形 的 一 个 结果 : 在 Cl 中 任意 区 域 是 茶 个 函数 的 全 
纯 (区 ) 域 (参看 卷 I 第 46 目 ), 而 在 C" (nn > 1) 中 存在 区 域 , 使 区 域 中 每 个 全 纯 函 
数 一 定 能 解析 延 拓 到 更 大 的 区 域 . 我 们 将 在 第 正 章 中 详细 考虑 这 个 必定 会 出 现 的 解 
析 延 拓 的 现象 . 

我 们 现在 来 引进 一 个 描述 已 知 窘 级 数 (3) 的 收敛 区 域 9 还 要 更 具 构 造 性 的 方 
法 . 它 使 用 了 多 圆 盘 去 穷 竟 这 个 区 域 , 称 其 为 收敛 多 圆 盘 . 例如 , 对 于 级 数 (1), 它 的 


收敛 区 域 为 S 一 {2 GE CR |Z122| < 1 而 那样 的 多 圆 盘 为 (ma tal , |z2| < 二 | ,0 < 
7r1 < co (图 10). 引进 确切 的 定义 : 


|z,l 


定义 ， 称 多 圆 盘 U(a,7) 为 级 数 (3) 的 收 伍 多 圆 盘 是 说 , 如 果 U C 5, 但 在 任意 
多 圆 欠 {z EC : | 一 ay| 之 7}7y 部 写 所 三 二 ,及 中 至 少 有 一 个 为 严格 的 不 
等 式 时 , 则 存在 点 , 使 级 数 (3) 在 这 些 点 发 散 . 称 这 个 多 圆 盘 的 半径 7, 为 共 示 收敛 


半径 . 


83. 展开 为 震级 数 . 31 : 


定理 4， 级 数 (3) 的 共 白 收敛 半径 满足 关系 式 


RE | (6) 


( 柯 西 - 阿达 马 (Cauchg-Hadamard) 公式 的 空间 类 比 ). 


延明 . 令 ee a 二 C7,C EC ( 即 Zhan ti, 十 Gy = [4 < | 时 氮 之 属于 收敛 多 圆 
盘 U, 于 是 级 数 (3) 在 U 中 绝对 收敛, 而 且 在 对 项 的 重组 后 有 


> len — a): = 和 Ian= 和 > en) er 


Ik|=0 Ik|=0 p=0 \|kl=£ 


我 们 得 到 了 一 个 按 ¢ 的 寡 展 开 的 级 数 , 它 在 [| < 工时 收敛 . 当 [| > 1 时 此 级 数 发 
散 , 不 然 的 话 , 由 第 5 目的 阿 贝 尔 引 理 , 该 级 数 将 会 在 包含 UV 的 茶 个 多 圆 盘 中 收 义 . 
于 是 由 对 一 个 变量 级 数 的 柯 西 - 阿达 马公 式 得 到 


et k 
im 区 ob ==: (7) 
= 


在 级 数 (3) 中 满足 |A| = j 的 这 一 组 项 中 , 我 们 选取 一 个 最 大 的 项 loulrm = 


lo Son < Wm el 
Ik|=p 


以 及 当 风 一 co 时 (4 十 1)™Vr 一 1, 我们 可 将 (7) 重 记 为 下 面 的 形式 
lim Ylemlr™ =1, 
密 等 伯 守 6j 了 
关系 式 (6) 可 以 与 为 一 个 方程 的 形式 : 
P(ri,.. ,rn) =0, (8) 


它 是 级 数 (3) 的 共 箔 收敛 半径 间 的 一 个 关联 关系 ; 这 个 方程 定义 了 区 域 a(5) 的 边 
缘 , 其 中 a(S) 是 收敛 区 域 5 映 成 的 赖 因 哈 特 图 
在 (8) 中 令 mw = ec， 我们 得 到 方程 


YV(&1,…: J ) = 0, (9) 
它 定义 了 3 的 对 数 像 (5) 的 边界 , 其 中 A(5) 是 空间 R" 中 的 某 个 凸 区 域 
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8. 其 他 的 级 数 
除了 禹 级 数 外 , 在 多 复 变 论 中 还 考虑 了 其 他 类 型 的 级 数 . 其 中 最 重要 的 是 称 做 
哈 托 格 斯 级 数 的 . 考虑 茵 级 数 民 
(2) (1) 


Ikj=0 
并 且 我 们 在 其 收敛 区 域 5 中 的 任意 点 > 上 重组 此 级 数 的 项 , 按照 差 z,, _ a,, 壁 如 第 
n 个 差 的 相同 备 放 在 一 起 (由 绝对 收敛 性 这 是 可 行 的 ). 我 们 有 级 数 


2 = (2) 
人 一 0 
其 中 / 为 标量 指标 , 而 它 的 系数 g, 在 'S 中 全 纯 , 这 是 区 域 5 在 空间 Cn-: 中 的 
投影 . 
我 们 留意 到 , 这 种 级 数 项 的 重组 可 能 导致 收敛 区 域 的 扩充 . 例如 , 寡 级 数 
I 入 — ZR1 sk2 
(1 — 21)(1 — z2) ee 


收敛 于 双 圆 盘 {|z1| ce |z2| 从 1}. 在 重组 项 后 我 们 得 到 级 数 
oo oo Oo ee 
人 一 0 \ki=0 
它 在 区 域 {z 关 1,|z2| < 1} 收敛. 
定义 . 如 果 级 数 (2) 的 系数 2 2 a 的 全 纯 函 数 , 那么 称 级 数 


(2) 为 以 {z= an} 为 中 心平 面 的 哈 托 格 斯 级 数 . 点 ('z,z) 的 集合 的 开 核 五 被 称 做 
级 数 (2) 的 收敛 域 是 说 , 级 数 (2) 的 系数 g,('z) 在 点 'z 全 纯 而 该 级 数 在 点 z 收敛 


因为 与 哈 托 格 斯 级 数 的 收敛 区 域 五 中 的 点 zo 一 起 的 还 有 属于 它 的 所 有 点 z = 
(1z0, zm), 其 中 |z 一 an| < |z9 一 ol, 故 五 总 是 以 {z = an} 为 对 称 平面 的 完全 哈 托 
格 斯 区 域 , 即 形 如 {(z, za) :'z ED,|z 一 an| < R(z)} 的 区 域 ; 称 函数 R('z) 为 哈 托 
格 斯 半径 .了 
”D 蛤 托 格 斯 半径 RCz) 不 同 于 把 级 数 (2) 看 做 za 的 宫 级 数 时 的 收 伍 半 径 (1z), 这 是 因为 
我 们 从 收敛 集合 要 过 渡 到 它 的 开 核 厅 , 而 函数 r('z) 则 由 柯 西 - 阿达 马公 式 定义 : 

1r(a = lim IC 
它 可 能 不 是 下 半 连 续 的 , 从 而 集合 {'z e 'D : |zn 一 an| < r('z)} 可 能 不 是 开 的 . 不 难看 出 , R 是 7 
的 下 半 连 续 的 正则 化 : 
ROz)= (人 
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这 个 区 域 对 哈 托 格 斯 级 数 所 起 的 作用 等 同 于 赖 因 哈 特 区 域 对 知 级 数 所 起 的 作用 . 
特别 地 , 成 立 


定理 1， 在 以 {z。 = an} 为 对 称 平面 的 完全 哈 托 格 斯 区 域 D 中 全 纯 的 任意 函 

数 在 DD 中 可 表示 为 
£2) > Sa (2 (2 EE a (3) 

n=0 


其 系数 在 此 区 域 的 投影 'D Cc C"-! 中 全 纯 . 


证 明 . 与 区 域 D 中 每 点 20 一 起 的 还 有 多 圆 盘 UV = 人 x UV 也 属于 它 , 其 中 
CC"-1 为 中 心 在 点 20 的 投影 'z0 的 充分 小 的 多 圆 盘 , 而 Ui, CC 为 中 心 在 an 的 
包含 点 z0 的 圆 盘 . 在 U 中 函数 上 在 任意 ze 人 必 下 对 zz 全 纯 , 从 而 展开 为 系数 是 

1 
n( 动 三 和 
的 级 数 (3). 

但 是 这 些 系数 被 定义 和 全 纯 于 不 仅 在 'U 中 , 而 是 在 区 域 D 的 整个 投影 'D 中 ， 

所 以 展开 式 (3) 在 整个 区 域 D 中 成 立 ， 口 


另外 , 不 是 每 个 完全 哈 托 格 斯 区 域 都 可 证 明 是 某 个 哈 托 格 斯 级 数 的 收敛 区 域 : 在 
第 40 目 我 们 将 证 明 , 收敛 区 域 刻画 出 的 半径 R('z) 应 该 具有 的 附加 性 质 . 
我 们 现在 来 描述 洛 朗 (Laurent) 级 数 的 简单 的 空间 类 比 . 


定理 2， 在 圆 环 积 H={zecCcnr:m<|z 一 ol< 忆 中 全 纯 的 任意 函数 矿 可 
以 表示 为 在 I 中 的 多 重 洛 朗 级 数 


OO 


P= = (4) 
|&|= 一 00 
其 中 的 取 和 珊 历 所 有 整数 回 量 上 = (有 ,… ,Ah), 而 系数 
ye jd 
Gr J Coe 


ria 为 圆 人 = QQ 十 pvet 人 上 Se Ob 2 的 乘积 . 


证 明 . 展开 式 (4) 由 通常 方式 得 到 : 选取 十 使 得 (pj ,p+) E (rm Ry,), 而 冰 数 
在 圆 环 {oz < | 一 av| < pt} 的 乘积 中 以 柯 西 积分 公式 表示 为 


bo | f (Cdc 
eS (272)" ep C 一 2 


这 里 的 s 表示 数组 = (e1,:… ,en), 由 十 和 一 组 成 ,而 Te = yf x.…x ”Yr", 其 中 
yr 二 {一 Qu| = ps 为 圆 , 如 果 es = 十 则 为 正定 向 , 如 果 ev = 一 则 为 负 定 癌 ; 取 


:二 时 第 I 章 多 变量 全 纯 函 数 


和 遍历 由 ”个 符号 组 成 的 所 有 数组 .另外 我 们 展开 二 为 相应 的 几何 级 数 , 并 逐 
项 积分 , 还 将 沿 Yev 换 作 沿 的 积分 (如 果 ej = -, 则 改变 符号 )， 口 


洛 朗 级 数 (4) 的 收敛 区 域 显 然 是 个 赖 因 哈 特区 域 . 除 此 之 外 , 如 果 收 敛 区 域 包 
含 了 某 个 点 zo, 其 坐标 20 = av， 则 在 展 式 (4) 中 不 可 能 有 差 一 av 的 负 轩 项 ， 
就 是 说 , 相对 于 这 个 差 , (4) 是 个 泰勒 展开 式 . 所 以 , 洛 朗 级 数 的 收敛 区 域 是 所 谓 的 
相对 完全 的 赖 因 哈 特区 域 . 称 一 个 赖 因 哈 特区 域 是 相对 完全 的 是 说 , 如 果 当 v 固定 
时 , 或 者 它 不 与 平面 {z= av} 相交 , 或 者 与 其 每 个 点 20 一 起 还 包含 了 所 有 满足 
| 思 一 Q@y| 亏 120 一 ay| 的 点 z, 而 其 他 的 坐标 与 z0 的 相同 (这 个 条 件 对 所 有 > 均 满足 ). 

因此 , 如 果 一 个 赖 因 哈 特区 域 不 交 于 某 个 平面 {z= a,}, 则 相对 完全 的 条 件 对 
边界 没有 给 出 任何 限制 , 然而 与 每 一 个 这 样 的 平面 都 相交 则 表明 要 对 其 附加 上 其 他 
条 件 . 

正如 在 泰勒 级 数 的 情形 那样 , 人 们 证 明了 洛 朗 级 数 的 收敛 区 域 仍 是 对 数 凸 的 . 而 
在 相对 完全 的 赖 因 哈 特区 域 D 中 全 纯 的 任意 函数 f 可 以 由 区 域 D 中 的 洛 朗 级 数 
(4) 表示 (如 果 万 不 是 对 数 凸 的 , 则 这 种 表示 可 以 由 f 在 D 的 对 数 凸 包 中 实现 .) 

可 以 考虑 其 他 的 洛 朗 级 数 的 类 比 , 确切 地 说 , 在 形 如 {z EC :'z € 'D,r('z) < 
[zn 一 an| < R('z)} 的 哈 托 格 斯 区 域 中 任意 全 纯 函 数 f, 其 中 'D 为 C"*-! 中 的 区 域 ， 
可 以 在 这 个 区 域 中 以 哈 托 格 斯 - 洛 朗 级 数 表示 : 


OO 


f(z) = 2 Ea = (7) 
其 中 wm e CO('D). 这 种 类 型 级 数 的 收敛 区 域 由 附加 在 r('z) 和 R('z) 的 性 质 所 刻画 ， 
我 们 将 在 第 40 目 中 证 明 . 
最 后 我 们 转 回 按 齐 次 多 项 式 展 开 的 级 数 . 称 多 项 式 p,(z) 为 v 次 齐 次 的 是 说 ， 
如 果 p,(Xz) = XYpy(z), 其 中 Ae C,z ecn 为 任意 . 由 重组 项 的 寡 级 数 可 得 到 按 这 
种 多 项 式 展 开 的 级 数 : 


注 Crz* 一 >» | Db at) = > (8) 
|k|=0 v=0 \|k|=r v=0 

(v 为 标量 指标 ). 像 在 哈 托 格 斯 级 数 的 情形 那样 , 这 种 重组 可 能 会 寻 致 收敛 区 域 的 扩 

大 : 我 们 现在 就 要 看 到 , 按 齐 次 多 项 式 展 开 的 级 数 的 收敛 区 域 关 型 要 比 蜂 级 数 的 三 

泛 得 多 


定理 3， 在 以 z = 0 为 中 心 的 完全 圆 形 区 域 D 中 全 纯 的 任意 函数 在 这 个 区 
域 中 可 展开 成 齐 次 多 项 式 的 级 数 


f(&) EF (es (9) 


2 一 0 


§83. ”展开 为 军 级 数 A 


其 中 p, 由 f 在 0 的 泰勒 展 式 的 项 cpz* 构成 , 而 | 由 | = v, 并 且 该 级 数 在 D 的 任意 紧 
子 集 上 一 致 收敛 . 


证 上 明 . 设 ze DV\{0},w = zz/|z|. 通过 点 z 的 复 直 线 C= Xo,XeEcC 与 忆 交 于 圆 
盘 { 入 :| 和 < R(w)}. 因为 0 e DD, 故 级 数 


NE 
也 一 0 


[RI=0 


在 原点 的 某 个 邻 域内 收敛 , 其 在 复 直 线 {¢ = Xw} 的 限制 给 出 了 
p(X) a (MN) = Dp (Xew) 二 P(N (10) 


因为 fe 6(D), 故 wo 在 圆 盘 {|A| < R(w)} 中 全 纯 , 而 (10) 是 其 泰勒 展 式 ; 它 在 此 圆 
盘 中 收敛 , 并 且 由 于 我 们 有 |z| < R(w) 和 z= |zlw, 则 (9) 在 点 z 收敛. 

如 果 现 有 K € D, 则 存在 函数 >(w),0 < r(w) < R(w), 和 数 q,0 <g < 1 使 得 对 
所 甩 世 廊 有 | 天 人 7) 革 由 四 = 有 引 政 帮 允 所 有 DEW 有 


[ps(2)| = [pv (oz < lpv (or (w)0”. (11) 


但 由 泰勒 展 式 系数 的 积分 公式 有 
1 f (NXw) 


留 放 是 2ri [=r(w) 1 


由 此 , 并 利用 集合 {Xw : | 和 | = r(w)} e D, 从 而 在 其 上 有 |f(Xw)| < WM, 我 们 便 得 到 
了 |pu(w)| < MI/r*(w) (对 泰勒 级 数 的 系数 的 柯 西 不 等 式 ). 将 其 代入 (11), 得 出 对 所 
有 的 ze K 有 |pu(z)| < Maq*. 因为 0<gq<1, 于 是 便 证 明 级 数 (9) 在 K 上 一 致 连 
的 国 


dA 入, 


我 们 发 现 , 并 非 所 有 完全 圆 形 区 域 都 是 某 个 齐 次 多 项 式 级 数 的 收敛 区 域 : 这 种 
情形 与 在 哈 托 格 斯 级 数 和 区 域 的 情形 相同 . 从 后 面 可 以 看 出 这 一 点 : 变换 ('z, zz) 一 
(wzn), 其 中 忆 = 名 /zn (v = 1,… ,mn 一 1), 将 圆 形 区 域 变 到 哈 托 格 斯 区 域 , 而 把 展 
开 式 (9) 变 为 

a 0 do 


v=0 
即 对 函数 『 的 像 的 哈 托 格 斯 展开 式 . 
在 本 节 绪 尾 我 们 给 出 所 谓 的 哈 托 格 斯 基本 定理 的 辐射 式 类 比 , 这 是 在 最 近 , 即 
1978 年 , 由 福 雷 里 (F. Forelli) 证 明 . 


定理 4. 如 采 定 义 在 单位 球 B Cc C" 中 的 函数 f, 在 B 与 每 条 通过 反 z=0 的 
复 直 线 交 集 上 全 纯 , 并 且 在 此 点 的 邻 域 中 属于 C% 类 , 则 它 在 B 中 为 全 纯 . 
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证 明 . 设 ze B\{0} 为 任意 点 ; 由 f 在 通过 点 z = 0 的 复 直 线 上 和 在 此 点 的 全 
纯 性 条 件 得 到 有 
TD (12) 


SEE 
并 且 此 级 数 在 闭 圆 盘 {| 和 | 过 1} 中 绝对 和 一 致 收敛 . 因此 由 | (z)| 构成 的 级 数 收敛 ， 
这 表明 , 当 |z| < 1 时 定义 了 函数 


ne 
kL 
又 , 对 属于 单位 圆 盘 Uc C 中 任意 两 点 和 和 j, 由 (12) 得 到 两 个 展开 式 


fpz) = f(0) 十 > Pi n= f(0) + Dil (2) Arp, 


k=1 
按 贤 级 数 展开 的 唯一 性 定理 , 由 上 式 得 到 恒等式 
F(Xz) 一 A F(z), 祭 三 lj ce (13) 
从 对 级 数 (12) 系数 的 柯 西 定理 知 
1 f (Xz) 
Fr(z) 三 一 一 
k( ) 27 {| 入 |=1} A 和 K+1 
而 因为 由 函数 f 在 某 个 球 B={|z|<7} 中 属于 Cx 类 的 条 件 , 则 由 此 公式 得 出 Fi € 
C”%(B,). 特别 地 , 它们 在 B, 中 有 界 , 于 是 从 (13) 得 到 当 z 一 0 时 F(z) =O(z|?). 
由 对 光滑 函数 的 泰勒 公式 我 们 于 是 得 出 : 对 z e B, 有 
F(z) = DS Peo) 审 BP” (14) 
H+v=k 
其 中 Pi 为 > 和 三 的 多 项 式 ,对 z 的 总 次 数 为 ,对 z 为 v, 且 当 z 一 0 时 >Y(z) 一 0 
(公式 中 的 低 次 项 因 F(z) = O(|z*) 而 消失 ). 将 其 代入 (13), 我 们 便 有 恒等式 


Yr (a sl 


n+v=k 
= 2 P(X + Xlzly(2), (15) 
n+v=k 
它 对 所 有 z e B 和 | < 1 成立. 特别 , 对 于 正 数 入 < 1 由 其 推出 y(Xz) = ?7(z)， 从 
而 当 和 一 0 时 得 到 在 B; 中 ?7(z) 三 0. 但 从 (15), 并 再 次 应 用 贤 级 数 展 开 的 唯一 性 定 
理 可 清楚 看 出 当 v > 0 时 P, 三 0, 因而 由 (14) 得 知 i(z) = Pro(z) 为 z 的 多 项 式 ， 
即 不 仅 是 B; 中 的 全 纯 函 数 而 且 是 整个 C” 上 的 全 纯 函 数 . 
由 定理 3, Fi 的 级 数 在 B 的 紧 子 集中 一 致 收敛 , 并 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 我 们 得 
到 的 结论 是 F e C(B). 然而 根据 (12), 当 入 = 工时 有 Flz) = f(0) 十 F(z), 从 而 
ae 司 


§4. 全 纯 映 射 人 


我 们 注意 到 , 在 这 个 定理 中 f 在 原点 邻 域 的 无 限 可 微 的 条 件 是 不 可 或 缺 的 : C2 
中 的 函数 271?z2/|z|? 属于 C* 类 并 在 每 条 经 过 原点 的 复 直 线 上 全 纯 , 但 却 在 C? 上 
并 不 全 纯 . 


* 如 果 除 了 函数 三 在 原点 邻 域 中 的 无 限 可 微 性 之 外 , 仅 要 求 B 与 某 个 项 点 在 原点 的 圆锥 上 
的 复 直 线 的 交集 上 全 纯 , 那么 福 雷 里 (Forelli) 的 定理 有 什么 变化 ? 而 只 与 有 限 条 复 直 线 (通过 原 
点 的 ) 相交 又 会 怎样 呢 ? 水 


84. 全 纯 映 射 


9. 全 纯 映 射 的 性 质 


WGN 中 的 5 个 区 域 wf 本 (3 /是 D900 下 这 个 鼎 出 败 每 个 分 
(SR 在 D 中 全 纯 , 则 称 此 映射 为 全 纯 的 . 特别 , 如 果 D CC, 则 称 f 
为 全 纯 曲 线 . 

如 果 U 为 ze Cn 的 一 个 邻 域 , f : U 一 Cm 为 全 纯 映 射 , 则 对 具 任 意 充分 小 的 
| 的 向 量 he Cn 成 立 展开 式 


f(z+h) = f(z) + df(h) + o(h); (1) 


- 线性 映射 
网 到 旋风 (2) 
称 为 映射 在 点 z 的 微分 , 其 中 f(z) = (党 ) 为 雅 可 比 失 阵 , 而 h 是 列 向 量 . 如 
果 f(z) 的 秩 极 大 , 即 等 于 min( mn), 则 称 点 z 为 非 异 的 ; 特别 地 , 当 mm. = n 时 可 以 
考虑 行列 式 

det\f' (2 =U (3) 

称 其 为 映射 了 在 点 z 的 雅 可 比 ; 仅 当 在 z, Jy(z) 关 0 时 点 z 才 为 非 异 . 
利用 微分 的 外 积 dz, 入 dz 它 具 有 反 交 换 性 质 (dz 和 dz, = 一 dz 和 dz 特别 是 ， 


dz 人 dzy = 0), 结合 律 和 分 配 律 , 也 允许 在 乘积 符号 后 面 取出 ( 复 ) 乘积 因子 0. 由 
这 些 性 质 得 出 , 对 于 全 纯 上 映射 f:U 一; C", 其 中 UCcC", 


dfi 人 =/ afs 
of Ofi 2 人 Ofn zn) 
= (2 dz1 十 az GZ 和 人 和 人 汪 dz1 二 对 dzn | 
= 9 )dz1 人.……… 和 A 人 dzn， (4) 


0 我 们 假定 读者 熟悉 外 积 概念 : 例如 参看 鲁 金 (W. Rudin) 的 《数学 分 析 基 础 》( 有 中 译本 ) 
(M.: Mup, 1966, p.251), 也 可 参看 后 面 的 第 13 目 . 
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并 且 类 似 地 , 对 于 复 共 抗 映 射 
AAA (5) 
进而 由 同样 性 质 有 
dz Adz = (dzxy + idyy) MN (dry — idyy) 三 一 22dz Ad 


以 及 类 似 地 df,, 人 7/ 二 一 2iduy 和 du， 其 中 f= ww 十 ivy. 因此 , 把 (4) 和 (5) 相 乘 
展开 并 在 右 端 和 左 端 做 相同 的 排列 , 我 们 得 到 
dul N\:-: 人 du, AdolA…: Adun 
三 :| 了 | 六 加 AAA 
但 是 这 全 部 2n 个 实 微分 积 dui 和信 … 人 dv, 和 dzl 和 :和 Adw， 的 商 是 像 及 原 像 的 
体积 元 之 间 的 商 , 等 于 将 映射 看 作 是 实 的 映射 时 的 雅 可 比 77, 我 们 证 明了 
定理 1。 如果 f :U 一 Cn 为 点 ze C" 的 邻 域 的 全 纯 映 射 , 并 将 f 看 成 由 R2” 
的 邻 域 到 RR2? 的 映射 时 , 则 它 的 雅 可 比 等 于 复 雅 可 比 模 的 平方 : 
人 的 三 | .大 汉 性 (6) 
由 此 定理 我 们 得 到 了 首 映射 和 隐 函 数 定理 的 复 版 本 . 
定理 2. 设 UCC" 为 点 z0 的 邻 域 , f : VU 一 Cn 为 全 纯 映射 . 如 果 雅 可 比 
| 关 0, 则 了 在 点 2 的 邻 域 Vc U 中 相互 一 一 , 并 且 逆 映射 g = 广 ! 在 后 


wo = f(z0) 为 全 纯 . 在 这 种 情形 下 , g'(w) 的 矩阵 在 所 有 点 ze V 和 w = f(z) 是 
fr(z) 的 矩阵 的 道 


证 明 . 因为 由 定理 1, 实 雅 可 比 行列 式 J7(z?) 关 0 故 f 的 局 部 相互 一 一 和 
9= 广 :在 w 属于 Ce? 类 的 性 质 由 实 分 析 中 反 函 数 定理 得 出 . 由 成 立 于 V 的 恒 等 
式 go f(z) = z 按 复合 函数 的 微分 公式 , 对 j,k = 1 ,mn, 我 们 得 到 


a 0 oO" on 


OW, OZ Oy Oz 中 


但 由 /的 全 纯 性 有 5 全 = 0, 从 而 (下 站 )- _ 五 #0, 如 果 V 充分 小 , 则 对 所 

有 v=1,:…,n 有 和 0 类 全 是 (网 大 向 男 ) 一 和 伞 有 yj) 了 (2) 回 
定理 3。 如 果 函 数 万,…: ,所 (kk < 7 在 点 zecn 的 一 个 邻 域 中 全 纯 且 在 其 

中 det ( 2 ) i 2 
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(中 
人 


证 明 . 就 像 前 面 那 个 定理 那样 , 方程 组 的 可 解 性 和 解 的 光滑 性 由 实 分 析 得 出 . 
故而 在 人 2 的 邻 域 中 成 立 恒等式 dln ) Qk, Zk+1 2 三 0 (vy 全 
加 二。 司 状 可 以 取 它 们 对 F700 二 上 hl 7) 的 做 分 : 


k 
Qf Ogy Of 09 g Ofu 
- = a 
> 7 已 2 Op 尖 02; . 


人 0, 这 是 由 全 纯 性 得 到 ,而 又 由 条 件 知 det (3 化) 六 0, 从 而 


3 


我 们 还 发 现 局 部 同 胚 判别 法 在 高 维 情 形 的 推广 : 与 定理 2 一 起 成 立 的 还 有 它 的 
逆 定 理 


定理 4. 设 UcC" 为 点 20 的 一 个 邻 域 , f :U 一 Cn 为 全 纯 上 映射. 如 果 了 在 
点 z? 的 邻 域 中 相互 一 一 , 则 雅 可 比 Jy(z?) 去 0. 


证 明 . 利用 对 n 的 归纳 . 当 n = 1. 此 定理 已 在 卷 I 中 证 明 (参看 第 35 目 ); 假 
设 它 对 所 有 小 于 ?” 的 维 数 时 成 立 . 我 们 假定 Jj(z?) = 0, 并 以 k(0<k<n--1) 表 
示 了 f(z?) 的 矩阵 的 秩 . 如果 kk > 0, 则 不 失 一 般 性 可 假设 det ( 翅 ) #0 (uv = 
TE 3 A i Me he) = 0 A 2 
有 从 而 在 某 个 邻 域 VC U 中 作 因 新 的 局 部 人 标 可 以 取 为 “ 
J Ml 
在 新 的 坐标 下 (我 们 重新 以 z 表示 它们 ), 映射 f 具有 形式 ww = (vv 
EO SC 


Pe 0 | 
om 全 和 0 
0 0 Ee (全 
Ji(z)=det | Ofori Ofkr1 Ofk+1 
Oz1 ! OZk+1 2 
a a af, 
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Ofk+1 Ofk+1 
OZk+1 <n 
= , (7) 
Ofn Ofn, 
Ozk+1 | 0 
使 得 最 后 面 的 那个 行列 式 在 点 z? 等 于 0. 在 映射 f 下 , n 一 上 维 平面 = {zi = 
Zk 一 0} 转化 为 平面 fa 一 一 ?三 0}, 从 而 限制 映射 f= (fr J 把 


(nn 一) 维 邻 域 二 VN 映 到 C"-*. 这 个 映射 在 点 ( 坟 ,1,… ,z) 的 雅 可 比 根据 
(7) 等 于 0, 并 且 根 据 归纳 假定 , 了 在 了 中 不 是 相互 一 一 的 . 于 是 f 在 V 上 便 不 是 相 
< 


还 需 考 虑 二 0 的 情形 ， 此 时 在 点 20 所 有 的 _ 0. 我 们 将 利用 的 性 质 是 
说 多 复 变 全 纯 函数 不 可 能 存在 孤立 零点 ， 对 任何 一 个 该 函数 在 上 为 零 的 点 . 存在 


一 条 光滑 路 径 以 此 点 为 端点 而 该 函数 在 此 路 径 上 为 零 (参看 下 面 的 第 23 目 ) 因为 
f(z0) = 0, 则 由 此 性 质 知 , 存在 以 z0 为 端点 的 路 径 y, 使 在 其 上 Jy(z) = 0. 只 有 两 
种 可 能 性 : a) 在 与 20 相连 接 的 + 的 一 条 曲线 段 上 , 所 有 a Dt 


意 靠 近 z0 的 7 上 的 后 ， 使 得 并 非 所 有 的 2 = 0. 在 情形 a) 中 , 上 面 所 提 及 那个 7 


的 一 段 在 f 下 的 像 映 成 一 个 点 . 在 情形 ' 中 , 在 邻近 2 存在 点 > 使 Ni \e 
rank f(z) = > 0. 在 这 两 种 情形 下 f 在 z0 的 邻 域 中 都 不 是 相互 一 一 人 
b), 由 上 面 的 证 明 得 到 )， 口 


另外 , 对 于 全 纯 映 射 还 成 立 极 大 值 原理 . 为 了 得 到 它 的 充分 一 般 形 式 , 我 们 将 称 
映射 -| :Cn 一 RR4 为 C" 上 的 C- 齐 性 范 数 , 如 果 它 满足 1) ||z 填 wl|| < zj 十 jjwll 
其 中 zw e Cn 为 任意 点 , 2) | zl| = | 和 -al, 其 中 入 EC 和 zecCyn 为 任意 , 以 及 3) 
lzl = 0 当 且 仅 当 z = 0. 欧 几 里 得 和 多 圆柱 范 数 ( 见 第 1 目 ) 可 作为 C - 齐 次 范 数 
的 基本 示例 . 


定理 5 ( 极 大 值 原理 ). 设 D 为 C" 中 的 一 个 区 域 , f : D 一 Cm 为 全 纯 上 映射 ， 
而 |.|| 为 Cm 中 的 某 个 C - 齐 性 范 数 . 如 果 ||f(z)| 在 点 we D 达到 其 极 大 值 , 则 
1) 映射 的 分 量 六 在 D 上 线性 相关 且 2) 在 D 中 f(z) 为 常数 . 


证 了 明 . 设 b= f(a), 以 及 B= {weC”™m :|]lwll < jo} 为 在 所 考虑 的 那个 范 数 下 
的 球 ; 由 于 该 范 数 的 性 质 , 它 是 一 个 开 的 凸 集 . 当 jj = 0 时 , 命题 是 平凡 的 , 因此 我 
们 设 | 如 >0. 点 be 6B; 由 B 的 凸 性 知 , 在 其 中 存在 一 个 支撑 B 的 实 超 平面 , 它 可 
写 为 

Re /(w) = (8) 


其 中 li(w) = Ts 为 复线 性 函数 , 而 6 = Re L(b). 我 们 选取 函数 1 使 得 对 所 有 


人 一 | 


二 84. 全 纯 映 射 "41: 
wEB 有 Rel(w)< Bp. 

现在 考虑 在 D 中 全 纯 的 函数 el*f; 在 D 中 处 处 有 |el*f(*)| = eRe Lof(z) Xe 从 
而 在 上 扣 a 已 的 便于 于 e?. 由 极 大 模 原 理 (第 5 目 和 定理 6), 在 DD 时 Co f(T 
由 此 得 出 的 绪 论 是 映射 x 的 分 量 和 线性 相关 (它们 满足 条 件 加 Oe ) 三 常数 ) 
并 且 对 所 有 > e D, f(z) 属于 文 撑 超 平面 (8) 与 边界 0B 的 交 ， 即 fC) = = | 对 所 
有 zeED 成 立 . 口 


注 . 如 果 在 所 考虑 范 数 下 的 球 B 是 严格 凸 的 集合 , 则 支撑 超 平面 (8) 与 9B 的 
交 只 是 一 个 点 , 于 是 在 定理 的 条 件 下 就 会 有 f(z) = 常数 (例如 , 欧 几 里 得 范 数 下 就 
会 这 样 ). 但 在 C - 齐 性 范 数 的 一 般 情形 下 不 会 发 生 这 种 情况 (例如 对 多 圆 盘 范 数 ). 

由 极 大 值 原 理 可 以 得 出 施 瓦 蒋 (Schwarz) 引 理 的 一 个 可 能 的 推广 : 


定理 6， 设 Bi C C", Bs CCm 分 别 为 在 C -- 齐 性 范 数 |: 和 |: 下 的 单位 
球 , f : B1 一 Bo 为 满足 f(0) = 0 的 全 纯 映 射 . 于 是 对 任意 z e Bl 有 


AGA (9) 

诺 明 我 们 过 训 Oe @” 作 一 在 直线 1% 三 C2 灶 中 2 导 @BBi (B22 二) 

而 《ecCi; 它 与 Bi 的 交 在 平面 《 中 显然 对 应 于 圆 盘 7 = {lc| < 1}. 考虑 全 纯 曲 线 
机 A (6z_) ,1 _, Cm 并 固定 任意 一 个 1,0 <r <1 在 圆 盘 {jC| < 7} 中 , 由 定理 


2 得 到 ee < -， 并 在 7 一 工时 取 极 限 得 到 了 llg(QO)ll2 < 1, 即 7) < Il, 其 


中 CE 为 任意 所. 
现在 设 z 关 0 为 Bi 中 任意 点 , 于 是 20 = z/zl es 8B1, 并 且 在 上 面 最 后 面 的 那 
个 不 等 式 中 令 ¢ = jlzh, 便 得 到 了 (9). 口 


我 们 将 在 第 V 章 考 虑 施 瓦 次 引 理 的 其 他 推广 . 


洲 证 明 , 如 果 对 某 个 点 ze Bi1\{0} (9) 中 等 式 成 立 , 则 | F(z)ll> = zl 对 通过 0 和 z? 的 
复 直 线 ! 上 所 有 所 都 成 并 . 米 


10. 双全 纯 上 映射 


定义 ， 称 区 域 D c Cn 的 映射 为 双全 纯 是 说 , 如 果 它 在 D 中 全 纯 并 且 有 道 映 
对 5 = f-1, 它 在 G = f(D) 中 全 纯 (由 拓扑 的 推 炳 知道 了 保持 了 维 数 不 变 ). 
在 前 面 一 目 中 我 们 已 经 知道 , 雅 可 比 Jy(z) 关 0 当 且 仅 当 了 在 点 z 为 局 部 双全 
纯 . 特别 , 由 此 得 到 , 任意 全 纯 的 相互 一 一 映射 f: D 一 f(D) 为 双全 纯 .在 n>1 
时 双全 纯 性 质 与 共 形 性 质 并 不 相同 . 例如 , 在 C? 中 映射 (2 zz) 一 (2 2z2) 为 双全 
纯 , 然而 并 不 是 共 形 的 , 而 共 形 映射 > 一 z/|z|” 既 不 是 全 纯 的 也 不 是 反 全 纯 的 . 
D 当 Jf(z) 关 0 时, f-! 在 点 w= f(z) 的 全 纯 性 由 反 函 数 定理 得 到 . 
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例题 。 空间 C” 中 某 些 映射 以 nx n 矩阵 方便 地 给 出 . 例如 , 考虑 所 谓 的 凯 菜 
(Cayley) 变换 : 
Wl(Z (1) 


其 中 2 为 任意 的 nxn 和 矩阵, 而 瑟 为 n 阶 单位 矩阵 . 我 们 将 证 明 它 双全 纯 地 把 广义 
上 半 平 面 五 = {Z e C™ ;Im 2 > 0} ( 见 第 2 目 例 8) 映 到 区 域 


De mT (2) 


这 个 区 域 被 称 做 广义 单位 圆 盘 ”. 

首先 我 们 注意 到 , 对 于 2Z e HH, 矩阵 2 + 证 非 退 化 ， 事实 上 , 如 果 ww 为 列 
向量 , 长 为 n, 并 且 (2Z 二 iB)w = 0, 则 Zw = -iu 由 此 有 w*2* = iw*; 因此 ， 
Wy 二 一 MUxt UZ 二 iw 和 ww*Jm Zw 二 一 w*w. 因为 Im 2 > 0, 故 这 里 的 左 
端 在 w 关 0 时 正定 2, 而 右 端 等 于 一 |wj?, 为 负 , 从 而 w = 0. 这 便 证 明了 和 矩阵 Z 十 iB 
非 退 化 , 即 存在 (2 + 证) 并 且 在 区 域 互 中 (1) 为 全 纯 映 射 . 

另外 , 由 (1) 得 到 关系 式 


I 
二 
人 (3) 


由 此 看 出 , 在 Z 十 iB 非 退化 时 , 埃 尔 米 特 和 矩阵 一 WW* 和 Im 2 同时 都 是 正定 的 . 
我 们 证 明了 (1) 将 五 映 到 DD 中. 
由 (1) 径直 地 得 到 逆 隐 射 


ZN WE 三重 ) =， (4) 


它 在 D 中 全 纯 , 因为 当 W e D 时 矩阵 互 ~ W 非 退 化 ( 像 上 面 那样 地 证 明 ). 但 是 由 
(3) 可 看 出 , 当 W e D 时 和 矩阵 (2 + 证)-1 非 退化 , 从 而 表明 Im 2 > 0, 妈 (4) 把 D 
映 到 互 中 . 断言 得 证 . 

读者 无 疑 已 注意 到 在 (1) 一 (4) 和 第 工 卷 中 把 上 半 平 面 映 到 圆 盘 的 分 式 线性 映射 
公式 之 间 的 类 比 性 . 我 们 还 注意 到 , 映射 (1) 将 广义 上 半 和 平面 的 骨架 下 = {Im 2 = 0} 
映 到 集合 {WW = EE}, 它 由 本 矩阵 构成 . 它 也 被 称 做 广义 单位 圆 盘 的 骨架 , 是 它 的 
希 洛 夫 边 界 . 

最 后 , 我 们 发 现 广 义 单位 圆 盘 是 个 有 界 区 域 . 事实 上 , 如 果 记 w= (wi,:… ,1w3) 
为 矩阵 W 的 列 , 则 -WW* 中 主 对 角 线 上 的 元 率 为 1 一 |wi|2， 而 由 于 这 个 矩阵 为 
正定 , 故 它 们 全 都 为 正 数 . 因此 |1Wj? = 二 lwi|? <n, 并 且 万 位 于 球 {TTW| < vn} 中. 

1 在 这 里 ， 以 W* 表示 由 W 经 共生 和 转 置 得 到 的 和 矩阵; 条件 WW* < E 表明 埃 尔 米 特 矩阵 

EE 一 WW* 为 正定 . 另外 , 再 利用 熟知 的 乱 阵 间 关 系 (4B)* = B*A* 及 (4AB)-!1= B-1A-1. 


2 在 这 里 利用 了 众所周知 的 事实 : 埃 尔 米 特 窍 阵 4 和 BAB* 当 B 非 退 化 时 ， 它们 同时 都 是 正 
定 的 . 


84. 全 纯 上 映射 . 33 


双全 纯 上 映射 f: D 一 G = f(D) 也 称 为 (全 纯 ) 同 构 , 而 存在 这 种 映射 的 区 域 D 
和 G 被 称 为 双全 纯 等 价 . 区 域 D 到 自身 的 全 纯 同 构 被 称 做 (全 纯 ) 自 同 构 . 

区 域 D 的 所 有 全 纯 目 同 构 构成 一 个 群 , 其 运算 为 复合 , 以 记号 Aut D 表示 . 与 
在 卷 I 第 38 目 一 样 , 可 以 证 明 任 意 一 个 双全 纯 映 射 f: D -;，G = f(D) 建立 了 和 群 的 
同类 人 A000D-SAUtG 定义 为 


fr:pmfopof , veAutD. (5) 


因此 , 群 Aut D 和 Aut G 之 间 的 同 构 是 区 域 D 和 G 之 间 双 全 纯 等 价 的 必要 条 件 . 
但 是 这 个 条 件 不 是 充分 的 , 就 像 由 下 面 例题 所 表明 : 不 同 的 平面 圆 环 D = {1 < |z| < 
ni},G 二 {1 <|z|<7r2z},ri 关 72, 它们 不 是 共 形 等 价 的 , 但 它们 的 自 同 构 群 却 同 构 ( 参 
看 卷 1 第 IV 章 , 习题 15). 

我 们 来 计算 几 个 区 域 的 自 同 构 群 . 

a) 球 Br?={zEC":|z|<1} 的 自 同 构 . 首先 构造 一 个 把 固定 点 ae B"\{0} 映 


到 其 中 心 = = 0 的 自 同 构 - 为 此 我 们 以 pz) = "9 0 表示 任意 点 = e B" 在 通过 


向 复 但 条 鸭 投 影 有 放 队 辣 (用 与 克 的 这 不 区 个 导入 风 的 正 父 补 上 上 的 
投影 (参看 图 11 的 图 解 ). 我 们 将 证 所 要 求 的 目 同 构 为 


| Mrs gal(2) Goi() 
Yo 人 1 Lap (0) 


其 中 a = V1 lak. 


图 11 


首先 ， 显 见 这 个 公式 的 分 母 不 会 在 B” 中 化 为 零 ， 这 是 因为 由 施 瓦 获 不 等 式 
0 
为 了 进一步 简化 , 不 失 一 般 性 地 可 假定 , 轴 z 沿 问 量 a 定 问 , 即 a = ('0,@n). 于 是 
pa(z) = (‘0, zn), ga(z) = ('z, 0), 而 (6) 则 取 形 式 


/ 
WwW 二 


(7) 


1 a 
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简单 的 计算 给 出 
2 癌 让- [a (1 第 [4 = 2Re(m 

a 
由 此 清楚 看 到 , 当 |z| < 1 时 我 们 则 有 |w| < 1, 而 当 |z|=1, 则 |w|=1. 于 是 , Lo 把 
B" 上 映 到 了 B". 利用 公式 (7) 做 同样 简单 的 计算 表明 , 两 个 映射 L。 的 复合 是 恒 同 映 
BI Leo L(G) 2 EIEN 二 入) 提出 有 三 过 人 双全 
纯 ; 由 上 面 所 证 , 它 是 B” 的 目 同 构 . 

可 清楚 看 出 , B" 的 把 点 a 变 到 0 的 自 同 构 是 复合 映射 


0 (8) 
其 中 UU 为 C" 的 任意 一 个 西 变 换 . 我 们 将 证 明 , 这 些 就 是 全 部 的 球 的 自 同 构 . 


定理 1. 任意 一 个 球 B" 的 双全 纯 自 同 构 都 具有 (8) 的 形式 , 其 中 选取 了 适当 
的 点 ae B" 及 西 变换 U. 


证 明 . 设 f : 5" 一 Bn 为 任意 一 个 自 同 构 , a 为 (唯一 的 ) 被 变 到 了 0 的 那个 
点 . 于 是 复合 映射 g = foLz! 及 其 逆 g-! 为 B" 到 B" 的 全 纯 映 射 , 它 保持 球 的 中 
心 不 变 . 对 它们 中 每 个 映射 应 用 上 一 目的 在 欧 几 里 得 度量 下 的 施 瓦 效 引 理 , 我 们 得 
到 在 B” 中 处 处 成 立 |g(z)| < |z| 和 |g 1(w)| < lwl. 在 第 二 个 不 等 式 中 令 w = g(z)， 
我 们 得 到 了 |z| < 1g(z)|, 与 第 一 个 不 等 式 一 起 得 出 , 在 B” 中 处 处 有 


lg(z)| 三 zl. (9) 


现在 固定 一 点 20 e 6B", 并 在 圆 盘 {|¢| < 1} Cc C 中 考虑 向 量 函 数 G(C) = 
g(Cz9)/C. 因为 当 上 | <1 时 Cz? eB", 生 g(0) 二 0, 故 G 在 圆 航 {| 之 1} 中 全 统 . 
但 是 由 (9), 对 所 有 ¢,0 < [| < 1, 我 们 有 1G(0O)| = lg(6z")|IK| = 1, 于 是 按 前 面 一 日 
中 的 极 大 值 原理 并 考虑 到 C" 中 球 的 严格 凸 性 , 我 们 的 结论 便 是 G(C) = c(z9), 一 个 
仅仅 与 z?” 相关 的 常数 (参看 第 9 目 定理 5 后面 的 注 ). 

因此 , g(Cz°) = c(z0)6, 而 由 此 得 到 的 断言 是 , 函数 g 在 B" 与 每 条 通过 0 的 复 
直线 z = zoC 的 交 上 为 线性 : 


eC Wx, (10) 
另 一 方面 , 在 把 g 的 坐标 展开 为 齐 次 多 项 式 的 级 数 时 , 我 们 得 到 了 g 按 齐 次 多 项 式 
问 量 的 展开 式 
= DY J (3) 


v=0 


5 事实 上 , 9(Xzc6) = c(z0)X = Ag(Cz°). 
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由 此 并 考虑 到 (10), 对 于 任意 入 e C,| 和 | < 1 我 们 得 到 了 
g(Az) = NP,(z) 一 入 2 P(z). 
2 一 0 2 一 0 


由 按 入 展 成 暴 级 数 的 唯一 性 , 我 们 的 结论 是 : 除去 妃 , 所 有 其 他 的 PP, 全 都 恒 等 于 
零 . 因此 , g 为 线性 的 , 从 而 根据 (9) 为 酉 变换 :g = foLi1!==U. 故 f=UVUoLa, 即 
具有 形式 (8) 问 


现在 容易 算出 群 Aut B" 所 依赖 的 那些 参数 的 个 数 . 映射 L。 由 点 a 确定 , 即 依 
赖 于 2n 个 实 参 数 . 西 变换 U 具有 形式 w = 4z, 其 中 4 为 西 和 矩阵 , 即 44* = 忆 , 而 
这 个 条 件 给 出 了 ”2 个 实 的 关系 式 . 事实 上 , 如 果 4 = (ao), 则 西 性 质 的 条 件 可 用 等 
式 表达 : > ajyaj = Bow, 其 中 6 为 克 罗 内 克 符 号 ; 这 些 n? 个 等 式 中 , 有 个 是 实 

A 
的 ( 当 =v), 剩 下 的 两 两 相互 复 共 罗 (在 4 与 v 交换 时 ), 于 是 有 (m2 一 n)/2 为 复 
无 关 , 即 n2 一 nn 个 实 无 关 方 程 . 故而 , 群 Aut B" 依赖 于 n? 十 2n 个 实 参 数 . 

我 们 还 发 现 , 群 Aut B" 的 作用 是 可 迁 的 , 即 存 在 一 个 自 同 构 把 球 中 任 一 点 a 换 
成 它 的 任何 一 个 点 b. 例如 这 个 变换 可 以 是 Li"oL, 其 中 的 Ze 和 Ls 由 公式 (6) 定 
义 , 并 由 此 得 到 将 a 变 到 了 b. 

x* 证 明 , C? 中 的 酉 变换 可 以 写 为 形式 

1 
Te 


其 中 和 为 复数 , 而 61 和 0 为 实数 . 水 
b) 多 圆 盘 Um = {zecn :||zll < 1} 的 自 同 构 . 显然 , 有 线性 分 式 自 同 构 群 


人 (e" (za 十 Xza),e" (zl — z2)) ， 


WD 

1 oa, 
作用 在 U" 中 , 它们 依赖 于 3n 个 实 参 数 (9, 为 实 的 第 数 , av 为 复 的 常数 ). 当 n>1 
时 还 可 在 其 中 加 上 置换 变量 的 变换 ww, ,ww, 其 中 o 是 集合 {1,… ,n} 到 自己 的 
一 个 相互 一 一 的 变换 . 因此 我 们 找到 了 一 个 U” 的 自 同 构 群 , 它 被 分 层 为 个 集合 ， 
而 每 个 集合 又 依赖 于 3n 个 实 参 数 0). 原来 这 就 是 整个 Z 的 目 同 构 群 : 


定理 2 和 群 Aut U" 由 形 如 


1 (11) 


Zo(v) 一 Qol(v) 


1 ~ Qo(y)Zo(r) 
的 变换 组 成 , 其 中 o 为 集合 {1,… ,n} 的 任意 一 个 置换 . 
,) 在 群 的 这 些 集合 中 只 有 一 个 包含 了 恒 同 映射 , 这 就 是 变换 (11) 的 集合 . 


0 Da (12) 
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证 明 。 设 了 eAutU0* 人 @ 莹 有 0 取 公 式 (11) 的 同 构 为 0 我 们 有 86/ 为 
U" 到 自己 的 双全 纯 上 映射, 它 满足 F(0) = 0. 对 正和 天 -应 用 在 多 圆 盘 度 量 下 的 施 - 
瓦 深 引 理 , 就 像 在 上 一 个 定理 的 证 明 那 样 , 我 们 得 到 了 


IE = (13) 


对 所 有 z e U" 成 立 . 

考虑 映射 下 的 任意 坐标 已; 因为 | 看 = max| 瓦 | 以 及 F(U") = Un, 于 是 
在 V” 中 存在 一 个 邻 域 使 在 其 中 有 ||F(z)| = | 五,(z)|. 设 在 映射 互 的 原 像 的 对 应 令 
域 中 ||zj| = |z|. 把 包 , 看 作为 z, 的 函数 而 后 对 其 应 用 单 变量 函数 的 施 瓦 次 引 理 ， 
羡 类 人 13 得到 的 等 我 | 也 (2)| 等 晃 寺 可知 也 (2) = B29% 9 这 里 的 鲁 栈 能 依赖 于 
z; (i 关 儿 ), 但 是 因为 ex(?) 为 具 常 数 模 的 全 纯 函 数 , 故 其 为 常数 (参看 前 面 一 目的 定 
理 5 后 的 注 ), 事实 上 0(z) = 0, = 常数 . 因此 , F(z) = et 如 zy 在 某 个 邻 域 中 成 立 , 然 
而 由 唯一 性 定理 , 它 便 在 整个 VU" 中 成 立 . 

最 后 , 由 FF 是 同 胚 得 到 jy = jy(v), 即 指标 (1,… ,n) 的 一 个 置换 . 于 是 我 们 便 证 
明了 f=g-1oF 是 形 如 (12) 的 变换 . 口 


当 nn==1 时 Aut B?7 与 Aut U7 相等 , 而 当 n > 1 时 它们 显然 并 不 同 构 . 由 本 市 
一 开始 所 说 知道 , 当 n > 1 时 球 B"” 和 多 圆 盘 便 不 是 双全 纯 等 价 的 了?). 我 们 现在 直 
接 来 给 出 这 个 命题 的 证 明 . 


定理 3。 当 n > 1 时 不 存在 球 56” 到 多 圆 盘 U" 的 双全 纯 映 射 . 
证 明 . 设 若 相反 , 假定 存在 这 样 的 映射 f: B7? 一 U". 如 有 必要 可 经 过 Aut U” 


中 的 自 同 构 , 使 得 f(0) = 0. 将 第 9 目 施 瓦 欧 引 理 用 于 f 和 f-!, 我们 得 到 对 所 有 
2 € B? 成 立 | F(z)ll 三 |z|. 由 此 可 知 欧 几 里 得 球面 {a 3 在 映射 下 变 到 非 光 


滑 曲 面 {zl = 3 }, 这 是 不 可 能 的 , 因为 /为 微分 同 胚 ， 噩 


我 们 还 将 看 到 关于 平面 单 连通 区 域 的 黎 曼 定 理 不 可 能 推广 到 空间 区 域 . 这 与 在 
n > 1 时 的 超 定 条 件 有 关 : 对 区 域 Cr 的 映射 = (有 1,… ,fn), 柯 西 - 歼 曼 条 件 


0f4 _ 0 由 关于 n 个 未 知 复 函 数 的 n? 个 复 微分 方程 组 成 


Ba 
c) 广义 上 半 平 面 及 = {ZeC" :Im 2 > 0} 的 自 同 构 . 我 们 先 解释 清楚 矩阵 线 


We BMOZ THD) (14) 


”3 这 个 重要 的 事实 由 A. 庞 加 莱 (1854 _ 1912) 在 1907 年 发 现 . 
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保持 Im 2 符号 不 变 的 条 件 是 什么 . 初等 恒等式 
Im W = =[(AZ | 
Se D1(2*0* + D*)(AZ + B)— 
和 
- ee 2 
PC 0 人 5 
表明 , 要 做 到 这 一 点 只 要 满足 条 件 
CA=A*OC, D*B=B*D, D*A—B*C=E (15) 


和 和 矩阵 CZ+D 的 非 退 化 性 就 可 以 了 . 事实 上 , 在 这 些 条 件 下 我 们 还 有 C*B 一 A*D = 
- 忆 , 从 而 前 面 的 恒等式 具有 形式 


I WN DY “TH OR (16) 


由 此 显 见 , 埃 尔 米 特 和 矩阵 Im 2 和 Im W 同时 正定 或 同时 为 零 . 

我 们 以 下 表示 形 如 (14) 而 分 量 满足 (15) 条 件 的 五 的 双全 纯 自 同 构 集合 . 初等 
计算 表明 , 在 工 中 两 个 映射 复合 时 , 满足 (14) 的 矩阵 系数 相 乘 , 而 复合 后 和 矩阵 的 系 
数 仍 然 满足 条 件 (15). 故而 工 在 复合 下 构成 了 群 . 根据 (16) 工 中 的 映射 将 埃 尔 米 特 
矩阵 Z (其 满足 In 2 = 0) 转换 为 埃 尔 米 特 矩阵 , 即 保持 区 域 太 的 骨架 不 变 . 但 是 ， 
我 们 注意 到 该 骨架 不 属于 区 域 H 而 是 属于 它 的 边界 , 因此 工 中 某 些 映射 可 能 在 骨 
染 上 存在 奇 点 . 

我 们 挑 出 一 个 叫 整 映射 组 成 的 子 群 To CT, 它们 是 (14) 中 系数 C = 0 的 变换 . 
从 (15) 中 后 面 的 那个 条 件 可 得 出 , 当 4 和 DD 非 退 化 时 有 D-1 = 4*. 因此 To 中 的 
映射 根据 (14) 具有 形式 


和 (17) 


其 中 的 4 为 任意 的 ( 非 退 化 ) 矩阵 , 而 B4* 为 任意 埃 尔 米 特 矩 阵 0, 因此 群 To 依赖 
om Fn 二 27 个 于 从 和 


米 证 明 
(1) 群 To 可 迁 地 作用 于 已 . 
(2) 区 域 矿 不 包含 退化 矩阵 . (提示 : 如 果 2 退化 , 则 存在 列 向 量 a 关 0 使 得 Za = 0; 从 而 
0“ 2 二 0, 这 表明 a*Im Za = 0.) 
(3) 如 果 对 工 中 的 映射 , 矩阵 C 非 退 化 , 则 CT D 为 埃 尔 米 特 和 矩阵 . (提示 : 由 (15) 知 
CD=D*ACT'D 一 B*D, 而 AC! 和 B*D 为 埃 尔 米 特 和 矩阵 ). 米 
D) 埃 尔 米 特性 质 BA* = BD-1 由 (15) 的 中 间 那 个 条 件 得 到 : BD-!1 = (D-1)*B*. 
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我 们 还 注意 到 另 一 个 由 工 中 映射 构成 的 集合 , 其 中 映射 的 矩阵 C 头 0 并 非 退化 
(这 个 集合 不 形成 群 ) 如 果 在 (14) 中 矩 阵 C 非 退 化 , 则 此 公式 可 改写 为 形式 1 


WW = 
而 由 条 件 (15) 得 到 互 - 4C-LD = -(C-0*. 因此 这 个 集合 中 的 映射 有 形式 
网 大 (18) 


其 中 4C-L 和 C-1D 为 埃 尔 米 特 矩阵 .， 反 过 来 , 任意 这 种 形式 的 和 矩阵 都 是 五 的 
自 同 构 , 即 属于 我 们 的 这 个 集合 . 事实 上 , 因为 C-1D 为 埃 尔 米 特 矩 阵 , 故 Im(2 十 
C-1D) = Im 2, 从 而 对 所 有 2Z e 互 , 矩阵 2Z+C-LDe 互 , 因而 非 退 化 (参看 习题 ). 
于 是 映射 (18) 在 五 中 全 纯 ; 显然 , 它 把 五 映 到 互 , 而 它 的 道具 有 相同 的 形式 , 但 将 
C-1D 换 作 AC-1. 如 此 一 来 , (18) 便 双 全 纯 地 把 五 映 到 自己 2). 

米 1. 验证 : 并 非 下 中 任意 映射 在 其 坐标 表示 中 都 是 线性 分 式 . (提示 : 考虑 逆 形 式 的 例子 : 
W 2 这 是 一 个 形 如 8) 的 觅 出 匠 巾 C6 二 4 二 DD 二 0) 

2. 考虑 映射 (14) 的 例子 , 其 中 矩阵 A= D = ,B= 0,C = | 证 明 它 属于 工 但 不 
属于 To, 也 不 在 形 如 (18) 的 映射 集合 中 . 米 

现在 来 考虑 点 20 = iE 的 迷 向 子 群 , 即 工 中 保持 这 个 点 不 动 的 映射 的 集合 . 根 
据 (17), 如 果 证 =;i44* +TBD-L 则 To 中 的 映射 属于 这 个 子 群 ; 在 这 里 取 埃 尔 米 特 
共 斩 , 我 们 得 到 了 -证 = -i44* + BD-1!, 并 再 将 此 等 式 与 前 面 那个 结合 在 一 起 , 我 
们 便 有 了 BD-! = 0, 44* = 五. 故 To 中 保持 点 iB 不 动 的 映射 具有 形式 


W = 474*， (19) 
其 中 4 为 西 矩阵 . 
在 (18) 的 集合 中 的 映射 为 简便 起 见 可 重 写 为 形式 
W=B-C(2Z2+A4) C0”, (20) 


其 中 4 和 B 为 埃 尔 米 特 矩 阵 , 而 C 为 非 退 化 矩阵 ， 使 点 iE 保持 不 动 的 条 件 为 
iB = 二 BC(A+iE)-10*; 由 此 和 它 的 共 辆 埃 尔 米 特 和 矩阵 得 出 


BO TT A | (21) 
以 X 表示 上 面 方 括号 内 的 表达 式 并 乘 以 (A+iE)(4 一 iE)= (A4-iE)(A+iE) = 
A?2 十 已, 我 们 得 到 X(42 + 万 ) = 24, 于 是 X = 24(42 + 功 -1. 将 其 代入 (21), 我 们 


1 直接 计算 验证 : 在 右 端 右 乘 C2 + DD 等 于 AC-1(CZ 十 万 ) 二 已 -Cr-ID= A2Z+B. 
2) 我 们 注意 到 , 映射 (18) 在 五 的 骨架 中 那些 矩阵 上 退化 , 它们 与 -C-LPD 相差 一 个 退化 的 埃 尔 
米 特 加 项 . 


84. 全 纯 有 映射 gE 


求 出 BCA( 和 十 EE)-10*, 从 而 上 面 所 写 出 的 iB 为 不 动 点 的 条 件 有 形式 
A (A 0 


由 此 得 到 B = CAC-! 和 CC = 42 十 互 ,从 而 (20) 可 以 重 写 为 W = C[A 一 (2Z 十 
4)-1(42 十 巨 )|IC-1, 或 最 后 写 为 


WO (22) 
由 和 矩阵 的 微分 规则 得 到 
W'(iE) = CU4+ 语 )-( 4- 证 )C (23) 


其 中 和 珍 阵 (4 上 + 证 )-14 一 iE) = UV 为 酉 矩阵 , 这 不 难 验证 , 即 有 UU* = EE. 我 们 发 
现 由 此 对 所 给 定 的 矩阵 辟 池 五， 


二 (2 
被 唯一 定义 . 
* 证 明 , 普通 上 半 平 面 {z €E C : Im z > 0} 的 自 同 构 群 中 使 点 i 不 动 的 迷 回 子 群 由 目 同 构 
az—1 5 Q 一 1? 
= m0, (a : 
之 十 Q Q 十 1: 
组 成 (参照 公式 (22) 和 (23)). * 


最 后 我 们 证 明 , 群 工 穷竭 了 五 的 所 有 目 同 构 . 为 此 还 必须 有 男 一 个 结果 , 它 也 
具有 目 身 的 重要 性 . 


定理 4 (H. 嘉 当 (Cartan)). 设  C Cn 为 有 界 区 域 并 包含 了 点 z = 0， 
f : D 一 DD 为 全 纯 映 射 , 满足 f(0) = 0.， 于是, 如果 还 有 了 1(0) = E, 则 了 为 恒 
同 映射 1?. 


证 明 . 设 若 情形 不 成 立 , 并 展开 f 在 点 z = 0 的 泰勒 级 数 , 它 具 有 形式 f(z) = 
:十 P(z) 十 o(|z|*), 其 中 PP 为 不 等 于 零 的 问 量 多 项 式 , 阶 a > 2. 于 是 映射 『 的 迭代 给 
人 
一 般 地 ， 


A) fo 的) 一 2 十 2ZP(z) +o(|z|"). (25) 
ey er A 
3 k! Qzk k! dzk 
因此 它 的 某 个 坐标 cj = 羡 扎 更 (0) #0. 于 是 , 就 像 (25) 中 表明 的 , 对 于 了 的 第 重 
迁 代 的 泰勒 系数 为 本 
= 和 (03 


) 发 表 于 1932 年 . 
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根据 区 域 D 的 假设 条 件 , 它 包含 了 多 圆 盘 U, = 由 zl < 7} 并 包含 在 Uk = 
{lz < R} 中 . 因此 对 所 有 z e U;, 所 有 的 迭代 |f5”(z)| < R, 又 由 柯 西 不 等 式 得 


le = vo < R/r®. 
因为 ej #0, 故 对 于 充分 大 的 我 们 引出 了 矛盾 ， 口 


定理 5。 广义 上 半 和 平面 的 任何 一 个 双全 纯 自 同 构 都 是 一 个 线性 分 式 矩 阵 函 数 ， 
即 Aut 互 =T. 


证 明 . 设 f € Anut 互 ; 根据 在 公式 (17) 后 面 的 习题 知 , 存在 映射 0 e To, 把 
f(iE) 变 成 iE, 于 是 1of = 有 保持 iE 不 变 . 由 非 退 化 矩阵 的 代数 定理 知道 , ff (iE) 
可 以 表示 为 BU 的 形式 , 其 中 B 为 正 的 埃 尔 米 特 矩 阵 , 而 UV 为 酉 矩阵 . 如 条 呆 涵 古 ， 
则 我 们 按 公式 (24) 选取 4, 并 在 公式 (22) 中 令 C = 后 按 此 公式 构造 映射 ls e 工 
根据 公式 (23) 得 到 已 (五 ) = U, 从 而 复合 映射 fp = 万 o1 在 点 唐 的 导数 等 于 B; 
在 U = 互 的 情形 则 取 12(2Z) = 2Z, 从 而 fp(iE) = iE, (iE)= 万 . 


现在 设 K : Z 一 (2Z 十 iP)-!1(2Z 一 证) 为 凯 莱 变换 . 它 把 五 映 到 了 广义 单位 圆 盘 
D ( 见 本 目 开 始 时 的 例子 ). 我 们 有 K(iE) = 0,K'(iE) = E, 从 而 g= Kofook-! 
为 DD 的 自 同 构 满足 g(0) = 0 和 g'(0) = B， 由 于 和 矩阵 B 的 正定 性 , 它 的 所 有 特征 
值 Ai ,Xn 为 正 , 而 对 双重 迭代 gl) = go gt-n, 其 在 点 0 导数 矩阵 的 特征 人 为 
2 

但 是 , 因为 D 为 有 界 区 域 , 故 按 蒙 泰 尔 (Montel) 定理 , 迭 代 族 go) 为 紧 , 并 由 
于 正规 化 g"(0) = 0 知 , 这 种 迭代 的 任 总 子 序列 的 极限 是 个 双全 纯 映射 了?. 因为 当 
A; 夭 1, 里 X 或 者 趋向 于 0、 或 趋向 于 co, 这 与 极限 映射 的 双全 纯 性 相 了 矛盾 , 故而 
所 有 Xi = 1, 这 表明 矩阵 B = g'(0) = E. 由 定理 4 有 g(2Z) = 2, 从 而 fo 为 恒 同 映 
Ne 葬 有 四 


注 . 在 附加 假定 条 件 : 自 同 构 fe Anut H 可 连续 延 拓 到 闭 包 互 下 , 定理 5 还 可 
这 样 来 证 明 : 用 线性 变换 把 矿 变 到 管状 区 域 工 = R"(zx)+iC1+, 其 底 为 锥 C+ C R"(y) 
(参看 第 2 目 ), 这 时 不 失 一 般 性 , 可 假设 C+ 属于 正 象 限 {yi > 0,:… ,yn > 0}. 

设 人 (= 二 
中 C=£+iw eC. 在 任意 n>0 下 ,点 z=z0+y0+iny? eT, 且 Im gr(C) >0, 而 
由 于 f 把 区 域 工 的 骨架 ( 即 R*(7z)) 变 到 自己 , 故 当 ”= 0 时 Im gr(C) = 0. 因此 ,对 
任意 = 1,:… ,n, 函数 gi.(C) 满足 切 博 塔 廖 夫 (Chebotarsv) 引 理 (参看 卷 I 第 
章 习题 12) 的 条 件 , 故 为 线性 . 由 此 得 到 映射 了 的 线性 性 . 


0 这 是 胡 尔 维 蒋 (Hurwitz) 定理 的 高 维 类 比 ( 卷 第 39 目 ); 参看 第 V 章 习 题 3. 


84. 全 纯 上 映射 . 51 . 


11. 法 图 (Fatou) 的 例子 

在 疮 工 中 曾 证 明 复 平面 C 的 任意 全 纯 自 同 构 , 像 对 具 任 意 半 径 的 圆 盘 {|z| < R} 
一 样 , 都 是 线性 分 式 的 (更 准确 地 说 , 甚至 是 线性 的 ). 由 前 面 一 目的 结果 立刻 得 到 ， 
当 n > 1 时 半径 为 任意 R 的 球 {lz| < R} 和 多 圆 盘 人 zj| < R} 的 自 同 构 也 是 线性 分 
mT 

但 是 对 n > 1 则 有 别 于 平面 情形 , 当 R 一 co 时 取 极 限 的 过 程 却 不 可 能 发 生 : 容 
易 看 出 当 n> 1 时 . 在 Cn 中 存在 非 线 性 的 自 同 构 . 例如 , 任意 映射 

fw (so) -ns hp (0) 2 (1) 

其 中 y 为 任意 单 变 量 整 函数 , 是 全 纯 自 同 构 . 事实 上 , 它 全 纯 于 C?, 且 其 逆 (wi ,ws) 
Es = 

我 们 还 注意 , 对 于 紧 化 空间 C 和 p", 全 纯 自 同 构 仍 然 是 线性 分 式 的 . 

另外 , C 到 自身 的 双全 纯 映 射 是 满 的 , 即 是 到 C 上 的 映射 (从 而 是 线性 的 ). 当 
1 > 1 时 这 个 论断 也 不 再 成 立 , 这 可 由 P. 法 图 在 1922 年 构造 的 一 个 例子 看 出 . 我 们 
给 出 这 个 例子 的 一 个 经 简化 版 本 . 

我 们 考虑 C? 的 两 个 自 同 构 , 线性 的 是 


A:(z1,22) (~az1,a22), 0<a<1, (2) 
而 非 线 性 的 是 
0 (3) 


自 同 构 有 两 个 不 动 点 (0,0) 和 (1,1). 在 它们 中 的 第 一 个 ， 


7 (0) = bp LE 


是 具 特 征 值 和 = 二 a 的 矩阵 , 其 模 小 于 1, 因而 这 个 点 是 迭代 族 yy = or1(7L = 
nv 二 2,3,…)? 的 吸收 点 . 
再 考虑 函数 方程 
IToj = 了 oo 4， (4) 


如 果 令 f= (及, 所 ), 它 则 可 重 写 为 形式 
户 (z) = fi1(Az), ofi(z2) + (1 —a’)f2(z) = f(A2), (5) 
从 而 推导 出 关于 函数 fi 的 一 个 方程 : 


a f(z2) + (la)fi(A2) = f(As) (6) 
0 在 第 二 个 不 动 点 (1,1), 特征 值 中 的 一 个 其 模 小 于 1, 而 另 一 个 大 于 1. 
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(在 (5) 的 第 二 个 方程 中 代入 第 一 个 方程 中 的 fo 的 表达 式 ). 
我 们 将 证 明 , 方程 (6) 具有 在 原点 的 一 个 解 , 其 形式 为 


fi(2)=a+z2+ 》 br =z1+z2+ 9(2), k= (ki,k2). (7) 
|k| 之 2 


为 此 我 们 注意 到 , 函数 vo 方程 
a2p(z) — Pp(Az) = (a — 1)(a(z2 — 2z1) + (Az)), (8) 
而 在 研究 这 后 面 一 个 方程 时 我 们 将 利用 下 面 的 方法 . 如 果 对 所 有 及 |ak| < | 四 | 我 们 
将 其 记 区 ec 和 着 记 | = Bl (0 
Wa) (MR > bro = Mae 
Ikl>2 
le?p(z) — op(A°z) SS (1 -op(z). 
光一 为 全 | 
|(a(z2 —z1) + p(Az) | < a (zi1 + z2 + alle(z)))’, 
故 由 (8) 我 们 得 到 
le(z < (21 + 22 + allp(2))D)’. (9) 
现在 代替 (9) 而 去 考虑 方程 


B(t) = (t+ aB(t))’; 
此 方程 有 解 8(t) = >a(1 2at ~ VI 一 4at) = 》 cutr, 其 中 cv > 0, 并 且 此 级 数 在 


HL 之 2 
t = 0 的 邻 域 中 收敛 . 不 难看 出 , po(z) 入 B(zi 十 z2) 2, 故 vw 的 级 数 从 而 了 的 级 数 在 
点 z 二 0 的 邻 域 中 收敛 . 如 此 一 来 , 方程 (4) 便 在 原点 有 全 纯 解 f. 
我 们 回 到 对 这 个 例子 的 描述 . 由 方程 (4) 得 到 上 = w-!o fo 有 A, 由 此 经 迭代 我 们 
得 到 /=9r1io(riofo4)o4=9?ofo42 一 般 地 ,有 


OOS 7 ou (10) 


由 于 4 的 可 收缩 性 , 从 此 关系 式 知 道 f 被 延 拓 为 全 纯 上 映射 C? -、C? (事实 上 , 对 任 
意 z € C2, 在 v 充分 大 时 点 A”(z) 落 在 了 f 有 定义 并 全 纯 的 0 的 邻 域 中 , 从 而 使 
(10) 的 右 端 因而 左 端 在 整个 C? 上 有 定义 并 全 纯 ). 我 们 把 如 此 延 拓 得 到 的 映射 仍旧 
1 

”» 要 证 明 此 论断 可 以 利用 对 |k| = w 的 归纳 法 ; 我 们 应 注意 , (9) 通过 小 于 |k| 的 系数 对 展 式 
hv(91 = ,lexls* 的 系数 作出 了 估 值 
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进而 , 因为 我 们 有 雅 可 比 J (z) = J4(z) = 一 a2, 并 对 (4) 中 的 复合 函数 进行 微分 ， 
得 到 了 万 (及 :Jr(z) = Jy(Az):.Ja(z), 于 是 对 所 有 ze C? 我们 有 .Jr(z) = Jy(Az). 由 
和 迭代 得 到 了 .Jr(z) = Ji(A?z),v = 1,2,… ,又 因为 4"z 0, 那么 从 J 的 连续 性 有 络 
论 Jy(z) = Jy(0) 对 所 有 ze C? 成 立 . 因为 在 原点 的 邻 域 f(z) = z1+z2+:… ,f2(2) = 
万 (4z) = -azl + azz 十 … ， 故 Jr(0) = 2a #0, 从 而 映射 太 局 部 双全 纯 . 从 关系 式 
(10) 得 出 结论 : 它 是 整体 双全 纯 的 . 
我 们 要 证 明 , 在 所 构造 的 这 个 映射 下 C? 的 像 等 于 自 同 构 w 的 不 动 反 的 收缩 区 
域 
= {2 ER 0} (11) 


事实 此 吉 果 26G3 则 和 在 虞 BI? 梗 得 % 二 J@ 人 于 是 由 包 0) 我 们 和 有 | 祝 国 于 
mo f(z') = f(A7z') 一 f(0) = 0, 其 中 一 co. 反之 , 如果 12(z) 一 0, 则 由 于 的 值 
覆盖 了 原点 的 某 个 邻 域 , 故 对 充分 大 的 v 存在 点 ze C? 使 得 my*(z) = f(z'), 从 而 由 
Or of (0 ee. 

为 了 更 加 详细 地 描述 了 区域 G, 记 wo(z) = z1, wp1(z) = z2 较为 方便 , 而 后 则 按 
顺序 地 令 


pu+1(2) 二 Q2p 1(2) (1 A ez( 动 ， v=1, 2 ( 志 ) 
于 是 根据 (3) 我 们 得 到 了 字 (z) = (wp,(z), wv41(2)), 从 而 像 f(C?) 可 写 为 集合 
CS {2 Se lim ww(2) 0} (13) 


我 们 发 现 , 如 果 对 ze C2, 两 个 相 邻 的 指标 |wpy_1(z)| < 7,|pv(z)| 7,7 <1, 则 由 (12) 
知 , 在 此 点 有 lovti( zl 和 a27 十 (1 一 a2)r = 7. 于 是 对 所 有 后 续 的 指标 几 在 此 点 有 
py (2)| 关 从 而 lim lp, (2)| = 1 < 7. 选取 指标 的 子 序列 使 |y, 41(2)| 一 4, 我 们 从 
(12) 得 到 1 < We 十 (1 一 2)1). 如 果 1 关 0, 则 由 后 面 的 这 个 不 等 式 知 a? 十 (1 一 a*)l 之 1， 
从 而 Lz 1, 这 与 ! <r 相 巴 盾 , 因此 1 = 0, 这 表明 lim wv(z) = 0, 即 所 考虑 的 这 个 
ce. "od 

由 这 个 所 发 现 的 事实 知 , 集合 Di = {lH| < lz < 1} C G, 这 是 因为 对 任 
| 1 元 全 放 
同 地 , Ds = {02|zj| 十 (一起)|zzl? < 1,|zz| < 1} CG, 这 是 因为 这 个 集合 中 的 点 有 


它 不 属于 G; 由 前 面 所 述 知 是 G 的 边界 点 2. 
这 个 所 构造 的 例子 的 最 令 人 感 兴趣 的 特别 之 处 是 区 域 G 远 没有 填 满 整个 空间 
1 该 描述 属于 E. Udovitic. 


2) 可 以 证 明 在 环 面 了 = {lz| = 1,|zz| = 1} 上 还 有 G 的 另外 两 个 边界 点 (e2"i/3,e-27i/3) 和 
(e-2rz/3,e2rz/3), 它们 在 自 同 构 7 下 互 换 ; 了 的 其 他 的 点 则 属于 G. 
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C2. 为 了 确信 这 点 , 记忆 = | 并 对 0 <t < 1 考虑 集合 


BE {zec?: 二 Sl (14) 
1 


不 难看 出 , 如 果 z e Ei, 则 nm(z) e Es (事实 上 , 根据 (3) 点 wm(z) 的 坐标 等 于 m1(z) = 


nm2(z) 1 


22;,72(2) = a2zZ1 十 (1 一 2) 台 , 于 是 由 (14), 我 们 得 到 1 人 | 有 > 
Se 二 = 1 之 +, 进而 有 |m2(z)| > |m1(z)| = |z2| > bk). 由 此 得 到 对 于 上 扣 z € EB， 


数量 m*(z) 不 可 能 在 v 一 co 时 趋向 于 0, 这 意味 着 Et CC2\G, 其 中 te (0,1] 为 任 
意 . 但 是 这 样 一 来 , C2 \ G 属于 集合 已 = | EE, 而 它 在 赖 因 哈 特 图 上 的 像 被 线段 


tE€(0,1] 


{0 < |al < b,1z2| = 上 人 及 ee iy 
定 , 其 中 b=01 = 


i 


我 们 所 研究 的 结果 已 展示 在 图 12 上 , 其 中 的 斜 阴影 线段 部 分 确实 是 属于 G 的 ， 
而 垂直 的 阴影 部 分 是 真正 不 属于 G 的 部 分 . 我 们 还 注意 到 , 参数 值 a 越 小 则 我 们 的 
估 值 越 精确 ( 当 a 一 0, 区域 Di U Ds 趋向 于 半 带 状 {|zi| > 0,|zz| < 1 而 五 趋同 
它 的 补 集 ). 


| | 


一 


2 Iz] 


图 12 


因此 , 已 构 造 出 了 一 个 非 退 化 的 、 全 纯 的 (甚至 是 双全 纯 的 ) 映射 f: C? 一 C”， 
使 得 C2 \ f(C?) 这 个 没有 取 到 值 的 集合 包含 了 一 个 非 空 开 集 . 

这 个 例子 表明 不 管 是 皮卡 (Picard) 定理 还 是 索 霍 英 基 (Sokhotskii) 定理 都 不 能 
以 直接 的 方式 推广 到 n > 1 时 的 Cn 的 全 纯 映 射 上 . 至 于 这 些 定理 推广 到 高 维 的 形 
式 我 们 将 在 下 一 章 加 以 阐述 . 


问 题 0 


问题 


1. (a) 设 1 和 1 为 C2? 中 的 两 条 复 直 线 , 它们 互 不 正 交 . 证 明 圆 YcC4 在 4 的 
正 交 投影 是 /> 中 的 一 个 圆 ; 

(b) 设 0 是 C2 中 一 个 实 2 维 平面 而 ls 为 复 直 线 . 证 明 , 如 果 把 任意 圆 y Ca 
仍然 投射 为 !。 上 的 圆 , 则 4 或 者 是 复 的 或 者 是 反复 结构 的 直线 . 

2. 证 明 C? 中 两 条 不 同 的 复 直 线 不 可 能 有 多 于 一 个 的 公共 点 . 

3. 证 明 在 P" 中 两 个 任意 的 ( 复 ) 超 平面 必 相 交 . 

4. 证 明 赖 因 哈 特 变换 a(z) = (|z1|,… ,|zn|) 将 与 集合 {z1,-… ,zn = 0} 不 相交 
的 任意 区 域 Dc C" 上 映 成 空间 R” 中 的 区 域 . 

5 证 朋 , 完全 哈 扩 析 斯 区 域 为 是 当 且 仅 当 其 在 灾 据 PG) 二 (人 2 |2r|) 下 是 R25 1 
中 的 凸 域 . 

6. (L. A. Aizenberg) 设 对 区 域 D 有 极 小 闭 集 B c 6D 使 得 对 所 有 DD 中 全 纯 函 数 

入 i |f(z)| = > f(z);, 则 称 B 为 区 域 D 的 伯 格 曼 (Bergman) 边界 . 显然 B 包含 在 
区 域 D 的 希 洛 夫 边界 S 中 . 证 明 对 区 域 D= {0<|z| <1,|zo| < |al- 2 cc C2， 
这 两 个 边界 不 相同 : S = {lzi| <1.|z2|=|z|- "2, 而 B= {zi|=1,|z2| = 1}. 

7. 称 集合 M 为 类 .多 中 函数 的 唯一 性 集合 是 说 , 如 果 对 任意 函数 fe 多 , 它 在 
MM 上 为 零 时 必 便 等于零 证 明 , 下 面 的 集合 是 对 C(C2) 中 函数 的 唯一 性 集合 : 

(a) C? 中 的 实 超 平 面 : 

(中) 实 守 (2 半 有 

(0 OE We 

8. 给 出 一 个 扣 序 列 的 例子 , 它 收敛 于 多 圆 盘 V” 的 中 心 并 且 是 G6(U") 中 函数 的 
唯一 性 集合 . 

9. 证 明 , 多 圆 盘 U" 的 骨架 的 任意 非 空 开 子 集 为 类 C(U") 人 C(CZ ) 中 函数 的 唯 

10. 证 明 如 果 在 每 个 国定 的 所 全 本 人 生动 二 时 本 玖 0 时 函数 
F(a 二 击 

(a) 是 关于 z 的 多 项 式 , 则 和 它 是 个 多 项 式 ; 

(b) 是 思 的 有 理 函 数 , 则 它 是 有 理 函 数 . 

上 举 出 函数 A 的 例子 ， 它 对 Zl1 在 | < 1} 中 全 纯 ， 其 中 2 || < 
为 任意 , 另外 它 对 zo 在 {|z2z| < 1} 中 连续 , 其 中 z,|zi| < 1 为 任意 , 而 它 不 是 对 
z = (2 22) 在 双 圆 盘 {|z| < 1,1z2| < 1} 中 的 连续 函数 . 

12. 设 Un 为 多 圆 盘 , T 为 其 骨架 ; 证 明 , 如 果 对 函数 fe CO(U") 巾 C(0"), 在 TT 
上 |f|= 和 常数 , 则 f 是 有 理 函 数 . 

13. 构造 窜 级 数 , 使 它 的 收敛 区 域 是 : 

(a) 球 {z EEC? :zl + |22) < 1}; 
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(b) 区 域 {z EC2 :|al +|z2| < 1}. 

14. 证 明 , 任何 是 的 赖 因 哈 特区 域 是 对 数 凸 的 . 

15. 证 明 , 在 施 瓦 茨 引 理 条 件 (第 9 目 定理 6) 中 不 等 式 (9) 可 以 用 下 述 方式 更 
加 精细 化 : | F(zl 科 1zl 袜 , 其 中 m > 1 是 将 fi 展 成 齐 次 多 项 式 的 级 数 时 那些 最 低 
非 零 多 项 式 的 最 小 次 数 . 

16. 设 f 为 单位 球 B Cc C" 到 C" 内 的 全 纯 映 射 , 满足 f(0) = 0. 证 明 , 这 时 对 
任意 数 p > 1 成 立 下 面 对 施 瓦 菊 不 等 式 的 推广 : 


Dla) < lalPsup 5 lf?, zeB. 


17. 给 出 出 现在 本 书 前 一 版 中 一 个 命题 的 反例 , 这 个 命题 是 : 如 果 在 施 扎 次 引 理 
中 -| 和 :| 为 具 严格 凸 球 的 范 数 , 则 等 式 f(z)||2 = jlzlli 在 复 子 空间 L < Bi 

18 量 cD7 [EGP | 让 妆 让 } 双全 生生 让 于 区 域 DD 二 人 6 久 友 | ( 术 
示 : 考虑 映射 全 电 和 z/(1 十 纹 )) zn 中 il 一 )/(1 十 zn).) 我 们 发 现 庞 加 莱 首 先 考虑 了 
He st 0 

19. (V. V. Rabotin) 我 们 以 G6(C",C™) 表示 所 有 全 纯 映 射 / : Cn" 一 Cm 的 集合 ， 
其 拓扑 为 使 它 在 紧 集 上 具 一 致 收敛 性 (如 果 在 任意 K€ C* 上 f+ 一 了 是 一 致 的 , 则 
称 点 序列 f+ es C(C",Cm) 收敛 于 用. 设 Q 为 拟 满 映射 fe CO(C",C") 的 集合 , 即 
那样 的 映射 使 {(C") 稠 于 C", 而 为 其 补 集 (特别 , 法 图 型 的 映射 , 即 一 个 同 胚 使 
得 f(C") 不 笛 于 C", 属于 F). 证 明 : 

(a) 集合 下船 于 GC(C".C"), 特别 点 fe OC(C",C") 的 任意 邻 域 中 存在 法 图 型 的 
映射 ; 

(b) FF 和 @ 为 道路 连通 . 

20. 举 出 全 纯 曲 线 f : C 一 Cm 的 例子 , 使 得 它 对 所 有 可 能 的 趋向 无 穷 的 序列 
Cr ec 的 极限 值 集合 等 于 C". (提示 : 利用 卷 I 第 V 章 的 问题 9.) 

21. 证 明 具 有 上 面 问题 20 性 质 的 全 纯 上 映射 f:C 一 C" 的 集合 在 空间 6(C,C") 
中 处 处 稠密 . 


第 五 章 
基本 的 几何 概念 


本 草 将 介绍 高 维 复 分 析 的 一 些 基 本 几何 对 象 . 其 部 分 内 容 (87, 特别 是 89) 包含 
了 从 其 他 数学 领域 中 引述 的 辅助 素材 , 它们 对 进 一 进 构建 理论 是 不 可 或 缺 的 . 这 种 
素材 可 以 略 去 , 因为 在 以 后 的 阅读 中 如 果 发 现 有 必要 则 可 重新 回来 . 


85. 流 形 和 斯 托 克 斯 公式 


12. 流 形 的 概念 

我 们 假定 读者 已 熟悉 这 些 概 念 0) 并 且 我 们 只 局 限于 复习 以 及 做 一 些 复 结构 特 
征 的 描述 . 

设 给 出 了 连通 的 聚 斯 多 夫 空 间 MT, 其 具有 可 数 的 开 集 基 . 假定 M 具有 禾 盖 允 = 
{Ua}aea (4 为 任意 的 指标 集 ), 其 中 区 域 Uc M 同 胚 于 空间 R*” 的 欧 几 里 得 球 B。. 
A (Ua, Va), 其 中 oa : Ua。 一 Bo 为 同 胚 , 被 称 做 一 个 分 图 表 , 而 称 分 图 表 的 一 个 

= {(Ua, wpa)}aea 为 覆盖 多 的 总 图 表 . 称 邻 域 U。 为 坐标 领域 , 而 称 朵 量变 量 
= 有 ,TX 二 pa(p),p € Uo 为 使 用 在 Qu。 于 的 局 部 坐标 . 
如 果 UVae=UVaemve 坟 纪 则 有 同 胚 


bs 0 (1) 


例如, 参看 M. Spivak, Calculus on manifolds A modern approach to classical theorems of 
advanced calculus, Benjamin, New York and Amsterdam, 1965. 有 中 译本 . 
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( 见 图 13); 称 这 样 的 同 胚 为 总 图 表 .x 的 毗连 关系 . 因为 相 容 关系 是 R" 中 开 集 间 的 
同 胚 , 故而 可 谈 及 其 光滑 性 . 如 果 总 图 表 oz 的 所 有 毗连 关系 都 是 C* 类 的 映射 , 则 
称 zt 是 个 上 - 光滑 总 图 表 . 当 大 > 1 所 有 wap 为 微分 同 胚 , 故而 det yap 关 01. 


图 13 


为 了 到 达 流 形 的 概念 , 还 需要 走出 最 后 一 步 : 摆脱 具体 总 图 表 的 选取 . 对 于 这 个 
条 件 , 假设 给 出 两 个 总 图 表 .x = {(Ua,pa)jasa 和 oY' = {(U06,p4)}ees, 其 为 k 一 光 
请 , 且 它 们 相应 的 空间 MY 的 履 冀 为 {Ua}aea 和 {U4}seB; 我 们 称 这 两 个 总 图 表 是 等 
价 的 是 说 , 如 有 果 它 们 的 并 gf UY' = {(UVa, ya), (ppp)}aeapeB 也 是 一 光滑 总 图 
表 . 最 后 这 个 条 件 的 意思 表示 在 从 一 个 总 图 表 的 分 图 表 到 男 一 个 总 图 表 的 分 图 表 之 
间 的 毗连 关系 具有 与 在 每 个 分 别 总 图 表 中 的 毗连 关系 具有 相同 的 光滑 性 . 称 空间 M 
连同 在 其 上 定义 的 上 - 光滑 总 图 表 的 等 价 类 为 天- 光滑 流 形 . 当 大 = 0 称 该 流 形 为 
拓扑 流 形 . 覆盖 &l 中 区 域 所 同 胚 的 球 的 维 数 被 称 为 流 形 的 ( 实 ) 维 数 (n = dimRA). 

在 上 一 光滑 流 形 M 上 可 以 论 及 C: 类 函数 , ! 和 上, 这 是 这 样 的 函数 f : M 一 R， 
它 在 任意 的 局 部 坐标 z2 = pa(p) 下 , 复合 fo wi! 是 在 开 集 (DJ ee 本 上 的 C 
类 函数 . 显然 , 这 个 定义 是 合理 的 , 既 不 依赖 于 所 考虑 的 等 价 类 中 总 图 表 的 选取 , 也 
不 依赖 总 图 表 中 分 图 表 的 选取 . 

复 流 形 的 概念 以 同样 的 架构 来 定义 . 设 空间 M ( 具 相 同 的 假定 ) 被 开 集 UVa 所 

盖 . 它们 同 胚 于 2n 维 球 , 而 po : Uo 一 Cn 为 这 些 同 胚 (zc = wa(D) 被 称 为 局 
部 坐标 ). 称 总 图 表 嫌 相 UR 为 复 的 是 说 ， 如 果 所 有 的 毗连 关系 Wap = 
paopz1 (a, Be 为 Cn 中 对 应 开 集 间 的 双全 纯 映 出 . 称 两 个 这 样 的 总 图 表 为 等 价 
是 说 它们 的 并 也 是 个 复 的 总 图 表 . 称 空间 M 连同 在 这 种 关系 下 的 等 价 类 为 复 流 形 . 
数 n = dimcM 为 流 形 的 ( 复 ) 维 数 . 我 们 给 出 一 些 复 流 形 的 例子 . 

(1) 空间 C* 和 它 中 间 的 区 域 是 ” 维 复 流 形 的 平凡 例子 . 对 Cn” 可 取 由 一 个 分 图 
表 组 成 的 总 图 表 : Cn 本 身 及 恒 同 映射 p. 区 域 DC C" 可 以 用 球 族 Ba = {lz 一 al < 
5(a,8D)},a e 覆盖 (这 里 的 5(a,6D) 为 点 a 到 8D 的 欧 几 里 得 距离 ); 所 有 映 内 
注意 (pap)-1 = ppes 故 对 C* 类 总 图 表 , 与 wap 一 起 (pap)-: 也 属于 这 个 类 . 
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Za 和 上 毗连 关系 都 是 恒 同 映射 . 

(2) 复 射影 空间 B 可 以 有 一 个 有 限 的 开 覆 兰 U; = {lwo,:… ,wn] € P” : w; # 
0},j 二 0,… ,n (显然 , 条 件 w; 夭 0 不 依赖 于 类 [四 ] 的 代表 元 的 选取 ). 作为 0; 中 的 
局 部 坐标 , 我 们 选取 


rl 
显然 , pj;(V;) = C". 不 难 相 信 , 总 图 表 {(U;, yp;)}?_o 是 复 的 , 即 它 的 所 有 毗连 关系 是 
双全 纯 的 卫 . 等 价 于 此 的 总 图 表 将 到 定义 为 一 个 n 维 复 流 形 . 

特别 地 , P' = C 被 两 个 开 集 畴 盖 : Uo = {wo,wi] : wo #0},U1 = {hwo,wi] :wi 
0}, 在 第 一 个 中 有 局 部 坐标 z = wi/wo, 而 在 第 二 个 的 坐标 是 wo/w1 = 1/z， 

(3) 空间 C”( 见 第 1 目 ) 也 是 个 维 复 流 形 . 为 确认 此 论断 , 就 像 前 一 个 例子 那 
样 , 我 们 覆盖 具 变量 z 的 球面 C 以 两 个 邻 域 ”= C,U = C\1{0}. 于 是 C 被 
2" 个 邻 域 0; = Vi x… x UM" 覆盖 , 其 中 j = ( 放 ,… ,加 ) 为 由 0 和 1 组 成 的 任意 
数组 . 在 每 个 U; 中 使 用 的 坐标 是 2 = (z71,… ,zi"), 其 中 如 果 访 = 0, 则 zr = 肥 ， 
如 果 记 二 1 则 z 志 =1/ 思 . 总 图 表 {(D,z7)} 史 ， 显 然 是 复 的 ， 

(4) 格拉 斯 曼 流 形 G(n,k), 上 <n, 定义 为 P" 中 大 维 射 影子 空间 的 集合 , 或 者 等 
价 地 , C*+1 中 通过 原点 的 (k 十 1) 维 子 空 间 的 集合 2. 这 是 射影 空间 G(n,0) = P” 的 
推广 . 

为 了 对 G(n,) 给 出 一 个 分 析 的 描述 , 我 们 固定 它 的 一 个 点 再, 即 C?+1 的 一 个 
(k 十 1) 维 子 空 间 , 并 旦 在 其 上 选取 上 十 1 个 线性 无 关 的 问 量 on = (af ,at),h = 
0,… ,大 并 用 它们 构造 一 个 矩阵 


Qo FT Qo 
erp ss , (2) 
an on 


该 矩阵 的 秩 等 于 大 二 1. 如 果 在 I 中 选取 了 另 一 组 基 {bY}, 则 它 可 经 {ar+} 以 公式 
k 
六 至， > (Z = 0 gy , 上) = 其 中 C (ei ) 为 非 退 化 矩阵， 于 是 相应 的 矩阵 


1 一 0 
有 
bo 
1 = AC. (3) 
bn . 


0 我 们 来 写 出 这 个 例子 的 关系 式 wol. 有 Uoi = {fw] : wo,wi 0}, po([w]) = (wif/wo,-…， 
让 
明 (PO : (z1)… i 上 (1/z1, 22/z1,:…- Si 

2) 这 两 个 集合 间 的 对 应 关系 由 映射 p : C"+1\ {0} 一 要 实现 , 它 的 每 一 个 点 关联 一 条 通过 点 0 
和 这 个 点 的 一 条 复 直 线 . 
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反之 , 任意 秩 为 上 +1(0 和 和 mn) 的 (+Dx(K+D 德 阵 4 可 以 与 一 个 通过 原 
点 的 (k 十 1) 维 平面 EC C?+1 相关 联 , 即 由 这 个 矩阵 的 列 回 量 张 成 的 平面 (这 些 列 同 
量 线性 无 关 ). 这 同一 个 平面 I 也 将 对 应 于 由 4 右 乘 非 退 化 (k 十 1) x (k 十 1) 矩阵 C 
得 到 的 和 矩阵 B. 因此 , 格拉 斯 曼 流 形 G(n,k) 可 以 解释 为 秩 为 kk 十 1 的 (ni 十 1) x (kk 十 1) 
矩阵 类 的 集合 , 其 中 的 矩阵 被 下 述 等 价 关 系 所 分 类 : A ~ B, 如 存在 一 个 非 退 化 的 
(k 十 1) x (k 十 1) 短 阵 C 使 得 B= AC. 

这 个 解释 让 我 们 在 G(n,k) 中 可 以 引进 坐标 . 对 给 定 的 点 Ie G(n, 由, 我 们 选取 
它 的 代表 和 矩阵 (2), 并 且 对 任意 数组 v= (mm ,zw 0<w<w<.…<v.<n, 我 
们 选取 


BD et YY ; (4) 


Qj, 3 Ci 


由 前 面 所 述 可 知 , 并 非 所 有 的 数 mw 都 等 于 0, 并 且 它 们 被 准确 确定 到 一 个 非 零 复 数 
因子 (在 4 换 作 矩阵 B = 4C 时 , 它们 被 乘 以 因子 det C). 反之 , 给 出 矩阵 4 的 
子 式 p, 便 决 定 了 对 应 的 平面 I, 这 是 因为 向 量 z 与 {ax} 的 线性 相关 条 件 是 矩阵 
(a9,.… ,ak,z) 的 秩 等 于 十 1 并 可 用 这 些 子 式 表达 . 同样 清楚 的 是 , 对 所 有 子 式 乘 以 
非 零 复数 因子 并 不 改变 平面 工 . 

因此 , 数 (4) 是 个 推广 了 的 齐 次 坐标 , 它 被 称 做 流 形 G(n,k) 的 普 吕 克 (Pliicker) 
坐标 . 它们 的 个 数 等 于 从 nn 十 1 中 取 十 1 的 组 合 数 , 即 

| (7 十 1)0 (2 一 太 十 1) 
ren 1.2.. . (+1) (5) 

G(n,k) 中 复 流 形 的 结构 也 像 在 射影 空间 中 那样 引进 . 以 邻 域 ,= {1 € G(n,): 
zv(I) 关 0} 覆盖 该 流 形 , 我 们 取 其 中 一 个 作为 例子 来 考虑 , 譬如 Uo...;. 这 个 邻 域 的 
点 可 用 和 矩阵 


0 k 
0 C0 
,有 a0 ak 
E 
0 k x 
(0h A = » 
k k 7 
0 k 


其 中 万 为 (k 十 1) x (k 十 1) 单位 矩阵 ,而 2 = (Zagp) 为 任意 的 (n 一 k) x (Kk 十 1) 算 
阵 . 这 样 的 表示 是 唯一 的 , 并 且 数 zae 可 看 成 是 在 邻 域 0. 中 的 局 部 坐标 . 这 些 数 
是 任意 的 , 从 而 Uo... 的 复 维 数 等 于 

m= (nC—k)(k+1). (6) 
类 似 地 在 该 覆盖 的 其 他 区 域 中 引进 局 部 坐标 , 而 毗连 天 系 为 双全 纯 , 因而 dim G(n, ) 


一 7 儿 。 
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点 HE G(n,k) 确定 其 普 吕 元 坐 标 到 一 个 乘法 因子 , 而 它们 的 个 数 等 于 N. 如 果 
把 它们 看 作 是 射影 空间 PN-! 的 齐 次 坐标 , 则 它们 定义 了 拱 入 卫 : G(n,k) 一 PN-1. 
因为 在 一 般 情形 有 N - 1 > mn?, 故而 不 是 所 有 的 普 吕 殉 坐标 都 是 独立 的 , 在 它们 之 
间 存 在 有 关系 , 这 些 关 系 给 出 了 在 髓 入 2 下 作为 PN-! 中 的 复 m 维 曲面 的 G(n,) 
的 像 . 


例题 . 格拉 斯 曼 流 形 G(3,1) 可 以 解释 为 PB3 中 的 复 直 线 . 如 果 以 其 上 的 两 个 点 
给 出 一 条 直线 , 这 两 点 的 齐 次 坐标 分 别 为 [z] 和 [wl, 则 其 普 吕 克 坐 标 为 


人 (7) 


它们 有 六 个 , 故 p : G(3,1) 一 P5, 但 根据 公式 (6), dim G(3,1) = 4, 于 是 在 pj 之 间 
只 有 一 个 关系 式 . 立即 可 验证 它 是 


P01DP23 一 Do2D13 十 po3p12 三 0. (8) 


因此 , G(3,1) 可 以 表示 为 BB 中 的 二 次 曲面 , 它 由 齐 次 方程 (8) 描述 . 称 此 曲面 为 克 
菜 因 (Klein) 二 次 曲面 . 


六 证 明 , 用 具 坐 标 (po1,.… ,pzs) 的 空间 Ce 中 的 酉 变换 可 将 克 莱 因 二 次 曲面 变 到 妆 十 .上 
za 一 0. 炒 


设 M 和 NN 为 两 个 复 流 形 ; 称 映 射 f: M -NN 为 全 纯 是 说 , 对 任意 点 pe M 映 
射 光 o fow-! 为 全 纯 , 其 中 wp 和 为 用 于 点 p 和 = f(p) 的 邻 域 中 坐标 的 局 部 同 
胚 . 显然 这 是 个 正确 的 定义 , 即 它 不 依赖 于 局 部 坐标 的 选取 . 以 记号 OG(JM, NN) 表示 
从 复 流 形 M 到 复 流 形 N 的 所 有 全 纯 映 射 的 集合 , 而 GC(1Y) 像 以 前 那样 是 M 上 的 
全 纯 函 数 集 . 

特别 地 , 在 流 形 P* 和 C 上 的 全 纯 函 数 定义 为 全 纯 依 赖 于 它们 的 开 覆 盖 邻 域 中 
所 使 用 的 局 部 坐标 的 函数 . 例如 , 如 果 函 数 g(z1,z2) = (zu1/zo) 在 点 (a1,0) 全 纯 ， 
则 函数 /三 在 点 (a1, co) € TC ,al 六 0 全 纯 . 因为 g 可 用 泰勒 级 数 表 示 


OO 


g(z1, 22) = 六 Ckikz (Z1 一 全 | 
ki1,k2=0 


且 此 级 数 在 某 个 双 圆 盘 {| 2 a1| A |z2| < ro} 中 收敛 ， 则 了 可 由 洛 明 级 数 


(z1 一 al) 
f(z1, 22) = > Ur 
0 2 
表示 , 它 在 点 (at co) 的 邻 域 {zi 一 Qi| < 7i,|z2| > 1/r2} 中 收敛 . 
我 们 注意 到 全 纯 于 复 流 形 的 函数 所 具有 的 两 个 简单 性 质 . 


”DD 当 =n 一 1 时 我 人 有 NN 一 1=m, 而 在 k 固定 时 当 n 增 大 则 数 N 比 mm 增 大 得 更 快 
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定理 1 (唯一 性 )， 如果 M 为 复 流 形 , 函数 f,g e OC(M) 在 M 中 的 一 个 非 空 开 
子 集 (在 M 的 拓扑 下 ) 重合 , 则 它们 在 M 上 处 处 重合 . 


证 了 明 . 以 五 表示 使 Flp) = og(p) 的 点 pe MM 的 集合 的 开 核 ; 按 假 定 其 非 空 . 我 
们 将 证 明 EE 是 个 闭 集 . 事实 上 , 设 点 po EM 是 5 的 一 个 极限 点 . 在 此 点 的 邻 域 
IC M 中 使 用 了 局 部 参数 C = wv(p), 而 函数 fo yp-1,gow-! 在 球 BC Cn 的 点 
C0 = gp(po) 为 全 纯 . 在 点 69 的 任意 邻 域 VC B 中 存在 点 6! 使 得 pi = p-!(C1)€ 万， 
又 因为 在 pi 的 某 个 邻 域 中 f = g, 故 在 C1 的 某 个 邻 域 中 有 foy-! 三 gow-1. 由 第 
5 目的 唯一 性 , 最 后 面 的 这 个 恒等式 在 V 中 处 处 成 立 , 从 而 po € 五 . 

因此 , 5 非 空 且 同 时 既 开 又 闭 . 由 于 MY 按 定义 为 连通 , 从 而 得 到 鳌 = M, 即 在 
AM 处 处 成 立 f = g. 口 


定理 2 ( 极 大 值 原理 )， 如 果 函 数 fe CU) 且 |f| 在 MM 的 内 点 达到 极 大 值 , 则 
f 在 整个 M 上 为 常 值 . 


证 明 . 设 |f| 在 点 po e M 达到 极 大 值 ; 我 们 考虑 使 用 在 该 点 邻 域 中 的 局 部 参 
数 5 = yp(p). 在 点 69 = y(po) 全 纯 的 函数 fo 92 一 (5) 的 模 在 该 氮 达 到 极 大 , 故 根据 
第 5 目 函数 foo-: 在 C9 的 某 个 邻 域 中 为 常 什 , 这 表明 f 在 点 po 的 东 邻 域 中 为 党 
值 . 由 前 面 的 定理 知 f 在 整个 M 为 当 值 ， 口 


推论 ， 在 紧 复 流 形 上 所 有 全 纯 函 数 都 是 常数 . 


( 称 流 形 M 为 紧 是 说 , 如 果 作 为 拓扑 空间 它 是 紧 的 , 在 这 样 的 流 形 上 任意 连续 
函数 的 模 总 在 茶 个 点 上 取得 极 大 , 从 而 论断 由 定理 2 立即 得 到 .) 


13. 闵可夫 斯 基 (Minkowski) 空间 的 复 化 


在 1908 年 德国 数学 家 HH. 闵可夫 斯 基 引 进 了 时 空空 间 的 概念 ,， 它 是 点 x = 
(zo, Xx1, x2,T3) 的 四 维 实 空间 并 在 其 上 赋予 了 “ 双 曲 ”度量 


[0 (1) 
zo 代表 时 间 , 而 其 余 的 坐标 则 是 空间 的 . 这 个 空间 在 相对 论 中 起 着 基本 作用 . 
根据 这 个 理论 的 基本 假设 , 信号 的 速度 不 可 能 超过 光速 c; 我 们 把 光速 取 为 1. 
方程 lzl2 = 0 在 空间 M 中 定义 了 一 个 圆锥 , 称 其 为 项 点 在 x = 0 的 光 锥 . 它 的 内 部 
{722 十 2 十 x2 < 2} 被 分 为 两 部 分 , 各 自 对 应 于 zo > 0 和 zo < 0, 分 别称 做 未 来 锥 
和 过 去 锥 . 它们 由 所 有 那些 点 组 成 : 根据 所 采取 的 假设 , 这 些 点 可 与 点 x = 0 在 未 来 
或 过 去 相 联 络 ; 而 与 该 锥 外 的 点 则 不 可 能 联络 . 
在 现代 数学 物理 中 出 现 了 对 空间 M 进行 紧 化 的 要 求 ， 即 将 其 作为 实 子 空间 
R4(z) 嵌入 到 C4 中 , 并 且 以 点 z = x 十 iy 加 以 完备 , 根据 同样 的 假设 , 要 求 它 们 满足 
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中. 和 我 们 考 计 国信 加 = (7 ERL .一 一 7 2 0 yo 二 "0}， 
和 在 它们 上 面 的 管状 区 域 


MR eR (2) 
则 导致 了 闵可夫 斯 基 空 间 的 复 化 
M° = MeUMIUM:. (3) 


实 闵可夫 斯 基 空 间 M 构成 了 区 域 Me 的 公共 边缘 , 而 且 是 它们 的 希 洛 夫 边 界 (参看 
第 5 目 ). 
瑞士 物理 学 家 泡 利 (W. Pauli) 提出 以 埃 尔 米 特 矩阵 


ee 1 (4) 


Za2 — iT3 ToO— TX1 


表示 点 ze M; 这 个 表示 的 好 处 是 有 det X = |zj?. 延 拓 到 C4 上 的 泡 利 变换 


A | Z2 十 223 
L: (zo0, 21, 22,23) > 


Z2 一 223 20 — Z1 


是 非 退 化 的 线性 变换 , 是 第 2 目 中 (10) 中 所 见 变换 的 逆 . 它 把 管状 区 域 M4 分 别 变 
到 广义 上 半 平 面 和 下 尘 平面 Hi = {Im 2Z 世 0}, 其 中 的 


Le .” . (5) 
Z10 <11 
这 是 C4 中 点 的 矩阵 表示 ， 


0 — Zi 

1 2/00 TO 

1 人 元 (2 —Z ) 一 2 = Im LIk) (6) 
ee 211 


这 是 个 埃 尔 米 特 矩 阵 , 而 符号 > 和 < 表示 它们 为 正定 或 负 定 . 在 这 个 变换 下 空间 
M 自身 变 到 埃 尔 米 特 和 矩阵 2 的 集合 , 其 中 2 满足 Im 2 = 0, 即 一 个 实 的 四 维 平面 
{yoo = Wi = 0,zol = 五 oj C C4. 在 本 目 后 面 我 们 将 利用 和 矩阵 表示 C4 的 点 , 但 常常 
不 区 分 所 论 及 对 象 和 它们 在 泡 利 变 换 下 的 像 , 把 Me 和 工 (WM?) 考虑 为 两 个 等 价 的 复 
习 可 夫 斯 基 空 间 的 模型 . 特别 , 我 们 保留 Mf 和 M 为 它们 在 映射 工 下 像 的 记号 . 

我 们 所 描述 的 这 个 复 化 在 英国 数学 和 物理 学 家 彭 罗斯 (R. Penrose) 近年 来 所 进 
行 的 一 系列 研究 中 得 到 了 重要 的 应 用 1. 

在 物理 中 , 在 无 穷 远 处 的 条 件 起 了 很 大 的 作用 , 而 为 了 研究 它 还 需要 对 空间 Me 
进行 紧 化 . 彭 罗 斯 建议 为 此 将 Me 嵌入 到 格拉 斯 曼 流 形 G(3,1) 中 , 这 时 由 前 一 目的 
”DD) 例 如 , 参看 文集 《扭转 子 与 规范 场 (Twistors and gaugefields)》 (M.: Mup, 1983) 
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公式 (6) 知 它 的 复 维 数 正 好 为 4. 对 应 于 刚 在 前 面 说 过 的 , 我 们 把 点 ZeC?4 以 下 面 
矩阵 表示 


让 0 

更 E 0 1 
Z 一 本 二 (7) 

VA 200 "201 

z10 11 


而 它们 的 集合 就 是 被 看 作 G(3,1) 的 标准 牙 善 的 区 域 中 的 一 个 , 即 这 个 流 形 的 仿 射 部 


分 


G(3,1) 的 一 般 点 由 4x 2 和 矩阵? 


Es Z1 
全 . 


的 等 价 类 表示 , 其 等 价 关 系 2 ~ 2Z' 是 存在 非 退 化 2x2 矩阵 C 使 得 Z' = ZC. G(3, 1) 
的 仿 射 部 分 的 点 为 形 如 (8) 的 矩阵 所 代表 , 在 其 中 det Zi 关 0, 这 是 因为 对 它们 而 言 ， 
ZZi! ~Z 有 (7) 的 形式 , 而 其 中 Z = 2Z227 1. 于 是 , 在 所 描述 的 这 个 紧 化 下 , C4 的 
无 穷 远 处 被 粘 上 了 满足 det 2Z1 = 0 的 形 如 (8) 所 代表 的 点 集 . 特别 地 , 在 实 空间 M 
上 加 上 了 和 矩阵 (4) 的 集合 , 其 中 有 det X = x2 一 zx? 一 x2 一 zx2 = 0, 即 在 无 穷 远 处 类 上 
了 R4 中 的 圆锥 . 

但 是 , 我 们 感 兴趣 的 不 是 整个 C4, 而 仅仅 是 上 面 所 定义 的 它 的 M 部 分 . 为 了 
把 它 区 分 出 来 我 们 引进 4 x 4 矩阵 


局 可 区 
这 是 一 个 分 块 矩阵 (这 里 的 五 为 单位 矩阵 , 0 为 2 x 2 零 矩 阵 ), 我 们 再 考虑 形 如 
ES(Z) = Zr*GZ 
的 矩阵 ， i 为 形 如 (8) 的 矩阵 , 而 2Z* 为 其 共 圈 转 置 矩阵 . 我 们 注意 到 , 在 G(3, 1) 
的 仿 射 部 分 Z 具有 形式 (7), 这 个 形式 为 


BZ) = (E, Z*) a pr” EE 三 (国王 人 证 区 


对 形 如 (8) 的 任意 矩阵 Z, 矩阵 @(2) 显然 是 埃 尔 米 特 的 , 而 它 的 符号 在 对 2 乘 以 
非 退 化 的 2 x 2 矩阵 C 没有 变化 2?. 故而 在 格拉 斯 曼 流 形 上 我 们 可 区 分 出 区 域 
Me = {2 €G(3,1): (2) z0} 


矩阵 2 被 写 为 分 块 形式 ; 其 中 Z1 和 22 表示 2 x 2 矩阵 . 
2) 显然, (2C) = C0C*@(2)C. 
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和 集合 
MT={ZeG(3,D:E(2)=0}; 


就 像 由 上 面 进 行 的 从 G(3,1) 的 仿 射 部 分 计算 2 看 出 , 它们 分 别 是 Mf 和 MM 的 紧 
M° = Me UMUM: (10) 


为 复 射 影 闵可夫 斯 基 空 间 . 

在 前 一 目 己 证 明 , 点 Z € G(3,1) 可 几何 地 解释 为 Ps 中 的 直线 或 者 C4 中 由 算 
阵 Z 中 列 向 量 张 成 的 平面 . 特别 地 , 当 对 此 格拉 斯 曼 流 形 的 仿 射 部 分 的 点 以 形 如 (7) 
的 矩阵 2 表示 时 , 这 些 平面 具有 形式 


1 0 
0 1 
Ww 一 入 六 H ) 
Zz00 <01 
10 Zi1l 


其 中 为 具 坐 标 (wo,wi,w2,ws) 的 列 癌 量 , 而 和 和 j 为 复 参 数 . 把 这 个 等 式 用 坐标 
重 写 , 我 们 发 现 和 = wo,4 = wi, 从 而 这 个 平面 方程 有 形式 


Ww2 = Zo0W0 十 Zo01W1 ， 或 者 和 一 人 ee? 3 (11) 


Ww3 = Z10Wo 十 Z11W1 Ww3 WwW] 
如 果 假 定 w; 为 P3 的 齐 次 坐标 , 则 方程 (11) 为 形 如 (7) 的 点 Z 所 对 应 的 射影 直线 
的 方程 . 
由 此 经 典 解释 出 发 , 彭 罗斯 提出 从 闵可夫 斯 基 空 间 Me 过 渡 到 复 射影 空间 P3 中 
去 , 他 称 它们 的 点 为 扭转 子 (twistor). 仍旧 是 这 个 源 于 格拉 斯 曼 流 形 的 变换 , 它 把 每 
个 点 Ze Me 联系 到 对 应 的 射影 直线 ! C EP3, 现在 则 被 称 做 彭 罗 斯 变换 . 就 如 我 们 刚 
才 所 认识 到 的 , 在 仿 射 部 分 Me C Me, 其 中 的 点 以 形 如 (5) 的 矩阵 2 表示 时 , 彭 罗 


斯 变换 的 形式 为 
p20 {oem (=) =z(")) (12) 
WS WL1 


x* 证 明 在 G(3, 1) 的 一 个 分 图 表 使 = 人 ) 中 部 罗斯 变换 有 形式 
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为 更 详细 地 摘 述 彭 罗 斯 变换 , 我 们 注意 到 借助 于 矩阵 (9) 可 以 在 外 的 扭转 子 空 
间 中 引进 埃 尔 米 特 形 式 : 
DP(w) = Ww” Bw = i(wois + W1U3 一 Wow2 一 WI1wW3) 
= —2Im (woi2 十 Ww113) 
(这 里 的 w 为 齐 次 坐标 构成 的 列 向 量 ). 这 个 形式 在 3 中 定义 了 一 个 实 超 曲 面 
一 {w 三 p>: Im(woiwe> w113) = 0}, (13) 
它 将 四 分 成 两 个 区 域 : 
Di={w EP Gv 208 (14) 
* 证 明 非 退化 线性 变换 能 把 NN 变 到 超 平面 
N= {we :lwol +hnal lwl -lwsl =0}. * 


绢 罗斯 称 点 we Di 分 别 为 正和 负 扭 转子 , 而 反 w EN 为 零 扭 转子 . 


定理 1。 彭 罗斯 变换 p 将 MS 中 的 点 分 别 变 到 整个 位 于 正和 负 扭 转子 的 区 域 
D+ 中 的 直线 , 而 M 中 点 则 变 到 零 扭 转子 超 曲面 N 上 的 直线 . 


证 明 . 我 们 将 对 Me 的 仿 射 部 分 的 点 证 明 该 定理 . 此 时 彭 罗斯 变换 具有 (12) 的 
形式 , 因而 对 在 直线 ! = z(2) 上 的 点 w 有 


WwW] | WI1 ?已 0 we 
4 
是 人 (WW (®) 


由 此 看 出 当 -i(Z -2*) = 2Im Z 六 0 时 , 则 &(w) 六 0. 口 


于 是 , 区 域 Di Cc EB3 中 的 每 一 个 包含 了 依赖 于 四 个 复 参 数 (矩阵 2 的 分 量 ) 的 
射影 直线 族 , 而 超 曲面 N 是 依赖 于 四 个 实 参 数 ( 埃 尔 米 特 和 矩阵 2 的 分 量 , In 2 = 0) 
的 直线 族 . 

定理 1 解释 了 示意 图 14; 在 其 上 空间 M 显示 为 直线 , 而 超 曲 面 N 为 双 曲 线 ( 见 
定理 1 上面 的 习题 ). 我 们 注意 , 彭 罗斯 变换 不 仅 在 Me 上 有 定义 , 而 且 在 整个 G(3, 1) 
也 有 定义 , 但 是 G(3,1)\ Ms 中 的 点 变 到 的 射影 直线 与 N 相交 且 部 分 地 位 于 Dj, 而 
部 分 地 位 于 D._. 
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PC ) 


图 14 


为 了 今后 应 用 , 我 们 需要 两 条 对 应 于 G(3,1) 中 某 个 分 图 表 中 点 的 相交 条 件 , 璧 
如 说 其 仿 射 部 分 , 在 此 处 这 些 点 由 形 如 (5) 的 矩阵 2 和 2Z'. 相交 条 件 在 于 由 (11) 中 
的 方程 和 类 似 地 对 2' 的 方程 构成 的 方程 组 有 非 零 解 (交点 的 齐 次 坐标 不 全 为 0): 

det 3 = det(Z’— 2Z)=0. (15) 

我 们 看 出 , 如果 2 承 2Z， 则 在 条 件 (15) 下 这 个 方程 组 的 秩 等 于 3， 即 其 解 
LO0， WwW1, W2, 3 ) 确定 到 差 一 个 因子 ， 故 直 线 p(2Z) 和 p(Z") 的 交 扣 唯一 . 

因此 , 如 果 p(29) = lo, 则 点 Z = 20 十 V 对 应 的 那些 直线 与 lo 相交 当 且 仅 当 
detyY = 0. 称 在 空间 C4 中 的 复 超 曲面 


有 


为 以 20 为 项 点 的 复 光 锥 . 
容易 看 出 , 对 那些 detV =0 的 2 x2 和 矩阵 V 由 能 表示 为 形 如 


Qobo ”aoA Qo 
V = 一 
| al0o al0 ) yt Wy 
的 矩阵 所 刻画 , 其 中 aj, 6; e CD. 故 圆锥 Czo 的 点 可 由 
200 = 260 + QoBo, zol = 201 + Qo 
Z10 一 2 十 al100，211 二 2 十 QI; 
由 此 看 出 在 这 个 圆锥 上 存在 两 个 复 二 维 平面 族 : a 一 平面 族 {Hs} , 其 中 国定 了 值 
3 = (bo, 1), 而 参数 是 变量 a = (ao,al) e C2, 以 及 另 一 个 8 一 平面 族 {Ia}j, 其 a 固 


定 , 6 变化 (其 实际 上 为 平面 , 可 由 它 对 参数 的 相关 性 看 出 ). 


1 事实 上 ， 由 此 表示 立即 得 到 detV = 0; 有 反之, 如果 det(a;yk) = 0,， 则 由 方程 组 ao6o = 
aoo,…… ,al61 = all 可 求 出 ao,:… ,51 中 一 个 量 对 另外 量 的 比 . 


(16) 
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x* 证 明 , 每 个 a 一 平面 与 每 个 6- 平面 ( 当 2” 固定 ) 相交 于 复 直 线 即 复 的 光线 . 米 
定理 2. 当 顶 点 2Z? 固定 时 , 彭 罗 斯 变换 p 使 每 个 a 一 平面 He C Czo 相伴 到 


中 某 个 点 (扭转 子 ), 而 每 个 6 - 平面 则 相伴 如 中 的 某 个 平面 , 即 对 偶 空 间 ?了 (PP) 
中 的 点 (图 15). 


(Z') a 
p(2) pp 1 = p(2") 


Pp 
a P(IIp) 


证 明 . 直线 lo = z(20) 与 1 = p(20 十 V) 的 交集 由 方程 组 


国人 的 全 -jsnG) 
Ww3 Li ?3 ZUT Cl Ww1 


定义 . 为 了 得 到 平面 He 中 点 的 像 需 要 从 方程 组 中 消去 a. 考虑 到 第 一 个 方程 , 第 二 
个 方程 被 重 写 为 


on) (Powo + Pi1wi) = 0, 
1 


而 因为 当 2 其 2 时 ， C0 和 Cl 不 同时 为 零 ， 故 Bowo + Piw1 = 0， 并 且 在 6B 固定 时 从 
而 得 到 唯一 确定 的 比值 wayunoi 然后 从 第 一 个 方程 求 出 w2fwo 和 wa/wo. 于 是 对 所 
有 点 Ze Ilg,l = p(2) 与 直线 lo = 2p(20) 的 交点 为 同一 个 . 可 以 认为 在 彭 罗斯 变换 
下 这 个 点 对 应 于 He. 

为 了 找 出 6 一 平面 He 的 像 , 需要 在 a 固定 时 从 (17) 的 第 二 个 方程 中 消去 参数 
Bo 和 Bi. 这 可 由 对 其 第 一 列 乘 以 o, 第 二 列 乘 以 -ao, 然后 相 加 , 从 而 得 到 

Q1W2 一 Q03 = (Zhai 二 20Qo)ao0 埋 (Bh ac 到 z7100) Ww1. 

这 是 个 通过 直线 lo = p(2?) 的 五 中 平面 , 它 包 含 了 所 有 当 a 固定 时 对 应 于 所 Q e Ia 
的 直线 . 所 以 可 以 认为 p 将 平面 He 相伴 于 这 个 点 ， 口 


0) 称 做 射影 空间 杰 的 对 偶 空 间 的 (P*)* 是 所 有 复 超 平面 {aowo 十 … 十 anwn =0 C P” 的 集 
合 , 每 个 这 种 超 平面 相伴 于 (P")* 中 具 齐 次 坐标 (co,… ,an) 的 所 . 
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我 们 来 仔细 描述 彭 罗斯 变换 在 实 闵可夫 斯 基 空 间 上 的 限制 , p : M 一 N. 像 在 
(13) 中 看 到 的 , 在 N 上 有 揽 朋 线 % = {wo 三 久 1 = 0}, 它 对 应 于 凡 人， 参看 本 小 


目 (12) 后 面 的 习题 . V 上 与 它 相交 的 直线 对 应 了 点 A ,其 中 义 为 满足 detX 二 0 


的 埃 尔 米 特 矩阵 , 这 是 些 在 对 M 紧 化 时 附加 到 空间 M 上 的 同一 个 元 素 . 其 他 对 应 
于 N \ 1 中 直线 的 点 构成 了 仿 射 部 分 M Cc M. 像 前 面 那样 , 它们 由 埃 尔 米 特 矩 阵 


和 


所 代表 ， 其 中 1 三 TZ0 十 TI 一 X0 XI 为 实数 ， 而 6 三 IT2 十 ?173 为 复数 . 

点 XXX EM 之 间 闵 可 夫 斯 基 距 离 的 平方 | X' 一 三 = det(X' 一 XX”) 刻画 了 
在 P3 中 两 条 直线 上 = p(X') 和 1 二 p(X”) 之 间 的 距离 : 对 埃 尔 米 特 矩阵 , 这 是 个 实 
数 . 顶点 为 Xe M 的 复 光 锥 在 M 上 的 限制 , 即 那个 被 称 做 光 锥 的 开 xo = Cx 门 MM， 
由 那些 形 如 X2 +Y 的 点 组 成 , 其 中 的 了 是 行列 式 为 零 的 埃 尔 米 特 矩阵 . 这 些 点 与 
XxX? 相距 为 零 , 因此 也 称 Kxo 为 迷 向 锥 . 具有 零 行 列 式 的 埃 尔 米 特 矩阵 具有 形式 


r=( ‘ : 
¢ |e 


并 且 依 赖 于 三 个 实 参数 , 故 圆锥 Kxo 为 实 三 维 , 它 由 实 直 线 {X = Xo +tY :te R} 
组 成 , 称 其 为 光线 ; 彭 罗斯 变换 把 这 条 光线 上 的 点 变 为 N 上 与 lo = p(X0) 交 于 同一 
个 点 的 直线 . 在 这 种 意义 下 可 以 说 成 , 在 M 上 的 彭 罗 斯 映射 把 光线 变 成 零 扭 转子 ， 
弛 NN 中 的 零 ( 即 光线 “ 声 塌 ”). 

最 后 , 我 们 来 描述 闵可夫 斯 基 空 间 Me 的 双全 纯 自 同 构 . 先 考虑 G(3,1) 的 保持 
形式 更 不 变 的 线性 变换 群 , 从 而 保持 流 形 M4,M 和 ME 不 变 . 我 们 将 以 形式 


2 2 (18) 


给 出 这 种 自 同 构 , 其 中 o = -wy 为 非 退 化 4x 4 矩阵 . 而 抉 形 子 式 D,.… ,4 为 


2 x 2 矩阵 . 在 G(3,1) 的 仿 射 部 分 这 些 目 同 构 可 重 与 为 形式 


全 本 全 各 ju 和 We (CZTD) 1 (19) 
所 BM W 


弛 用 一 个 线性 分 式 和 矩阵 函数 给 出 . 
保持 形式 8(2) = 2Z*B2 不 变 的 条 件 在 变换 (18) 下 为 Z*g*Bg2Z = 2Z*BZ, 它 导 
出 矩阵 恒等式 g* Bg = GB, 或 者 考虑 到 公式 (9) 和 (18), 有 


D* 万 * | 
0 A 
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它 等 价 于 条 件 
pe (20) 
(第 四 个 等 式 D*A4 - B*C = E 自动 满足 : 可 由 第 三 个 推出 ). 这 些 等 式 与 第 10 目的 
(15) 相同 , 从 而 在 G(3,1) 仿 射 部 分 的 群 工 与 在 那里 所 考虑 的 群 工 相同 . 
特别 , 在 那里 曾 分 出 一 个 整 线性 变换 子 群 To : 


2 AFA | (21) 

其 中 4 为 任意 的 非 退 化 矩阵 , 而 B 是 个 埃 尔 米 特 矩 阵 ?), 但 是 还 有 一 系列 的 具有 非 
退化 矩阵 C 的 变换 , 它们 根据 第 10 目 (18) 可 写 为 

Vd (22) 


其 中 B 和 妃 为 埃 尔 米 特 和 矩阵. 工 的 其 余部 分 也 由 一 系列 变换 组 成 , 但 它们 的 矩阵 C 
退化 而 不 为 零 . 


* 证 明 变 换 
a ha 1 Z01 
Z00 \ Zz10 detZ 


属于 这 个 系列 , 对 其 而 言 , (20) 中 的 矩阵 


1 
0 1 0 0 


退化 (但 (18) 中 的 矩阵 g 非 退 化 ). 米 
定理 3. 工 中 的 映射 在 区 域 M4 中 双全 纯 . 


证 明 . To 中 的 映射 在 整个 C4 为 双全 纯 . 系列 映射 (20) 在 圆锥 det(Z 一 D)=0 
上 有 奇 点 , 但 因为 DD 为 埃 尔 米 特 矩 阵 , 故 Im(Z - D) = Im Z 从 而 Z 一 DD 连同 2 
均 属 于 M$, 但 是 这 些 区 域 不 包含 退化 矩阵 (参看 第 10 目 (17) 下 面 的 习题 ). 故 圆锥 
det(Z 一 DD) = 0 属于 M4 的 边界 . 

具有 退化 矩阵 C 关 0 的 工 中 的 映射 被 To 中 的 变换 变 成 的 形式 中 矩阵 C 为 对 
角形 , 这 就 像 在 前 面 习题 所 给 出 的 那样 . 于 是 利用 条 件 (20) 可 以 证 明 该 映射 的 奇 皇 
与 平面 zo0 + doo = 0 相同 , 其 中 do 为 实数 , 而 此 平面 又 不 可 能 属于 区 域 M4, 这 是 
因为 在 该 平面 上 yoo =0. 口 


定理 4. 本 中 的 映射 把 顶点 为 2 < M$ 的 光 锥 变 到 顶 把 是 对 应 后 W? 的 光 锥 . 
9) 在 公式 (21) 和 (22) 中 记号 有 了 变化 : 矩阵 B 和 D 在 它们 那里 不 同 于 在 (20) 中 的 . 
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证 明 . 设 W= (42+B)(CZ + D)-!1,W9 = (4204+ B)(C2Z0°+D)-!1; 因 为 MS 
不 包含 退化 矩阵 , 而 且 工 中 的 映射 在 这 些 区 域 中 全 纯 , 于 是 矩阵 420+B 和 C2Zo+D 
非 明 化 = 所 届 成 立 等 戒 
(A DD TW (CF Fa 


(MZ) AZ BO FD) (G24 DR=E. 


在 其 中 令 Z 一 2? = A, 并 经 简单 的 变换 后 , 右 端的 所 有 项 都 包含 了 一 个 右 乘 因子 A. 
故 在 detA = 0 时 必定 有 det(W 一 W?) = 0. 口 


最 后 我 们 看 到 在 实 闵可夫 斯 基 空 间 M 中 可 引进 所 谓 的 洛 伦 效 (Lorentz) 度量 ， 
它 的 二 次 形式 为 
ds* = det(dX). (23) 


定理 5. 工 中 映射 在 M 上 的 限制 在 洛 伦 效 度量 下 在 其 非 退 化 点 处 处 为 共 形 . 
证 明 。 由 对 (19) 中 和 珑 阵 函 数 的 微分 定律 有 
GO) 
sD OD 
它 在 M 上 的 限制 为 
det(dY) = det [A— (AX+B)(CX+D) Oldet(CX -+ D) det(dX). 


因此 , 在 工 中 的 上 映射 在 det(CX+DD) 了 0 处, 形式 ds? 被 乘 上 了 只 依赖 于 X 的 因子 ， 
而 这 表明 该 映射 是 共 形 的 . 口 


我 们 特别 挑 出 一 个 映射 的 子 群 HI C To, 它 满 足 det 4 = 1. 在 空间 M 上 它们 
化 为 等 距 上 映射 , 即 在 此 空间 中 的 运动 , 并 且 它 们 的 集合 构成 了 所 谓 的 庞 加 菜 群 . 群 I 
因而 由 它们 在 复 区 域 的 延 拓 组 成 . 当 B = 0 时 我 们 特别 地 得 到 了 子 群 Ho C I, 它 由 
洛 伦 兹 群 中 的 变换 在 复 区 域 中 的 延 拓 组 成 . 


例题 . 具有 和 矩阵 


-a ezQ/ 2 0 po eo/2 0 
证 0 a 0 e—a/2 


的 映射 属于 群 Ho, 它们 在 Me 上 有 形式 


z 200 E 20 > €” zo0 201 
二 一 ia 2 一 Ga 
C 之 10 Z11 z10 € “ 《11 
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而 它们 在 AM 上 的 限制 分 别 化 为 在 平面 5 = zz +izs 上 的 旋转 
Cm Eo 
和 在 平面 (xo,x1) 中 的 “ 双 曲 线 旋 转 ”: 


To Zoch a 十 Z1Sh Qw，ZzZ1 Xosh a zich a. 


米 证 明 群 工 依赖 于 16 个 实 参数 , To 依赖 于 12 个 , I 为 10 个 而 To 为 6 个 . 炒 
14. 斯 托 克 斯 (Stokes) 公式 


先 考 虑 实 n 维 流 形 M: 像 在 这 里 所 考虑 的 其 他 对 象 一 样 , 假设 它 是 光滑 的 . 我 
们 称 满足 下 述 条 件 的 表达 式 为 M 上 次 数 为 + <n 的 微分 形式 
1) 在 邻 域 Uc MM 所 采取 的 局 部 坐标 x = (zl ,Tn) 下 它 可 表示 为 形式 


w = SV frdz,, (1) 
7 


其 中 了 = (1 …… ,条 ) 为 多 重 指标 ,和 号 上 的 一 掀 代 表 有 序 取 和 ( 即 对 所 有 1 < i < 
i2 <… < 之 计 过 n 的 指数 了 ), 而 fi 为 定义 在 U 中 的 函数 , 又 dzy = dzi 入 … 和 Adzi . 
2) 在 坐标 变换 x 一 y 下 有 形式 


/ 10% 
0 3 (2) 
J I J 
其 中 27 - tc 3 ) 为 函数 行列 式 0. 在 流 形 M 上 7 次 形式 的 集合 以 .Z7(ND 
By Ol og) 
表示 . 
在 复 流 形 上 次 的 概念 可 以 精确 一 些 . 在 这 里 形式 可 局 部 地 表示 为 
Ww 二 So frsdzi A (3) 
ya 


其 中 1 = (Cr Se Rd 全 (1,- oe ,ay 为 有 序 多 重 指标 ， dz1 = dz A 人 2 5 河 

6 为 局 部 给 出 的 光滑 复 函 数 . 因为 局 部 坐标 变换 z 一 w 在 复 流 形 

上 是 个 全 纯 映射 , 故 在 这 样 的 变换 下 有 dzr = 5 地 <diwresd27 = D> 地 dD 从 
Re 


而 在 新 坐标 下 有 
w= gkrdwrk Mdwr, 其 中 gr = Df 


K,L 


Oy O27 
l 4 
OW OWL, ( ) 


0 微分 形式 的 变化 规则 (2) 是 自然 的 , 因为 由 复合 函数 微分 法 则 和 外 积 规则 dr = 并 5 
J J 
代入 到 (1) 中 并 改变 和 号 中 的 次 序 便 得 到 (2). 
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我 们 看 到 在 表达 式 (3) 中 微分 dz; 和 dz 的 个 数 不 依 赖 于 局 部 坐标 的 选取 . 我 们 将 
可 谈 及 w 是 双 阶 7,s 的 形式 或 者 简短 地 说 (7, s) 一 形式 , 这 就 是 说 , 如 果 在 它 的 局 
部 表达 式 中 有 7 个 微分 dz; 和 s 个 微分 dz. 在 复 流 形 M 上 的 所 有 有 具 光 滑 系数 的 
(7, s) 一 形式 的 集合 记 作 .2"(1M); 也 可 以 用 "+s(2M) 表示 同一 集合 . 称 具 全 纯 系 数 
fi 的 双 阶 (7,0) 的 形式 frdzi 为 全 纯 形 式 . 

在 光 清 0 流 形 上 的 微分 形式 算 子 是 指 局 部 定义 的 变换 d : 2"7 一 "+1, 把 形式 
= frdxr 相伴 以 


do Oa > BL de,. (5) 
I 


它 具 有 下 列 性 质 : 

a) d(wi + Ww2) = dw1 + dw (线性 性 ); 

Ba A ( 莱 布 尼 获 公 SS 

dd (是 ) 
(degw 表示 形式 w 的 次 数 ). 微分 算 子 的 定义 是 合理 的 , 即 不 依赖 于 局 部 坐标 的 选取 
(微分 的 不 变性 ). 

在 复 流 形 上 微分 形式 算 子 d : 多 "+s 一 Fr"tstl 可 分 裂 为 两 个 算 子 的 和 d = 
5+9, 使 得 9: 史 (s) 一 F(t1s) 和 0: 多 (m5) 一 ;多 ("s+1) (参看 前 面 第 3 目 ). 由 算 
子 d 的 暴 等 性 , 我 们 有 


0= dw = (0+D(0w + 0) = 02w + (00 + 60)w + 0 w; 


因为 右 端 三 项 中 的 每 一 项 由 不 同 的 双 阶 形式 构成 , 故 它 们 的 和 要 等 于 零 只 有 它们 中 
每 一 项 都 等 于 零 . 故 
P=50+06=5 =0 (6) 


在 光滑 流 形 M 上 > 次 形式 的 集合 多 ”可 看 作 是 一 个 阿 贝 尔 群 , 其 运算 是 按 形 

式 的 系数 相 加 . 其 中 有 由 闭 形 式 w 构成 的 子 群 ( 即 对 其 有 dw = 0)27. 由 算 子 d 的 

昭 等 性 ,7 次 恰当 形式 ( 即 它 是 多 "1 中 形式 的 微分 ) 的 集合 Br 是 27 的 子 群 . 财 形 
式 群 相对 于 恰当 群 的 商 群 

HT(M) = 2"/B" 0 


被 称 做 流 形 M 关于 算 子 d 的 第 7 个 上 同调 群 . 这 个 群 也 可 记 为 互 "(M,R), 并 称 做 
流 形 MM 的 德 拉 姆 (de Rham) 群 ( 具 实 系数 的 ); 如 果 形 式 中 允许 有 复 系数 , 则 记 与 可 
采用 H"(M,C). 在 复 流 形 上 也 可 对 算 子 9 和 0 构造 类 似 的 群 . 
在 光滑 流 形 M 上 的 形式 w 的 积分 可 定义 在 k 一 维 胞 腔 7 上 , 即 k 一 维 立 方 体 
Q* = 二 Tx.…xICRt* 到 MM 的 光滑 映射 (这 是 路 径 的 高 维 类 比 ; 在 这 里 的 I= [0,1] 
0 自 此 之 后 光滑 这 个 词 被 理解 为 是 有 关 实 流 形 的 . 
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为 单位 线段 )， 如果 像 Y(Q*) 落 在 一 个 坐标 邻 域 中 , 其 中 形式 w = 和 Jrdzyr(dzy = 
dzi 入:Adzi)) 则 w 沿 胞 腔 > 的 积分 由 公式 


[== > oe dh 2 (8) 


定义 . 

在 Y:Q* 一 MM 一般 情形 , 需要 利用 对 应 于 1M 的 总 图 表 禾 盖 = {Vaj}jaea 的 
单位 分 解 ， 即 一 个 光滑 函数 族 en : M 一 [0,1] 使 得 每 个 ea 的 支 集 (满足 ea(p) 六 0 
的 点 p 集合 的 闭 包 ) 在 U 中 为 紧 , 且 eel) 三 1 对 所 有 pe M 成 立 0. 

CE 


利用 单位 分 解 , 我 们 定义 
/2= -- > | wee (9) 


CEAY 1 


因为 形式 wea 只 在 一 个 坐标 邻 域 中 不 为 零 , 故 它 的 积分 由 公式 (8) 定义 . 由 积分 和 
微分 形式 的 定义 , 我 们 的 这 个 定义 是 合理 的 , 即 不 依赖 于 总 图 表 和 单位 分 解 的 选取 . 

目 然 , 积分 的 概念 可 推广 到 k 一 维 链 上 , 即 有一 维 胞 腔 a : Q* 一 M 的 整 系数 
ny 的 形式 线性 组 合 . 就 是 说 ,kk 次 形式 w 沿 k 一 维 链 o = 和 nyyv 的 积分 被 定义 为 


"a (10) 


最 后 我 们 定义 边缘 算 子 9, 它 把 每 个 一 维 胞 腔 7 : Q* 一 M 相伴 一 个 (k 一 1)- 
维 链 8， pe 记 语 证 全 es 机 对 每 个 了 于 击 写 太 考证 字 方 舍 的 倍 夺 
(k 一 1) 一 维 边缘 @70 = {t € Q*: 站 和 gt = {teEQ*:t;=1}, 并 令 


天 
O07 = 人 入 ?jos 上 (11) 


下 


其 中 以 Yo， 表示 映射 7 在 边缘 Q*! 的 限制 (参看 图 16, 其 上 所 显示 的 符号 是 附 
N N 
在 二 维 立方 体 的 边界 上 的 ). 链 oc = 》 ny 的 边缘 由 线性 性 , 以 ac = 》 mvByv 定 


v=1] 到 天山 
义 . 边缘 算 子 9 像 微分 算 子 d 那样 是 千 等 的 , 其 平方 02 = 9o8=0.2) 
在 光滑 流 形 M 上 的 k- 维 链 的 集合 可 以 看 作 一 个 阿 贝尔 群 .2;, 其 运算 为 按 链 

的 系数 的 加 法 . 其 中 有 由 闭 链 组 成 的 子 群 Z1, 即 其 边缘 为 零 的 链 : 60 = 0. 记 为 Bx 

0 在 光滑 流 形 M 上 , 对 每 个 局 部 有 限 的 覆盖 {Us。}ae a 存在 单位 分 解 , 即 在 每 点 pe M 存在 令 
域 使 其 被 有 限 个 Un 覆盖 . 局 部 有 限 性 的 要 求 并 不 影响 一 般 性 , 因为 在 我 们 所 考虑 的 流 形 上 任意 履 
盖 可 以 加 细 到 局 部 有 限 . 我 们 注意 到 , 对 于 局 部 有 限 的 罗 盖 , 在 (9) 右 端 的 非 零 项 为 有 限 个. 

2 边缘 算 子 以 微分 算 子 的 同一 个 符号 所 表示 , 但 这 不 会 引起 混乱 , 因为 它们 容易 从 意义 上 加 以 
区 别 . 
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的 1 的 子 群 , 它 由 边缘 组 成 , 即 为 某 个 (k 十 1T)- 维 链 边 缘 的 一 维 链 . 称 两 个 闭 链 
0',0”€ Zk 为 同调 是 说 它们 的 差 c' - ce Bi, 即 为 边缘 . 
闭 链 群 对 于 边缘 群 的 商 群 
Hx(M,2) = 和 /BA (12) 


被 称 做 流 形 M 的 第 上 个 同调 群 (记号 Z 其 表达 的 意义 是 考虑 整 系数 的 链 ). 这 个 群 
的 元 素 被 当 作 是 同调 类 , 即 相 互 同调 的 闭 链 集合 . 
斯 托 克 斯 公式 把 微分 形式 的 分 析 运 算 与 取 链 的 边缘 的 几何 运算 联系 起 来 : 对 在 
n 维 流 形 M 上 的 任意 kk 一 1 次 (k 世 4) 形式 ww， 沿 上 一 维 链 o :Qt 一 JM 对 dw 的 积 
分 等 于 w 沿边 缘 90 的 积分 : 
f > | 二 (13) 
C Oo 


我 们 发 现 由 斯 托 克 斯 公式 得 到 的 两 个 重要 推论 . 
1) 闭 形式 w (dw = 0) 沿边 缘 o = 00' 的 积分 等 于 零 : 


f= .0= /w=0 (14) 


2) 恰当 形式 w= du' 沿 闭 链 0 (ac = 0) 等 于 零 


f= far=] 2=0 (15) 


这 些 推论 表明 , 闲 形式 w 沿 闭 链 o 的 积分 实际 上 只 依赖 于 形式 的 上 同调 类 与 闭 链 


的 同调 类 : 


我 们 还 将 指出 斯 托 克 斯 公式 的 另 一 个 形式 , 它 与 定向 概念 有 关 . 在 n 维 光 背 流 
形 上 n 次 形式 局 部 地 具有 形式 w = fdz, 其 中 dz = dzl 入 …. 和 dzw 说 这 样 的 形式 
不 为 零 的 意思 是 如 果 其 系数 f 不 变 为 0 (因为 坐标 变换 使 f 乘 以 变换 的 雅 可 比 , 而 
由 光滑 流 形 的 定义 , 这 样 的 雅 可 比 不 化 为 零 , 故 它 不 依赖 于 局 部 坐标 的 选取 ). 称 流 
形 1M 为 定向 的 是 说 , 如 果 在 其 上 存在 n = dim MM 次 的 不 取 零 的 形式 ; 等 价 定义 是 : 
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在 M 上 存在 一 个 总 图 表 , 其 所 有 的 毗连 关系 具 正 的 雅 可 比 . 我 们 发 现任 意 复 流 形 都 
是 定 回 的 , 这 是 因为 它 的 毗连 关系 的 实 雅 可 比 为 正 (参看 第 9 目的 定理 1). 

在 n 维 流 形 M 上 任意 两 个 次 形式 wl 和 ws 成 比例 , 即 存在 连续 函数 入 : 
MM 一 RR 使 得 w = hwz ( 目 此 我 们 将 考虑 具 实 系 数 的 形式 ). 如 果 这 两 个 形式 都 不 化 
为 零 , 那么 和 关 0, 这 表明 入 在 M 上 具有 确定 的 符号 . 故而 在 定向 n 维 流 形 上 所 有 
不 化 为 零 的 n 次 形式 被 分 为 两 类 , 使 得 其 中 任 一 类 内 的 形式 之 间 差 一 个 正 因 子 , 而 
与 另 一 类 的 形式 差 一 个 负 因子 . 相应 于 它们 , 在 定向 流 形 上 可 以 引进 两 个 定向 : 在 一 
个 定向 下 , 一 个 类 的 形式 被 认为 是 正 的 , 而 第 二 个 类 的 形式 为 负 的 . 在 另 一 个 定 问 下 
则 相反 . 

设 M 为 一 个 定向 流 形 , 称 区 域 DC M 为 具 定 向 边界 的 区 域 是 说 , 如 果 对 任意 
点 po ED 或 者 a) 存在 邻 域 UCD (此 时 称 po ED 为 DD 的 内 点 ) 或 者 b) 在 MM 的 
总 图 表 中 存在 分 图 表 (U,x), 使 DNU = {peEU :zxn(p) < 0} (此 时 称 po 为 DD 的 一 
个 边界 点 , 其 中 的 x 为 x 的 最 后 一 个 坐标 ). 称 D 的 边界 点 的 集合 为 该 区 域 的 边界 ， 
记 为 6D. 边界 8D 是 一 个 (n 一 1) 维 的 定向 流 形 . 设 (zx) 为 M 的 总 图 表 中 的 一 个 
分 图 表 , 使 得 U6D 关 &, 并 且 M 被 如 此 定向 使 得 形式 dz = dxi1 信 :… 人 dzxn > 0. 
如 果 DD 局 部 地 被 描述 为 集合 {p e :zn(p) < 0}, 则 69D 的 诱导 定向 这 样 决定 : 对 
在 DPC 上 的 形式 dr1 信 … 人 dzxn_1 取 符 号 (--1)"*-! (参看 图 17, 其 中 当 n= 2 时 ， 
在 9D 上 形式 dzli <0, 而 当 n= 3 时 , 形式 dzl Adzz > 0). 


1 一 2 n=3 
图 17 
利用 局 部 坐标 和 单位 分 解 引入 在 具 定 向 边界 的 区 域 上 的 积分 概念 , 于 是 斯 托 元 
斯 公式 有 了 如 下 形式 : 对 在 n 维 流 形 上 的 任意 nn 一 1 次 形式 w 和 具 定 向 边界 0D 的 


区 域 D 成 立 
| ea dw, CL 
aD D 

其 中 0D 的 定向 是 诱导 定向 . 


最 后 我 们 注意 , 在 对 斯 托 克 斯 定理 的 第 二 种 解释 中 可 以 把 它 写 成 对 较 低 次 形式 
的 公式 . 为 此 我 们 回想 , 称 集合 N C M 为 M 的 维 子 流 形 是 说 , 如 条 在 M 上 存 
在 总 图 表 使 任意 满足 wmNz#g 的 分 图 表 (U,x) 有 交集 


UnN=tpeU:zhhp)=…=zn(p)=0}， 
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其 中 上 <m7 = dm AMz = (Xx1,… ,zn). 如 果 流 形 1M 定向 , 则 在 流 形 N 上 局 部 地 诱 

导出 定 同 : 如 果 M 的 定 回 表现 为 dr1 人 … 信 dzxn > 0, 则 NN 的 诱导 定 同 则 被 设 定 为 

dzxi1 八 -… 人 dxk > 0. 对 nn 维 (n> 上 定 回 流 形 M 上 的 (k 一 1) 次 形式 w, 形 如 (17) 

的 斯 托 克 斯 公式 可 以 写成 是 对 WM 的 上 维 子 流 形 上 的 具 定 同 边 界 的 区 域 的 形式 . 
在 复 流 形 上 的 斯 托 克 斯 公式 我 们 将 在 下 一 目 讨 论 . 


15. 柯 西 - 庞 加 莱 定 理 


任意 维 复 流 形 M 可 以 看 成 是 2n 维 实 流 形 . 作为 复 局 部 坐标 的 分 图 表 (U, z)， 
于 是 自然 地 被 看 作 是 由 2n 个 实 函数 x = Re z(p),y = Im z(p) 构成 的 函数 组 . 但 
是 我 们 也 可 以 替代 它 去 考虑 由 2n 个 复 函 数 z(p),z(p) 所 构成 的 组 , 它 与 第 一 组 以 
非 退 化 线性 关系 z= zy 十 iv,z = zw 一 ivw 相 联系 采 . 

当然 , 如 果 微 分 算 子 d 以 局 部 坐标 > 和 三 表示 , 斯 托 克 斯 公式 在 复 流 形 上 依然 
有 效 . ( 实 ) K- 维 链 的 概念 可 一 成 不 变 地 转移 到 复 流 形 上 . 沿 这 样 的 链 可 以 对 总 次 数 
为 7+ 十 s = 上 的 具 复 系数 的 (7, s)- 形式 进行 积分 , 从 而 形 如 (13) 的 斯 托 克 斯 公式 保 
持 不 变 . 对 于 复 流 形 的 子 流 形 (不 必 是 复 的 ) 形 如 (17) 的 斯 托 克 斯 公式 也 仍 不 变 , 这 
对 形式 的 总 次 数 比 子 流 形 的 实 维 数 少 1, 而 边界 的 诱导 定向 按 实 结构 确定 . 

在 做 了 这 些 解释 之 后 便 容易 证 明 一 个 定理 , 它 把 柯 西 的 基本 定理 推广 到 高 维 情 


pA 


fd 


定理 1 ( 柯 西 - 庞 加 莱 ). 设 M 是 ( 复 ) 维 数 为 n 的 复 流 形 , w 为 此 流 形 上 的 
1 次 全 纯 形 式 . 于 是 w 沿 任意 (十 1) - 维 链 o 的 边缘 的 积分 等 于 零 : 


| “=° 上 


证 明 . 在 邻 域 Uc M 中 采取 的 局 部 坐标 (z,z) 下 ， 全 纯 形 式 具 形式 w = 
f(z)dz1 A 和 A dzn, 其 中 f 为 在 UV 中 的 全 纯 函 数 . 由 全 纯 性 6f = 0， 其 表明 


I > 从 而 由 外 积 的 性 质 得 到 d = 由 和 dz 和信:… 人 dz, = 0， 
即 该 形式 为 闭 ， 由 上 一 目 中 斯 托 克 斯 公式 的 推论 1 我 们 得 出 积分 (1) 等 于 零 的 结 


内 5 一 回 ， 


注 . 如 果 利 用 上 一 目 中 形 如 (17) 的 斯 托 克 斯 公式 , 则 在 柯 西 - 庞 加 莱 定 理 中 
的 链 c 可 以 换 成 M 的 一 个 实 (n 十 1) 维 子 流 形 的 定 回 边界 . 特别 地 , 如 果 M 属于 
C"?, 则 这 个 定理 看 起 来 应 该 是 这 样 的 : 


对 任意 函数 fe CO(D) 和 在 实 (n 十 1) 维 子 流 形 MC D 中 任意 具 定 向 边界 的 区 


9 于 是 , 在 这 些 关系 式 中 的 系数 为 复 的 并 不 意味 着 什么 , 因为 在 M 上 自然 地 考虑 复 函 数 和 具 复 
系数 的 形式 . 
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域 G, 有 


aR 0 0 Sd 人 (2) 
OG 


(这 里 是 在 整个 区 域 D 中 采用 的 坐标 , 而 形式 w 的 形式 为 fdz). 

我 们 注意 到 在 涉及 这 个 定理 的 方面 ,平面 情形 和 空间 情形 的 主要 差别 在 于 当 n= 
1 时 区 域 D 和 G 有 相同 的 维 数 , 而 当 n > 工时 G 的 维 数 小 于 D 的 维 数 , 这 是 因为 
/A el a 

我 们 还 要 指出 该 定理 的 更 为 特殊 的 情形 . 设 fe OG(D) 和 G = Gix:……xG 为 多 
圆 形 区 域 (G,, 为 平面 的 单 连 通 区 域 , 其 边界 6G, 光滑 ), 且 其 闭 包 紧 于 D. 这 个 区 域 
的 骨架 下 = 6G1 x:…x9G。 是 (n 十 1) 维 闭 区 域 5$, = 6G1 x-…xG,x:…x6GnED 
的 边界 . 因此 对 于 任意 这 样 的 区 域 G, 沿 其 骨架 的 积分 


人 7 等 才 (3) 


(参照 对 于 多 圆 形 区 域 的 柯 西 积 分 公式 ). 

现在 我 们 来 引进 柯 西 定 理 的 首 , 即 莫 雷 拉 (Morera) 定理 的 空间 类 比 . 在 平面 情 
形 对 于 函数 的 全 纯 性 断言 只 需要 求 它 沿 一 些 特别 形状 (三 角形 A e D) 区 域 的 边 
缘 的 积分 为 零 即 可 , 然而 对 函数 则 需 加 上 连续 性 这 个 附加 条 件 (参看 卷 I, 第 21 目 ). 
在 空间 情形 情况 是 类 似 的 . 在 这 里 三 角形 的 角色 由 ("+1) 维 的 “楼 柱 ” 工 , 所 替代 ， 
这 是 个 位 于 C1i(z,) 中 的 三 角形 A,, 和 任意 直线 段 [ou zj] 的 乘积 A, 的 乘积 , 其 中 
线段 [ayj 如 ] 位 于 其 余 的 nw 一 1 个 平面 Ci(z),p 大 vv 中 : 


Ly = A x /> C 2 nl [en 是 (4) 


HAv 
(参看 图 18, 其 中 标 出 了 平面 zw, 而 其 余 的 变量 ,以 略图 表示 ). 


定理 2。 如果 函数 f 在 区 域 D C C" 中 连续 , 并 且 对 形 如 (4) 的 任意 棱柱 也， 
且 其 闭 包 紧 于 D, 而 且 


风 jdz = 0， (5) 
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则 f € C(D). 
证 明 。 只 需 证 f 在 任意 点 a e D 的 令 域 中 的 全 纯 性 即 可 . 固定 a 并 考虑 函数 
A pe 6 
名 六 ~ a (0) (6) 
在 点 a 的 某 个 邻 域 中 它 有 定义 且 连 续 . 对 任意 v (v 二 1,.… ,n) 它 可 表 为 形式 
F 让 一 Pd Gwe 
3 人 


其 中 五 为 f 在 A, 上 的 积分 (任意 线段 [ac zj],4 关 vv). 显然 , 函数 五, 在 扣 ar 的 
邻 域 殉 中 对 总 为 连续 , 并 由 条 件 (5), 对 任意 三 角形 A, € UU 


# J = @7) 
OA 


事实 上 , 这 个 积分 可 能 只 与 积分 


J Us I 人 


相差 一 个 符号 , 其 中 T= A xAdC= dli 人 … 信 din (我 们 利用 的 是 , 在 87 的 除 
去 OA, x A 的 其 他 部 分 , 即 在 棱柱 有 “ 底 ” 的 集合 A, x 6A, 这 部 分 上 , 参看 图 
18, 它 是 坐标 6, = 常数 的 部 分 , 从 而 , dcv = 0, 于 是 dc 沿 此 区 域 边缘 的 积分 为 零 ). 
由 对 单 变 量 函数 的 莫 雷 拉 定 理 得 出 F 对 变量 z, 全 纯 . 因为 此 讨论 可 应 用 于 任 
意 2 故 下 在 点 a 的 某 个 邻 域 UV 中 对 每 个 变量 都 是 全 纯 的 . 根据 哈 托 格 斯 定理 , 到 
在 此 邻 域 中 全 纯 , 就 是 说 , 函数 
OF 
f(z) = a 
在 这 里 全 纯 .、 口 


16. 麦克 斯 书 (Maxwell) 方程 


我 们 考虑 应 用 前 面 所 发 展 出 的 工具 以 得 到 著名 的 麦 殉 斯 圳 方程 了) 解 的 积分 表 
示 , 这 些 方 程 是 电磁 理论 的 基础 之 一 , 特别 是 射电 技术 和 光学 . 这 些 方程 具有 形式 


div H =0, rot 下 十 二 一 =， 

(1) 
divih = G7 生生 有 
1 人 


0 著名 的 美国 物理 学 家 R. 费 因 曼 (Feynman) 关于 此 方程 写 下 了 这 样 的 话 : “在 人 类 历史 上 ( 辟 
如 , 如 果 在 一 万 年 之 后 再 来 看 它 ) 19 世纪 的 最 重大 的 事件 无 疑 是 麦克 斯 韦 所 发 现 的 电磁 学 定律 . 这 
个 最 重要 的 科学 发 现 的 背景 中 还 有 在 同一 个 十 年 期 间 的 美国 内 战 , 相 比 之 下 , 这 似乎 只 是 小 小 的 
省 地 级 的 事件 办 了 ”(《 费 因 晕 的 物理 讲义 》, Addison-Wesley, Reading, MA, 1970). 
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其 中 互 = (Bi, E2, Bs) 和 万 = (Hi,H2,Hs) 为 电场 和 磁场 的 强度 向 量 , p 为 密度 ， 
而 J = (1, J2,J3) 为 电流 问 量 ; 变量 zo 表示 时 间 , 而 散 量 和 旋 量 是 对 于 空间 坐标 
TX1,Y2,X3 取 的 . 

用 微分 形式 能 方便 地 描述 这 些 方程 . 事实 上 , 引进 形式 


3 3 
yA > Erdzxr 入 dzo 十 2 ZKdzIR， 
k=1 k=1 

3 (2) 

= 一 》， 万 5Q325 A dzo + > ExkdzlIk] 

k=1 

其 中 dzpy = dzx2 Adza,dzpl = dzs 人 dri,dxls] = dx1 人 dx2. 简单 的 计算 表明 , 齐 次 

麦克 斯 韦 方 程 (其 中 p= 了 = 0) 以 这 些 形式 的 闭 性 条 件 表达 : 


dF 一 0: 第 一 对 方程 ， (3) 
a# 宇 0 第 二 对 方程 了 

我 们 再 引进 这 些 方程 的 另 一 个 形式 . 算 子 x : (五 ,万 ) 一 (一 H,B) 在 值 (已 ,万 ) 的 
空间 Rs 中 为 线性 算 子 , 或 者 完全 等 价 地 , 是 在 四 维 流 形 上 的 2- 形式 空间 中 的 算 子 ， 
而 其 平方 算 子 等 于 带 负 号 的 恒 同 变换 . 因此 , 这 个 算 子 * 具有 两 个 特征 值 上 i 并 且 对 
应 于 它们 , M 上 任意 2-- 形式 w 被 分 裂 为 两 个 形式 之 和 : 


十 - 


业 1 
Ww 0 Qs de 


对 其 分 别 有 xw+ = iwt+ 和 xw- = 一 iw-; 称 它们 各 为 w 的 自 对 偶 和 反 自 对 偶 的 部 分 . 
特别 地 , 对 于 麦克 斯 韦 形 式 (2) 自 对 偶 和 反 自 对 偶 部 分 具有 形式 


3 
a = 
Fi > 六 ek go 八 axzo 十 5 . dx[k], 
k=1 大 三 上 
0 0 
二 天 《天 
F-=》、 i > de 
| k=1 
或 者 
= 》 Te(ome A dro = 0]), 
Nl! (4) 
FF = Fr(dzrx 八 dzo 十 2dzZ[ 有 放 
后 一 外 
其 中 
= 5(Br +iHs), k=1,2,3. (5) 


1 第 二 对 麦克 斯 韦 方程 在 非 齐 次 情形 具有 形式 dx 下 = 一 ;3 JkdzIgl Adzo + pdz1 Adzz Adza. 
k=1 


85. 流 形 和 斯 托 克 斯 公式 
定义 于 实 闵可夫 斯 基 空 间 M 的 形 (4) 可 以 延 拓 到 它 的 复 化 区 域 M$ 中 (参看 
第 13 目 ). 为 此 令 
ee 1 -已 要 ) a 
2 5 (200 Sm (00 “有 
1 1 
T= 3 (201 十 Z10)， XY3 二 元 (201 0 
从 而 我 们 转向 泡 利 坐 标 zj (参照 第 13 目 (3)). 于 是 
a 
dzx1 A 人 dxo 一 ?dxz2 人 axza = 2 (dzo0 Adz1l 十 Qzol 人 dz10), 
由 
dx» 人 dxzro — idzx3 N\ dx1 = 3 (dzo1 Adzll 一 dzoo 人 \ dz10), 
| 
dzas A 人 azo 一 ?idzl \ dx2 = 元 (dzoo Adzlio + dzo1 A dzll)， 
并 且 自 对 侦 麦 克 斯 韦 形 式 为 
Ft = fidzo0 Adzlio 十 f2(dzo0 Adzil + dz01 和 dz10) 十 fadzo01 A dz11, (6) 


其 中 万 = 一 (Ff 十 if3)/2, 开 = 下/2, fs = (本 一 i3)/2. 类 似 地 , 反 自 对 侦 的 麦克 斯 
韦 形式 


2 一 万 dzoo 八 dzol 十 让 (dzoo A dz11 — dz01 入 dz10) fs dzi0 和 dz11， (7) 


Eh fe = (Ek =1,2,3); 
在 这 种 形式 中 , 如 果 系 数 fi 延 拓 到 区 域 Mf Cc C4, 则 Ft 被 延 拓 为 在 其 中 的 双 
价 (2,0) 形式 . 麦克 斯 韦 方 程 到 区 域 M$ 的 延 拓 可 表达 为 这 些 形式 对 变量 z00,:… , 211 
习 闭 条 件 : 上 自 对 个 的 是 
Of Oo ol OP 0 Oss 0fs 


= ? 》 ? 》 S 
Ozo1 Ozo0 OZ11 OZz10 Ozo1 Ozo0 Oz11 Oz10 ( ) 

而 反目 对偶 是 
6 (9) 


BzZio O20 O21 ON O20 O40 O20 92 
因此 为 了 满足 这 些 方程 , 系数 人 应 可 延 拓 使 得 在 形式 dF+ 中 不 出 现 对 变量 zk 的 
导数 , 即 这 些 系 数 对 于 变量 zj 被 全 纯 地 延 拓 . 

在 延 拓 到 复 区 域 时 麦克 斯 韦 方程 的 解 分 裂 为 自 对 侦 和 反 自 对 侦 部 分 , 这 目 然 地 
给 出 了 以 扭转 子 的 几何 语言 的 解释 : 自 对 偶 形式 (6) 刻画 了 它们 在 6 一 平面 上 化 为 
0 的 特性 , 而 反 自 对 偶 (7) 则 在 a 一 平面 上 化 0. 

事实 上 , 在 a 固定 时 的 6- 平面 I。 上 , 由 关系 式 (15) (第 13 目 ) 参数 为 6, 我 
们 发 现 有 


dzoo = QodPo, dzo1 = QodbP1, dzi0 = aidbo, dz11 = al1d01， 
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由 此 得 到 dzoo 人 dzi0 = dzo0 Adzil 十 dzo1 人 dzi10 = dzol 和 人 dz = 0, 因此 0; 
对 a 一 平面 成 立 类 似 的 结果 . 

为 了 得 到 麦克 斯 韦 解 的 积分 表示 , 我 们 利用 绢 罗斯 所 发 展 的 方法 . 以 第 13 目 相 
应 的 思路 , 我 们 用 变换 p 从 闵可夫 斯 基 空 间 的 区 域 Mf 进入 到 扭转 子 空间 3 的 区 
域 D+ 上 . 根据 第 13 目的 (11), 变换 p 把 点 2 对 应 于 复 射 影 直线 


?2 = Z00W0 十 Z01W1， 
LD (10) 


1 三 Zi10Wo0 十 Z11W1， 


从 而 如 果 Z € M$ 则 Lc Dz. 

因为 直线 对 应 于 点 Z, 故 自然 地 要 找 一 个 沿 此 直线 的 积分 形式 的 解 . 如 果 ¢ 为 
1 的 复 参 数 , 则 其 上 的 被 积 元 具有 形式 dt 人 de, 故 在 此 积分 中 形式 的 阶 降低 了 (1, 1). 
想 要 得 到 (2,0) 形式 , 我 们 因而 应 该 对 双 阶 (3,1) 的 形式 沿 ! 积分 . 

按照 根 迪 金 (S. G. Gindikin) 和 辛 钦 (G. M. Khenkin) 建议 的 方法 0, 我 们 将 取 
乘积 形式 Q@ ==wAQo, 其 中 


《20 一 wodw1 全 do 人 ds — V1 dwo A cap A dws 十 
wdwo NN dwi NM dws — wadwo A dw1 NM dwo 人 
是 标准 的 (3,0) 形式 , 而 
w = aodwo 十 aldml 十 a2QtU2 + a3dW3a 
为 Di 上 的 系数 为 任意 的 (0,1) 形式 , 这 时 形式 w 和 Q 应 该 被 合理 定义 , 即 可 通过 在 
P3 中 的 分 图 表 的 局 部 坐标 表示 , 例如 , 在 仿 射 部 分 通过 坐标 C1 = wx/wo,k = 1,2,3 
表达 . 
因为 w = (aoto 十 ….: 十 asm3)dao 十 Wo(QidCi 十 … 十 Q3dC3), 故 如 果 aommo 十 … 十 
asws = 0 且 woa; 依赖 于 比例 式 Gx = 一 即 如 果 oj 对 变量 Wk 是 -1 次 齐 次 的 , 那 
么 这 个 形式 便 被 正确 地 定义 了 . 另外 ， Qo = whdC1 Adcz 人 dts 和 对 形式 Q 定义 的 合 
理性 要 求 化 成 了 使 oaywé 只 依赖 于 Cx 的 条 件 , 即 形式 w 的 系数 oj 具有 对 变量 wr 
的 一 4 齐 次 . 
根据 (10), 直线 ! = p(2) 在 仿 射 坐标 下 由 方程 
(2 = 00 F201C000 06320 Zi (12) 
描述 , 并 在 其 上 可 取 ¢ = 4 为 参数 . 在 计算 形式 Qo 在 1 上 的 限制 时 应 该 考虑 的 不 
仅 是 cx 和 cs 对 “ 的 依赖 性 , 而 且 还 有 对 zj 的 依赖 性 , 故而 在 1 上 有 
dC1 人 CC2 人 dCs == (dzo0 十 Cdzo1 Ea zo1d¢C) 人 (dz10 十 CdZzi1 十 Zz11d¢C) 人 dC 
一 [dzoo 八 dzi0 十 C(dzo0 Adzlil 十 Qzol A 人 dzio) 十 人 全 dz11| 人 人 dC. 


0 参看 他 们 的 文章 “ 彭 罗 斯 变换 和 复 积分 几何 ”,《 数 学 的 现代 问题 》, 卷 17 (M.: BHHYUTH,， 
1981, 57 — 111). 
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在 这 里 出 现 的 我 们 所 需要 的 形式 就 是 那个 对 目 对 个 麦 死期 刷 形 式 的 表达 式 (6) 所 涉 
及 的 一 样 . 为 简便 起 见 我 们 记 


Dr Ua dz10, Dr = dzoo0 人 dzil 十 Czol 入 dz10, 


Dm = dzor 人 QZz11. 
类 似 地 ， 
wll a wol(ai 十 Z01Q2 十 zi1a3)de 中 a2(Qz200 Se Cdz01) as(dZz10 十 Cdz11)], (13) 
而 因为 在 沿 ! 积分 时 只 需要 从 Q 中 分 离 出 对 的 (1,1) 双 阶 项 , 故 
ww 人 4)0 一 : to(al 盾 Z01Q2 向 zii1Qa3)de 人 wo (BI CT 十 C* Bn) 人 adc 
l=p(2Z) 人 
和 wwl: A (Br+ CBr + 6 Bm) 人 dc. (14) 
(& 


于 是 , 每 个 在 区 域 Di 中 的 对 变量 wjD 具 -4 次 齐 次 的 系数 的 双 阶 (0.1) 的 每 个 形 
式 w 对 应 于 形式 


w= w A = fiBr+t+ foPr t+ .er (15) 
Pp(2) 


它 对 变量 zj 为 双 阶 (2,0), 并 具 系 数 
二 Ch Re (16) 
C 


其 定义 在 闵可夫 斯 基 复 空间 M$ 中 (回忆 一 下 , 如 果 Z e 1 , 则 1 = p(2Z) C D4). 
变换 
2 who 王 Oo. 
LU CU Ja 和 人 20 


也 被 叫做 朝 罗 斯 变换 . 现在 我 们 来 证 明 这 个 变换 把 0- 闭 形式 w 变 到 麦克 斯 韦 方 
程 的 解 . 


定理 1. 对 任何 一 个 在 D: 上 6- 闭 的 , 具 Ci 类 的 对 变量 wj 为 -4 次 齐 次 系 
数 的 形式 w, 形式 6 = 2Z(w) 是 麦克 斯 韦 方 程 在 区 域 M$ 中 的 解 . 


证 明 . 需要 证 明 在 定理 中 条 件 下 形式 © 的 系数 fi. 全 纯 地 依赖 于 2Z, 并 且 此 形 
式 为 闭 . 在 局 部 坐标 C, (C2, C3 dS 尼 未 由 三 wo(aidC + a2dC2 二 aa3dCas) 的 6 一 闭 的 条 件 


为 具有 形式 
Oar T0099 O00 oal Oa Oas 


GBs 
“如 果 w 被 正确 定义 , 则 对 元) 为 -1 次 齐 次 的 条 件 自动 满足 . 
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而 在 (16) 的 积分 号 中 的 函数 为 
9 导 一 Cr T1500w6 (al + Zo01Q2 + Z11Q3) = = li50tw89, i (ED 
考虑 到 (12) 并 利用 复合 函数 的 微分 法 则 以 及 w 的 闭 性 条 件 , 我 们 得 到 


O Oa Oa Oa 
5 > 10200 (2 ss 2 3 a 
《00 2 2 2 


人 = 0 
一 二 CK- To 十 本 十 zi1i1 0 (2 . 


然而 二 +01 a 二 丰 是 对 《 沿 直线 的 全 微分 算 子 , 这 是 因为 根据 (12) 
它 的 方向 向 量 为 (1, z01, z11). ee (16) 积分 号 下 的 微分 得 到 
oft = 人 全 wio dE A dl = | d(C Twtiioazdt), 


Oz00 


但 是 由 于 该 积分 实际 上 是 沿 着 射影 直线 ! 取 的 , 而 此 直线 的 边缘 为 空 集 , 故 由 斯 托 殉 
斯 定理 此 积分 等 于 0. 类 似 地 ， 


do A ee 
OO 

Og -aa2 Og dx 
5 二 = de 十 Q2 二 (Ce 3) ER ge 


由 此 完全 一 样 地 得 到 了 fi 对 其 他 变量 的 全 纯 性 . 
考虑 到 系数 fi 的 全 纯 性 , 形式 5 的 闭 性 条 件 具有 形式 (8). 然而 由 (17) 和 (12) 


Og = (2 Oai 本 0 Oas ) 


Oz01 


有 


和 


Oz00 


S30 
但 因为 g1¢ go, 故 微分 (16) 的 积分 得 到 .4 并 本 -下 . 类 似 地 可 验证 (8) 的 其 他 条 
件 . 口 

注 . 

(1) 如 果 w 不 仅 是 5- 闭 的 , 而 且 是 在 D， 中 对 ww; 为 -4 次 齐 次 的 系数 的 5 
恰当 形式 , 则 多 (w) = 0. 事实 上 , 这 时 在 局 部 坐标 C, Co, C3 下 形 趟 WW0D 二 003 节 中 多 
在 D: 的 仿 射 部 分 为 C2 类 函数 , 并 且 公式 (16) 有 形式 


a [ C=1Bl A dC = ， eae 


因为 这 里 的 积分 是 沿 射 影 直线 进行 的 , 故 由 斯 托 克 斯 公式 fi(2) = 0,k = 1,2,3. 

(2) 如 果 形 式 w 光滑 地 延 拓 到 8D; = N 上 , 则 公式 (16) 中 的 积分 可 以 沿 直线 
! = p(2Z) 进行 , 其 中 2 e M. 在 这 种 情形 下 我 们 得 到 了 麦克 斯 韦 方 程 在 实 闵 可 夫 斯 
基 空 间 上 的 自 对 侦 解 . 
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(3) 对 于 在 四 中 齐 次 坐标 下 的 系数 , 公式 (16) 可 重 写 为 
fr(2Z) = 1 wo wi wh a (wodw — widwo), k= 1,2,3; (18) 
DP(Z) 


这 可 由 在 (18) 中 进行 简单 的 变换 wi = woc 得 到 验证 . 


我 们 现在 来 证 明 彭 罗斯 变换 儿 给 出 了 麦克 斯 韦 方 程 的 自 对 偶 解 . 为 此 需要 研 
究 另 一 个 彭 罗斯 变换 p 的 逆 , 它 是 我 们 在 第 13 目 中 见 到 的 , 对 4x 2 矩阵 Ge 
相伴 于 C4 中 的 一 个 平面 , 它 由 该 矩阵 的 列 向 量 张 成 , 或 者 等 价 地 , 是 3 中 通过 由 这 
些 列 的 元 素 作 为 齐 次 坐标 给 出 的 点 的 直线 . 因此 , 道 变 换 p-1 为 对 每 条 直线 1 C P”， 
或 等 价 地 , 它 的 一 对 点 (w,v) 相伴 于 将 向 量 w 和 v 作为 列 的 矩阵 Z. 

为 了 确定 起 见 ， 假设 人 WOVUL 一 WIUO 三 0U; 于 是 对 厅 了 于 二 对 晤 (1w, v) 的 矩阵 多 
换 为 等 价 于 它 的 格拉 斯 曼 仿 射 部 分 的 点 


Wo v0 


一 1 
~ /1 UI wo VO EF 
7 [a em 5 
U9 UD WI Loa VA 
WwW3 Us 


其 中 
Du po ee — WivV2 Wov2 一 ee (19) 
A \wavil 一 WiV3 Wovs 一 wavo 

从 而 , 对 于 这 样 的 点 偶 (w,v) 户 罗斯 变换 的 道具 有 形式 pil: (w,v) ZZ(w,v), 这 里 
的 矩阵 2 由 (19) 定义 . 

更 进一步 而 言 , 将 EB 分 层 为 不 相交 的 射影 直线 族 : 于 是 这 样 分 层 中 的 直线 由 一 
个 点 确定 , 这 表明 彭 罗斯 映射 的 逆 被 它 上 面 的 一 个 单 点 所 决定 . 所 需要 的 这 个 分 层 
可 以 用 所 谓 的 反对 合 映射 进行 构造 ; 在 P3 的 齐 次 坐标 下 这 个 映射 为 


2 (wo, Ww1, WwW2, Ww3) 上 【一 页 1, Wo, Wa, 一 页 2). (20) 


这 就 是 一 个 从 PB3 到 上 自己 的 反 线性 映射 , 它 有 下 述 性 质 : 

(1) 重复 应 用 这 个 对 合 有 2(w) = 一 w, 其 中 we P3 为 任意 . (显然 .) 

(2) 反对 合 保持 区 域 i: 和 曲面 N 不 变 . (因为 在 反对 合 下 , wow 十 13 F> 
-而 la3 一 Wow2, 故 其 保持 形式 @(w) = -2Im(uwozs 十 wiws) 和 它 定义 的 这 些 集合 不 
变 , 见 第 13 目 ). 

(3) 反对 合 把 通过 点 w 和 v(w) 的 直线 变 到 目 己 (点 w 和 v(w) 变 到 v(w) 和 
一 w, 而 作为 P3 中 的 点 -vw 等 同 于 内 ). 

(4) 分 别 通 过 点 w,z(w) 和 w',v(w') 的 直线 ! 和 /7 或 者 不 相交 或 者 重合 . (如 果 
! 和 4 相交 , 则 可 找到 Ai,X EC 使 得 和 jw 十 和 2v(w) = Xuw' 十 和 9v(w). 因为 w 和 
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可 经 其 线性 表示 . 譬如 , 设 w = Xuo 十 jv(w) 于 是 v(w') = A 和 v(w) -Po 即 点 w 和 
v(w) 都 属于 通过 w 和 v(w) 的 直线 , 从 而 /= 7.) 

我 们 以 LE 表示 通过 点 w 和 v(w) 的 BP3 中 的 射影 曲线 族 (这 个 记号 的 意义 马上 
会 得 到 解释 ). 由 反对 合 的 性 质 (4) 知 , 这 个 族 将 四 分 层 为 不 相交 的 直线 , 又 由 性 质 
(2) 知 , 这 些 直线 中 的 每 一 条 或 者 属于 D+ 或 者 D_ 或 者 N. LE 中 的 直线 完全 被 它 
自身 上 的 一 个 点 确定 , 故而 在 Le 上 绢 罗斯 变换 的 逆 不 是 由 一 对 点 而 是 一 个 单 上 ww 
决定 . 特别 , 对 那些 满足 A = luol? 十 |wil? 关 0 的 点 w, 由 公式 (19), 其 中 w= v(w)， 
我 们 得 到 


A nr | (21) 
和 人 3100 十 12 3UW1 一 0 上 2 
由 此 公式 看 出 , 分 层 LE 的 直线 经 由 彭 罗斯 变换 的 逆 变 到 在 实 四 维 平 面 

= {2 EN Zil = 200,.210 = 201} (22) 


中 的 点 . 

i 由 公式 (10), 任意 点 Z e EE 对 应 于 直线 1 = {1w2 — 00w0 | 207W01 3 
zo1wo 一 zo0w1}， 但 根据 (20), 对 于 任意 点 we 1 点 2 = v(w) 的 坐标 满足 方程 
53 = 一 20001 十 Zz0100, 一 52 = 一 20151 一 Zo020; 从 它们 转 到 复 共 斩 , 我 们 看 到 点 ve 1, 即 
Le Le. 故而 彭 罗 斯 变换 p 在 平面 EE 的 点 和 分 层 LE 的 直线 之 间 建 立 了 一 一 对 应 . 

由 (22) 看 到 , 对 于 点 Ze 五， 


二 
Im Z = 3(2 Z”) ( . Rs 
所 以 集合 
Er = {ZE€E:vyoo 0}, Po= {ZE€E:vyo = 0} (23) 
属于 相应 的 M$ 和 M, 因而 变换 p 把 它们 变 成 了 落 在 D4 或 N 上 的 直线 . 
平面 BB 具有 有 趣 的 物理 意义 : 泡 利 映射 


200 到 区 2 


的 道 (参看 第 13 目 ) 把 该 平面 变 到 复 闵 可 夫 斯 基 空 间 Me 的 一 个 子 集 , 在 此 子 集 
上 Rez=Inza=Inz=Inzas=0 即 时 间 zo =izo 为 纯 虚 数 , 而 空间 坐标 
次 一 2 (k= 1,2,3) 为 实 的 . 在 这 个 子 集 上 ， 


I2l = (x0 十 z1 十 Z2 十 Z3) 一 一 | 


§5. 流 形 和 斯 托 克 斯 公式 .87 - 


等 于 差 一 个 符号 的 欧 几 里 得 范 数 . 故而 称 玉 为 Mre 的 欧 几 里 得 子 空间 . 我 们 还 发 现 ， 
线性 变换 


a 2 / 一 eh 
Zo00 十 Zil 三 2%21， 200 一 Z11 三 Zo， 


/ 
sor 0s 2 1 it 


把 卫 变 到 实 宇 间 {z'€ C4 :Im z' = 0}. 
预备 工作 已 经 结束 , 可 以 开始 证 明 上 面 所 阐述 的 定理 了 . 为 了 确定 性 , 我 们 限制 
在 区 域 MY9 上 


定理 2. 对 麦克 斯 韦 方 程 在 区 域 Mf 中 的 任意 目 对 偶 解 
= fi®1+ foBr + faPnm, (24) 


存在 一 个 在 区 域 De Ps 中 5- 闭 的 双 阶 (0,1) 形式 w, 其 系数 为 对 变量 w; 为 -4 
次 齐 次 , 而 它 的 彭 罗 斯 变换 与 这 些 解 相 等 : F+ = 多 (w)， 


证 阴 . 由 所 给 出 的 形式 (24) 的 系数 和 D， 中 的 扭转 子 w 和 ww 利用 彭 罗斯 道 
变换 (19), 我 们 构造 函数 gj (w,v) = (2Z(w.v)),k = 1,2,3, 并 记 


1 


2 3 
一 一 Li 一 202V0V1 十 93v 25 
Ci Sa 


= 


[我 们 考虑 D,， 中 满足 A = wowvi 一 wivo 关 0). 现 引进 双 阶 (1,0) 的 微分 形式 


0 
Du 


w= 
更 本 


并 考虑 它 在 分 层 Ze 上 的 限制 , 即 令 v =v(w), 其 中 为 反对 合 映射 (20); 我 们 得 到 
了 A 上 的 (0,1) 形式 : 


(26) 
v=v(w) 
因为 (2 为 对 变量 Wj 的 -3 次 齐 次 函数 , 故 w 对 这 些 变量 是 -4 次 齐 次 的 . 形 
式 w 可 通过 EP3 的 局 部 坐标 表达 , 而 直接 但 相当 繁复 的 利用 复合 函数 gy 求 微 分 的 计 
算 证 明 , 如 果 Ft+ 为 麦克 斯 韦 方 程 的 解 , 则 它 在 D} 中 为 0- 闭 的 . 因此 , 形式 (26) 
满足 那些 加 在 定理 1 中 形式 w 的 条 件 . 
另外 , 在 直线 1 e Ze 上 由 公式 (13) 有 


0 au) 
wll 二 00 (- 节 a Co 11 37 dC 二 
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(我 们 在 (13) 中 只 写 下 了 对 沿 ! 的 积分 中 本 质 的 部 分 ). 我 们 在 这 里 对 (25) 中 函数 wo 
计算 导数 , 发 现在 圆 括号 里 的 表达 式 等 于 

sm 1 (96 500 _ 5100) 

A4™” A3 \Owo 1 Bs Ls : 
像 以 前 一 样 , A = wovi 一 wivo, 而 G = g1v? 一 2g2vovi 十 gs 局 . 利用 公式 (21) 计算 证 
明 , 当 vw = v(w) 时 在 后 面 的 那个 括 导 中 表达 式 等 于 零 . 并 且 
3 


EX = 二 
一 一 一 一 一 WA 十 2021oU1 十 ga ) 十- 
ew Sm 


,全 


沿 ; 的 积 分 下 系数 gk(w, he We 四 前 数 . 和 1 的 入 映 部 分 引进 岂 标 C = 1/uo， 
我 们 从 而 最 终 得 到 z 


(fi1 +2Cf2 +C fa)+ 


whwli = 


es he 
a SE 
把 它 代入 (16), 我 们 得 到 对 应 于 形式 (26) 的 麦克 斯 韦 形 式 6 的 系数 


kl rss 
jis) = at 


(EF) (LR 
CC Ps a 
f3 | 0 


在 此 出 现 的 积分 , 经 极 坐 标 下 的 初等 计算 , 当 上 = 1 时 , 由 对 称 性 知 只 有 第 一 个 积分 
非 零 , 当 == 妆 时, 则 内 有 第 二 个, 当 A=3 轩 ;内 有 第 二 个 积分 韭 雪 .十 是 找 们 发 现 
dC 人 EE lacAde _ [llde Ade 
I c (+II2)4 Je GE+II2)4 7 
从 而 及 = cf 对 上 = 1,2.3 对 应 同一 个 常数 c. 
因此 , 如 果 令 w = w(w)/c, 其 中 w(w) 在 (26) 中 有 定义 , 于 是 由 定理 1 知 形式 
w 和 任意 直线 1 € LE 将 对 应 于 一 个 与 所 给 解 F+ 相同 的 解 . 还 要 注意 , 在 闵可夫 斯 
基 的 区 域 Me 中 的 族 LE 的 直线 ! 对 应 于 也 中 的 点 , 因此 系数 六/c 和 fi 在 整 
个 集合 EE 上 重合 . 然而 这 些 系数 在 区 域 Ms 中 全 纯 , 但 E 复线 性 等 价 于 实 子 空间 
R4 C C4. 按 第 5 目的 唯一 性 定理 最 终 得 到 : 在 MY 中 处 处 有 fi = cf, 即 所 构造 的 
解 处 处 与 Ft+ 重合 . 口 


在 前 面 我 们 已 注意 到 , 如 果 形 式 w 光滑 地 延 拓 到 N 上 , 故 6 = 2(w) 为 麦克 
斯 韦 方程 在 实 闵可夫 斯 基 空 间 M 的 解 . 但 是 , 这 些 特别 得 到 的 并 不 是 在 M 上 全 部 
的 解 , 我 们 只 能 证 明 , 任何 这 样 的 解 可 以 通过 在 区 域 M$ 中 解 的 边界 值 (在 广泛 意义 
下 ) 案 过 ， 

在 第 52 目 中 我 们 将 继续 研究 麦克 斯 韦 方 程 , 并 将 引进 它们 的 解 的 积分 表示 , 这 
对 平 座 用 更 为 方便 
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86. 空间 C" 的 几何 

空间 Cn 的 几何 较 之 于 复 直 线 C 的 几何 更 加 丰富 , 而 我 们 从 描述 C” 的 子 流 形 
的 基本 类 型 作为 开端 , 它们 依 其 复 结 构 处 于 不 同 的 情况 . 

17. C”" 的 子 流 形 


实 余 维 1 的 子 流 形 ( 实 超 平面 ) 是 最 简单 的 . 在 它 目 身 每 点 的 邻 域 UV 中 , 这 个 
流 形 M 由 一 个 实 方程 给 出 : 


WE vw( 人 D0 (1) 
假设 o e C1(U), 及 向 量 
全 a 
We ( 守 pa 5 ) 2 
在 U 中 非 零 . 在 点 a 的 切 平面 (MM) 的 方程 有 形式 
en + yu — Bu) = 0, 
其 中 
ay + iBy = Qav. 
或 者 经 过 标准 变换 后 有 
J i 
2 人 2 (me ) (3) 
v=1 和 2 一 a 


因为 y 为 实 函数 , 故 22 -22 , 从 而 在 (3) 中 的 第 二 个 和 式 复 共 轮 于 第 一 个 
由 此 得 到 , 在 实 超 平面 T,(1M) 中 包含 了 复 超 平面 


(zu — av) = 0, (4) 


它 被 称 做 复 切 平面 并 以 符号 Te(M) 表示 . 
方程 (3) 和 (4) 重 写 为 
RESF ON = 0 (> Ow) 0 (5) 


因为 埃 尔 米 特 内 积 的 实 部 等 于 欧 几 里 得 内 积 , 则 由 (5) 的 第 一 个 方程 看 出 , 复 共 施 于 
Vay 的 向 量 no = yay 对 MM 为 法 向 量 ?. 我 们 还 注意 到 , 向 量 ;vap 实 正 交 于 问 量 


9 可 以 另外 的 解释 为 : 法 方向 ( 52， ,地 了， 了，… 32 】 < Rn 在 复 化 下 变化 为 向 量 
Op .90% Op 的 现 
人 ee 2 ) = RPec". 
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Yay (因为 Re (iTap, Tay) = 0), 从 而 属于 TCMD). 另外 , 由 (5) 的 第 二 个 方程 看 出 ， 
如 果 z e TE(M), 则 (z 一 a,iyap) = 0, 即 z 一 a 复 正 交 于 iowp. 如 果 按 法 方向 ne 
张 成 复 直 线 nt = {z 一 a = Xno, 和 EC}, 称 其 为 在 点 a 的 M 的 复 法 线 , 它 与 T,(MM) 
正好 交 于 问 量 iysw. 所 有 这 些 都 显示 在 图 19 上 . 


狼 | 19 


例题 . 
(1) 球面 5S = {ze C7 :|z|= R} 在 点 a 的 复 切 平面 具有 方程 


Dl a we er ye 


1 一 工 


因为 eB 二 站 娄 中 昼 翅 允 
(2) 以 齐 次 方程 Im(wowz + wiws) = 0 给 出 的 实 超 曲 面 N C EB (参看 第 13 目 ) 
在 区 域 Uo = {[w] € 3 : wo 关 0} 中 的 局 部 坐标 zw = w/wo 下 以 方程 


Zo 十 ZI123 一 Zo 一 212z3 二 0 
给 出 . 从 而 在 任意 点 ae N,Te(CV) 有 形 如 


Q3Z1 一 Z2 十 Qi123 十 Q2 二 0 


的 方程 . 
转 回 实 余 维 kk > 1 的 流 形 时 我 们 假定 它们 由 & 个 实 方程 局 部 给 出 : 
本 (6) 
并 且 在 U 处 处 有 
aoi 人 .人 do 0. (7) 


为 了 解释 最 后 这 个 条 件 的 意义 , 我 们 再 次 令 y, = zntv, 于 是 (7) 重 写 为 


0 ) 
De do 0 


2 ) 
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其 中 取 和 是 按照 指标 1,2,.… ,2n 的 定向 组 vy = (4,.… ,ww) 进行 . 由 此 显 见 , (7) 表 
示 了 条 阵 EE (1 二 14.…… ,kv 二 1.… ,2n) 的 秩 的 极 大 性 条 件 , 或 者 说 


O O 
rank ( 4 Ce | 一 天 = 


因此 , (7) 表达 了 向 量 yypi1,:… , VYx 的 实 线性 无 关 性 . 当 此 条 件 满足 时 , 由 实 
方程 组 

Re(z 一 0 Yaopi) = 三 0 ,Re(z—a,Vapk)=0 (8) 

在 每 点 ae MNMU 定义 的 切 平面 ZT,(M) 非 退 化 : 它 具 有 等 于 dimgM 的 维 数 mr = 
2n —k. 


复 切 平面 Te(M) 由 复方 程 组 
这 (9) 


定义 , 是 在 T,(M) 中 所 有 复 直 线 的 集合 , 它 也 可 定义 为 交集 元 (MD) 作 iT,(M), 其 中 
iT,(2M) 理解 为 向 量 i(z 一 a) 的 集合 , 其 中 > e T,(2M) 为 任意 . 不 同 于 区 (MD), Te(MM) 
的 实 维 数 可 能 有 差别 . 
特别 , 如 果 在 UV 中 
OP1 人 N\:+- 人 人 Opr #0, (10) 


则 rank (2 -大 且 向 量 D1,... ,Dx 为 复线 性 无 关 . 于 是 , 如 在 (9) 中 看 到 的 ， 
T°(M ) 的 复 维 数 等 于 nn 一 而 它 的 实 维 数 2n 一 2k < mm: eh > n 时 这 个 维 数 等 于 


但 是 有 可 能 向 量 yy; 实 线性 无 关 , 而 却 复线 性 相关 ( 即 满足 条 件 (7) 却 不 满足 
10)). 这 时 dimnTe(MT) 可 能 大 于 2n 一 2k, 而 在 某 些 情形 下 甚至 达到 2n 一 kk = dimpM. 


例题 (3)， 考虑 在 C2 中 两 个 实 二 维 平面 Ii = {zi =z} 和 Il2= {21 =z2}. 它 
们 各 目 由 一 对 实 方程 所 摘 述 : 


用 1 二 下 0 二 人 人 oo:0 有 ES 


在 第 一 种 情形 , pi = (1/2, -1/2) 和 本 pz = (i/2,i/2) 复线 性 无 关 且 dimR7Te(Ii) = 
0. 而 在 第 二 种 情形 , 向 量 yp1 = (1/2,1/2) 和 yp2 = (i/2,i/2) 为 实 线性 无 关 而 复线 
性 相关 , 且 dimg (TI2) = 2. 


切 平面 T(M) 和 复 切 平面 Te(M) 维 数 的 差 刻画 了 相对 于 Cn” 复 结构 的 子 流 形 
不 同位 置 的 特性 . 我 们 列 出 这 些 子 流 形 中 最 重要 的 类 型 . 

(1) 复 流 形 . 如 同 在 1900 年 由 列 维 一 齐 维 塔 (Levi-Civita) 所 证 明 的 , 这 种 情况 
志 T(M) 和 7Te(M) 的 维 数 的 相等 性 质 作 出 了 特征 刻画 . 
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定理 1. 对 C1 类 的 流 形 Mc Cn 在 每 点 ze M 有 


T,(M) = TE(M) (11) 
当 目 仅 当 唐 为 复 流 形 

证 明 . 设 流 形 M 其 复 结构 局 部 地 由 及 (z) = … = f(z) = 0 给 出 , 其 中 函数 
人 在 邻 域 UV 3 a 中 全 纯 , 并 在 其 中 rank (3 人 E) = 大 令 po = 3(fs + 到),petn = 
(J 一 天),h = 1… ,我 们 便 以 实 方程 Pr = … = pz = 0 给 出 了 MU. 因为 


ypktn 二 iyPpn, 故而 曲面 {wj, = 0} 的 切 平面 和 曲面 fpok+w = 0} 的 切 平面 的 交 是 
个 复 超 平面 . 所 以 所 有 超 曲面 {yp,, = 0},n = 1,… ,2k 的 切 平面 的 交 T(M) 也 就 是 
复 平面 . 

反之 , 设 TL(M) = Te(M), 其 中 ze M 为 任意 点 . 固定 一 个 点 a € M, 不 失 
一 般 性 可 设 a = 0, 且 Tb(M) 与 在 坐标 'z = (zi1,… ,zm) 下 的 Cm 相等 . 根据 隐 函 
数 定理 在 0 的 邻 域 中 流 形 M 由 方程 组 z, = f(z) 给 出 , 其 中 =m 十 1…,n, 
而 fi 为 C1 类 复 函 数 . 只 需 证 明 f,, 对 每 个 单独 的 变量 为 全 纯 即 可 . 因此 我 们 以 
Ce 代表 2 8 中 任 写 一 个 并 光志 实 二 维和 而 SO F(R 向 mm 
ww (wi ). 0 ER HIT 


ol 本 0 
PE 3 we 让 0 这 
Om 然而 此 切 平面 是 条 复 直 线 (因为 它 是 T(M) 和 通过 点 Go 的 复 平 面 的 交 ), 故而 
一 = 二 0. 0 
OC 


* 证 明 , C1 类 映射 f : D 一 C” 在 区 域 D C C” 全 纯 当 且 仅 当 它 的 图 像 {(z, f(z)) € 
Cm”" ; z € D} 为 复 流 形 . 米 


(2) 极 大 复 流 形 . 这 是 那样 的 流 形 M, 在 每 点 z 的 T,(M) 和 Te(MM) 的 实 维 数 
相差 1 (因此 dimRA1 为 奇数 ). 如 像 前 面 所 看 到 的 , 实 的 超 平面 , 特别 是 C" 中 区 域 
的 边界 当 它 是 C1 类 时 属于 这 个 类 . 因为 m 维 复 流 形 局 部 可 看 为 Cm 中 的 区 域 , 故 
而 对 于 C” 中 复 子 流 形 上 区 域 的 边界 这 也 是 对 的 . 

粗略 地 说 , 这 些 穷竭 了 极 大 复 流 形 的 类 : 不 久 前 , R. 哈 维 (Harvey) 和 B. 劳 森 
(Lawson) 证 明了 , 在 C" 中 任意 极 大 复 闭 链 ( 即 无 边界 的 流 形 ) 可 作为 某 个 流 形 的 边 
界 , 但 它 可 能 带 有 奇 点 1. 

“这 时 假定 了 闭 链 维 数 m > 1; 在 m = 1 ( 实 曲线 ) 的 情形 极 大 复 的 条 件 是 平凡 的 , 而 以 其 他 的 
一 些 条 件 替 换 . 见 R. Harvey Holomorphic chains and their boundaries, Several Complex Variables， 


Proc. Sympos. Pure Math., Vol. 30, Part 1, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1977, pp. 309 一 
382. 
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* 证 明 , a) 极 大 复 恨 一 线性 子 空间 L CC” 是 在 其 复线 性 包 歼 十 证 中 的 实 超 平面 ; b) 极 大 
复 流 形 AM 局 部 地 在 点 a € M 的 邻 域 中 相互 一 一 地 投射 到 1%,(2M) 的 复线 性 包 中 的 实 超 平面 . 光 


(3) 全 实 流 形 . 这 是 那样 的 流 形 MM, 在 它 的 每 点 z, 它 的 复 平面 Te(M) = 0. 容 
易 看 出 , 对 这 样 的 流 形 其 实 维 数 m < n. 事实 上 , 在 点 a 的 邻 域 UV 中 我 们 以 方程 组 
(6) 给 出 M, 其 中 天 = 2n 一 m. 如果 mm > nn, 则 上 <n, 从 而 定义 了 Te(M) 的 线性 方 
程 组 (9) 的 秩 小 于 n, 即 这 个 方程 组 具有 非 零 解 z 一 a, 就 是 说 , Te(M) 尖 0. 
当 mm 二 n, 则 此 方程 组 的 秩 不 超过 n, 且 等 于 ” 当 且 仅 当 癌 量 了 wp1,:… ,Von 为 
复 无 关 , 即 满 足 条 件 
Bol 入 .和 ABpn #0 (12) 


参照 (10)). 因此 当 m = n 时 这 个 条 件 特 征 描 述 了 全 实 流 形 . 
sR 人 作 

全 实 流 形 的 例子 . 在 第 一 种 情形 T(R") = Rn 显然 并 不 包含 复 直线 , 在 第 二 个 例子 中 

IT™ 由 方程 py(2z) = 纪 弓 一 1 (v = 1,… ,7) 给 出 , 并 且 向 量 Vy, 三 又 为 复线 性 无 关 . 


* 证 明 , a) C” 中 的 任意 平面 都 是 复 平面 和 全 实 平面 的 和 ; b) 如 果 在 点 a EL 的 邻 域 U 中 
在 点 a 有 0f/8z 关 0, 则 图 像 {(z, f(z)) EC : z EU CC} 为 完全 实 流 形 . 炒 


(4) 生成 流 形 . 这 是 那样 的 流 形 M, 在 它 的 每 点 z 的 到 (MD) 的 基 问 量 的 复线 性 
包 等 同 于 整个 空间 C7. 设 M 的 实 维 数 等 于 m; 像 前 面 那样 局 部 地 由 上 = 2 一 mm 的 
方程 组 (6) 给 出 它 , 则 我 们 看 出 , 它 为 生成 流 形 当 且 仅 当 方程 组 (9) 的 秩 为 极 大 (等 
于 大 六 事 实 上 , 如 果 这 个 秩 等 于 之 则 ditaeT(M) = mm = 一 ,于 是 我 们 
可 选取 T,(1M) 的 基 使 它 前 2m' 个 问 量 属 于 TC(M). 因为 这 些 向 量 的 复线 性 包 不 由 
Ts(M) 之 外 得 到 , 而 那些 其 余 的 一 21 个 回 量 将 其 实 维 数 加 倍 , 于 是 T,(1M) 中 全 
部 基 回 量 的 复线 性 包 的 维 数 等 于 mm/' 十 m 一 2m =m 一 m' = 人 一 (一 太 ). 因此 , 这 个 
包 正 好 在 k' = 时 与 C7 重合 . 

如 同上 面 所 指出 的 , 方程 组 (9) 的 极 大 秩 条 件 是 问 量 Vy, 为 复线 性 无 关 , 即 
(10) 是 流 形 M 为 生成 流 形 的 条 件 . 显然 对 于 生成 流 形 有 m > n. 特别 , 所 有 实 超 平 
面 是 生成 流 形 . 当 m = n 时 , 由 (12) 看 出 , 生成 流 形 与 全 实 流 形 相同 . 


* 证 明 , 生成 流 形 可 如 此 刻画 , 即 它 的 任 一 点 的 切 平面 不 包含 在 任 一 个 复 超 平面 中 . * 


18. 维尔 丁 格 (Wirtinger) 定理 


我 们 记得 在 线性 代数 中 , 称 从 C"” x C" 到 C 的 映射 为 C* 上 的 埃 尔 米 特 形 式 
h(uw,u) 是 说 , 它 对 第 一 个 向 量 是 复线 性 的 , 并 满足 埃 尔 米 特 对 称 性 h(w,v) = h(v,) 
(因而 对 第 二 个 癌 量 为 反 线性 的 ). 如 果 令 h = g 十 if, 则 满足 关系 式 g(v,w) = g(w,%) 
和 Fu,uw) = 一 f(u,v), 因而 g = Re 上 h 为 对 称 的 而 f = Imh 为 反对 称 的 形式 . 
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设 e1,… ,er 为 空间 C" 的 基 ,v = Co(u)er 为 * 在 此 基 下 的 展 式 : 设 对 "也 
写 出 这 样 的 展 式 . 在 这 个 基 下 的 埃 尔 米 特 形式 可 表示 为 


l= i WN (1) 
4,v=1 
其 中 hy 主 和 (2 从 而 硕 = hy 便衣 主 (A 加 的 埃 条 六 村 答 阵 . 将 了 下 分 出 
其 实 部 和 炭 部 ;我们 邻 局, 二 如 二 in 让 = 全 和 二 和 ih 既 简 单 变 
换 后 我 们 得 到 
2n On 
a Re oe f= me (2) 
1 一 让 /大 三 并 


其 中 实 和 矩阵 1 (gpw) 和 ss (Ry 分 别 是 对 称 和 反对 称 的 (gpw 一 Yupn) fuw 二 —fu). 
设 hh 为 正 形式 , 即 形式 REE 人 为 正定 和 侍 介 地 8 重 | 笑 (RB) 为 正定 . 
于 是 这 个 形式 给 出 了 C" 中 的 埃 尔 米 特 内 积 (w,v) = h(w,v), 如 果 我 们 将 它们 看 成 
R27 中 的 向 量 , 则 形式 g = Re h 为 u 和 w 的 黎 曼 内 积 . 特别 , 在 Cn 的 标准 基 下 , 标 
准 的 埃 尔 米 特 形式 
a 3) 
v=1 


而 它 的 实 部 和 虚 部 分 别 为 
g(u, ov) = Deo) + woo)) 
JW A (9) — zu (WY (v)) 这 
(我 们 设 z= zy 十 训 ). 这 些 公式 与 第 1 目 中 关于 内 积 (w,v) 的 公式 一 致 
每 个 正 形式 h 在 基 {er} 及 微分 {dé,} 的 对 偶 基 2 下 对 应 了 埃 尔 米 特 度量 形式 


h = > dd (5) 
Np 
特别 地 , Cn 的 标准 度量 形式 为 
h = Y、 5 (6) 
Bl 
从 而 
h(u, vu) = g(u, u) = dz = (7) 


”这 表明 di.(er) 二 5 这 是 克 罗 内 克 符 号 . 
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对 于 积分 和 其 他 的 分 析 运 算 , 把 埃 尔 米 特 形式 (5) 换 成 相应 的 微分 形式 是 比较 
方便 的 . 可 以 这 样 做 : 通常 微分 的 乘积 被 换 成 外 积 并 引入 因子 i/2: 


,到 了 DD ha (5) 


Lv=1 


其 乘积 因子 保证 了 形式 h 为 实 的 . 事实 上 , dj 和 dj = 一 2idéj 人 dr 而 系数 hy 
由 埃 尔 米 特性 质 知 为 实 的 , 故 形 如 > hyuds 人 din, 的 所 有 项 都 是 实 的 . 而 其 他 的 项 为 
实 的 原因 在 于 当 py 关 wv 时 , 和 Pd 和 di 十 hydtu 人 dl 为 纯 虚 的 9. 

特别 地 , 标准 埃 尔 米 特 形式 (6) 对 应 于 微分 形式 


人 全、 
三 = 5 > 2 一 568|z| ， (6 ) 
其 中 jzj? = 裤 z 丈 为 欧 几 里 得 平方 模 . 为 今后 书写 方便 我 们 与 通常 算 子 
2 0 O 
0 2 Ca 站 | 


0 


I 0 
Ai 4 


o 


eh @ do (8) 


这 两 个 算 子 在 下 述 意义 下 是 实 的 , 即将 其 用 于 实 函 数 时 给 出 了 实 的 结果 . 这 两 个 算 
和 和合 


dl = (0+ 加 二 二 -= 58 (9) 
故而 度量 微分 形式 (6) 可 重 写 为 形式 2 
%0 一 dac|z| (10) 


洲 1. 证 明 , 如 果 ww = Re f,v = Im y 为 共 斩 多 重 调 和 函 数 , 则 dcv = 了 du 
2. 当 n = 1 时 , 由 题 1 推导 出 de nl|z| = sdarg z. A* 


0 这 里 对 形式 的 实 性 质 理解 为 经 变换 后 它们 可 化 为 实 微分 形式 dé&j, 带 实 系数 的 组 合 . 
>) 在 前 面 的 计算 中 我 们 利用 了 


w 3 
OE = 一 -一 一 :一 -一 dz dy )， 
2 (元 i )( 0% 


-| 0 0 
0 一 了 a 一 一 一 d ?py id vjs 
; 》 (元 a 3 “ ) 


二 有 关系 起 六 三 下 -60 460 = 0M a 
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形式 wo 的 双 阶 为 (1,1), 故 可 对 它 沿 实 二 维 流 形 积分 , 而 可 对 它 的 外 村 om = 
po 八 … 人 go (m 重 ) 沿 2m 维 流 形 积分 . 似乎 自然 地 是 , 对 于 这 些 形式 的 积分 给 出 了 
流 形 的 体积 , 然而 在 一 般 情形 下 并 非 如 此 . 例如 , 在 C? 中 实 二 维 平面 {z1 = 丈 } 有 
dzl 入 d 玉 = 一 dz2 入 dz 从 而 在 其 上 wo = 0, 因此 不 可 能 量度 体积 . 

原来 , 形式 pr 量度 了 m 维 复 流 形 的 体积 , 而 对 其 他 实 2m 维 流 形 则 给 出 了 小 
于 其 体积 的 值 . 这 个 事实 为 维尔 丁 格 在 1936 年 所 证 明 . 


定理 1. 设 M CcC C" 为 具 实 维 数 2m 的 C1 类 流 形 . 这 个 流 形 的 体积 . 
l 7 
va mz) (11) 
另外 这 里 的 等 式 成 立 当 且 仅 当 M 为 复 m 维 流 形 . 


证 明 . 只 需 对 在 任意 点 ze M 对 体积 元 了 去 证 明 此 不 等 式 即 可 , 这 时 它 具 有 
形式 


I 


7z-(M) 
因此 不 失 一 般 性 可 以 用 切 平面 ZT.(M) = 了 全 代替 M 并 将 其 看 成 是 Cn 的 2m 维 的 实 
El 

在 了 中 我 们 选取 实 线 性 无 关 问 量 z!l)… ,zm ,wl,… ,w”", 它们 对 jv = 1,…， 
m 满足 关系 


人 13 
HL yon 


其 中 的 括号 代表 了 在 C" 中 的 标准 埃 尔 米 特 内 积 , 6 为 殉 罗 内 克 符 号 , 而 oy 为 实 
数 . 可 以 如 下 来 实现 这 个 选取 . 首先 在 了 中 选取 基 el,… ,e2™", 它们 在 欧 几 里 得 度 
量 下 为 法 正 交 ; 对 于 它们 有 (e*,e*) = 1 和 Re (er*,e*) = 0, 其 中 以 关 v. 描述 工 中 向 
量 的 埃 尔 米 特 内 积 虚 部 的 斜 对 称 和 矩阵 , 用 了 的 正 交 变换 ( 即 不 破坏 其 法 正 交 性 ), 使 
其 变 为 这 样 的 形状 , 即 其 次 对 角 线 上 为 块 矩 阵 


0 Qi 
? 1 
二 全 0 


而 其 余部 分 的 分 量 都 为 零 人 . 我 们 以 zl ul ,zu 记 {er} 在 这 个 变换 下 的 像 . 
在 此 新 坐标 下 除了 在 1 关 v 时 的 法 正 交 条 件 仍旧 为 


全 


1 为 了 在 这 个 证 明 中 具有 几何 直观 性 , 我 们 简单 地 把 坐标 的 微分 理解 为 数 , 而 它们 的 外 积 就 像 
通常 的 带 有 符号 的 乘积 , 而 它 依赖 于 因子 的 次 序 . 一 个 形式 的 、 无 懈 可 击 的 本 定理 的 证 明 参 看 臂 
如 哈 维 的 文章 ; 见 在 “ 极 大 复 流 形 ” 下 面 的 脚注 . 

2) 参 看 Maltsev (马尔 采 夫 ) 的 《线性 代数 基础 》, 有 中 译本 . 
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外 , 而 当 jy =v 时 , 由 公式 (2) 我 们 有 
a 


(其 中 f2n—1,2n p= on 一 Qy) 人 多 = é€2 (WwW) -== 人 六 而 其 余 的 坐标 2 和 wr 
等 于 0). 因此 所 有 的 关系 (13) 都 已 满足 
在 所 选 的 基 下 , 问 量 dz eT 可 表示 为 


人 ye Fdniw”), (14) 
| 
其 中 gdé&, 和 dn, 为 实 微分 . 由 于 基 的 法 正 交 性 , 由 癌 量 dé&,zt, dnjywr (4 = 1,:… ,7m) 
张 成 的 平行 多 面体 的 体积 等 于 


ES Idé1dm1 i démdnim|- (15) 


因为 要 do Ad 可 以 表示 为 行 向 量 (dz)' (这 里 的 “/” 表 示 转 置 ) 与 列 向 量 d5 
的 外 积 , 故 考虑 到 (14) 时 , 形式 wo 在 T 上 的 限制 有 
wpolT = ;> (dE32 十 dmawr) 入 y (de az + dnviw”) 
| 


= a 


LL,v=1 
0 


从 (14) 中 分 离 出 坐标 
Ge Dt + dnwt), k=1,...,m 


也 可 以 得 到 同一 个 结果 ， 并 将 其 代入 到 PO 的 表达 式 中 : 


a Ln (Det + dnuwt) A >》 (dv 或 十 om 


大 三 并 vv 二 1 


LA ?2 ?2 
2 Ly 一-Z/ 
{ss 和信 dts 》 砍 趟 + dé A dn 》 zk+ 


v= 二 1 k=1 k=1 


dn 人 \ dév > wr Zr + dn NM dnv > vot L 


k=1 
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因此 , 考虑 到 关系 (13) 以 及 相同 微分 形式 的 外 积 等 于 0, 我 们 得 到 


人 
polr = 了 > dé A dl(27, wr) — (ww, zt)] 


LL=1 
一 一 > dé 和 dny. 
el 
计算 这 个 和 的 m 重 外 知 , 我 们 发 现 
20 eT . 
| = C1)" I ena AdnA A dém A dm 


Ze 
并 且 将 其 与 (15) 相 比 较 , 使 我 们 确信 为 了 证 明 不 等 式 (12) 只 需 证 明 对 所 有 1 = 
1,-…,m 有 |ay| < 1 即 可 . 

但 是 考虑 到 关系 式 (13), 它 直接 由 布 尼 亚 科 夫 斯 基 - 施 瓦 次 不 等 式 得 到 : 


[apl > WE < V 人 = 上 
等 号 成 立 当 且 仅 当 z 和 wr 成 复 比 例 , 即 wr = Az*, 其 中 有 某 个 Me C. 但 是 在 这 
时 由 zx 和 wr 张 成 的 实 二 维 平 面 是 条 复 直 线 , 而 (12) 中 等 式 成 立 当 且 仅 当 所 有 的 
Ilan| = 1, 即 了 为 复 n 维 平面 . 由 第 17 目的 定理 1 我 们 得 出 结论 说 , (11) 中 等 式 成 
立 当 且 仅 当 MXM 为 复 流 形 . 口 


注 ， 定理 中 的 断言 : 在 复 流 形 情形 中 , 形式 -198 给 出 其 体积 的 这 部 分 可 以 十 


分 简单 地 证 明 . 事实 上 , 形式 wo 对 于 空间 Cm 的 本 变换 不 变 , 这 是 因为 对 于 西 甜 阵 
有 U*U = 五, 就 是 说 , LT = 忆 , 从 而 如 果 dw = Udz, 则 


>》 du 入 dz = (dw) dw = (dz)'U’ AUdz 


攻 一 站 


s (WR 0402 (16) 


1 一 1 

因此 在 复 m 维 流 形 M 的 情形 可 以 认为 T,(M) = 了 与 变量 (z1,… ,zm) 的 平面 一 
样 . 于 是 _ 

polr = 了 0 A dz, 
以 及 
- oi = (5) da NO A -Na On 

A A A 

(我 们 再 次 利用 了 dz 和 dz, = 一 2idxj, 人 dy). 这 里 的 右 端 是 平面 了 的 体积 元 , 从 而 
(12) 中 的 等 式 得 证 . 
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由 维尔 丁 格 定理 可 推出 在 实 流 形 一 些 不 成 立 的 有 趣 的 几何 论断 . 它 基 于 的 事实 
是 , 看 作 复 流 形 的 体积 元 的 形式 为 


1 Nm 
0 了 入 (9 Ws 人 人 dz 入 dh ; (17) 
. J 
其 中 和 号 取 遍 由 数 1,2,… ,n 构成 的 所 有 的 有 序 组 J = (7 < … < jm)， 因 为 


dj Adz5 = dzj 人 dyj, 故 沿 M 对 此 和 中 具 指 标 J 本 = (7 思 … ,jm) 的 项 的 积分 给 出 


了 M 在 坐标 平面 (%,，… , zj) 上 投影 的 体积 (如 果 在 这 种 投射 下 M 中 几 个 点 映 
成 平面 中 一 个 点 , 则 应 计算 重 数 ). 因此 成 立 


推论 。m 维 复 流 形 M 的 体积 等 于 它 在 m 维 坐 标 平面 (z;,,… ,zj,,) 上 投影 的 
体积 之 和 , 其 中 广 ,… ,jm 为 由 数 1,… ,n 中 构成 的 有 序 组 . 


特别 , 复 曲 线 (m = 1) 的 面积 等 于 它 在 坐标 轴 z; 上 投影 的 面积 和 
由 维尔 丁 格 定理 还 得 出 了 复 流 形 的 一 个 重要 的 极 小 性 . 


定理 2， 设 闭 链 T 为 m 维 紧 复 流 形 M C Cn 的 边界 . 于 是 M 在 所 有 Cn 中 
具 边界 工 的 实 2m 维 子 流 形 中 具 极 小 体积 . 


证 明 . 根据 形式 yo 的 定义 和 微分 规则 (并 考虑 deo = 0) 有 
及 人 本 


因此 对 任意 边界 为 工 的 2m 维 实 子 流 形 N Cc C”, 由 维尔 丁 格 定理 和 斯 托 克 斯 公式 
有 


VolN> Al” 二 一 A Weel A 
男 一 方面 , 以 同样 的 论证 有 
a hea 人 A) BH 二 Vl 机 目 
我 们 注意 , 并 非 任意 具 2m - 1 实 维 数 的 财 链 都 可 以 作为 复 流 形 的 边界 : 例如 ， 
当 m > 1 时 , 它 应 该 是 个 极 大 复 流 形 (参看 第 17 目 ). 
19. 富 比 尼 - 施 图 迪 (Fubini-Study) 形式 及 其 相关 问题 
复 射 影 空间 P” 的 自然 度量 的 度量 形式 ( 富 比 尼 - 施 图 过 形式 ) 为 


(w, w) dw, dw) — (w, dw) (dw, ww 


ds hs 人 (1) 
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其 中 w = (wo,… ,wn) 为 齐 次 坐标 , 括号 表示 埃 尔 米 特 内 积 (参照 第 1 目的 公式 
(18)). 对 应 于 它 的 微分 形式 为 


(Ww 一 5 全 到 人 太古 SR i 祁 9 "Dowd, ) ) 


它 可 以 改写 成 形式 


| 
和 = ddceinlu| (2) 


(最 后 面 的 等 式 可 经 直接 计算 验证 ). 
因为 当 wo 关 0 时 函数 In|wol? = Inwo + Inzwo 为 调和 函数 , 故 dde ln|wol? = 
7051Inlwol? 一 0, 从 而 当 wo 0 时 有 
人 沪 
凡 |) 


于 是 , 在 P" 仿 射 部 分 , 即 它 的 标准 履 盖 的 区 域 Vo = C” 的 局 部 坐标 z= w/wo 下 ， 


dd° ln lwl* = dd° ln | 


而 三 动作 于 引信 (3) 


特别 地 , 若 ”= 1, 这 个 公式 有 形式 


1 > A 
2 (1 十 |z|?)2， 


并 且 w 与 C 上 的 球面 度量 形式 相同 : 富 比 尼 - 施 图 迪 度 量 就 是 球面 度量 的 高 维 
推广 . 


定理 1. 在 富 比 尼 - 施 图 迪 度 量 下 , 射影 空间 P” 的 体积 等 于 


a 四 


证 阴 . 因为 P* 的 无 穷 远 点 的 集合 的 实 余 维 为 2, 从 而 对 于 该 积分 没有 影响 , 故 
而 代替 p* 可 沿 C” 进行 积分 , 并 在 那里 以 公式 (3) 表示 w. 特别 当 n=1, 在 C 上 
引进 极 坐 标 (z = re2) 后 我 们 得 到 了 


U2 2 “mr 
如 = 2 | ti Ea | | (L+r2327 
在 n 为 任意 的 情形 , 将 (3) 改写 为 


2 (= dy 3 
(= 
2 (十 | 人 


和 05 in(1 十 zz) = (4) 
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(参照 (2)) 并 注意 到 形式 从 元 dzy 和 zdz 的 奇 次 外 帘 等 于 0, 在 简单 的 计算 后 
我 们 发 现 


ON nl (7 — 1)In 
(As | a 沁 QZ 一 一 一 一 一 一 一 2 和 人 dz .人 
-9 Le ITv 本 i De 


0 0 /0 | A/ 洒 es) 
Lv=1 


i\” nl 
= 人 CE Le PA (7) 
a 


rd7 
一 1 i I 一 一 
及 人 -人 (3) 人 dzr nd wf 4 取款 人 mw 


了 (n 一 So Ea 
= 一 Oz /0 
ie (3) (1+ [zl2)" a > 


考虑 到 (7), 我 们 注意 到 在 右 端 所 得 到 的 积分 不 同 于 (7) 之 处 只 是 左 问 把 原来 的 积分 
中 nn 换 作 n 一 1. 因此 , 重复 同一 方式 我 们 便 可 以 降低 第 次 直至 达到 在 (6) 中 被 计算 


的 积分 为 a ee 
本 2 CCZ1 | 
C0 ‘| 口 
让 CL 


由 于 这 个 结果 , 自然 地 引进 了 规范 富 比 尼 - 施 图 迪 形 式 & = ww 使 用 它 所 量度 
的 空间 pr 的 体积 为 1. 
考虑 C" 上 的 形式 


l L 2 
2 aerialaP = 1 (de AleF), 


zz . 
与 w 不 同 , 它 在 点 z = 0 有 奇 点 . 如 果 假 设 z = (zi,… ,zx) 为 P*-! 中 的 齐 次 坐 
标 , 则 它 是 这 个 空间 上 的 (规范 ) 富 比 尼 - 施 图 迪 形 式 . 所 以 , 形式 wo 实质 上 依赖 于 
n 一 1 个 变量 而 不 是 n 个 (例如 , 当 zi 关 0 时 依赖 于 zz/zi,:… ,zx/z1, 如 前 所 看 到 的 ， 
这 由 zi 关 0 时 dd° ln|zil? =0 得 到 ), 从 而 表明 其 外 突 在 z 关 0 时 有 w? = 0, 这 里 的 
wo 被 当 作 一 个 依赖 于 n 一 1 个 变量 的 (n,n) 双 阶 形式 . 

我 们 将 证 明 , 形式 wo 量度 了 Cn" 中 复 流 形 的 体积 密度 , 即 在 半径 为 7 的 球 中 流 
形 部 分 的 欧 几 里 得 体积 与 同一 半径 和 维 数 等 于 该 流 形 维 数 的 球 的 体积 的 比率 . 

定理 2. 设 M c Cn 为 维 数 为 m < 的 复 流 形 , 其 不 包含 点 z = 0, 而 B; = 
本 


1/ | Vo 
Wn 二 一 一 一 一 一 一 一 
MAMB 


Vr) (9) 
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其 中 Vi(7) = mmr2/mml 为 半径 为 > 的 m 维 复 球 的 体积 . 


证 了 明 . 因为 M 不 包含 z = 0, 于 是 在 左 并 积分 号 下 的 形式 没有 奇 反 , 从 而 可 应 
用 斯 托 克 斯 公式 , 有 


"| wo = -| A a 
MnB， A A 
SE -| 0 i A 
T JMns., 
其 中 S, = 9B, 为 球面 . 在 此 球面 上 dlz|? = 0, 这 表明 , 由 公式 (8), 在 其 上 有 wo = 
Zr ”而 因为 do 三 |/ 加 < 堵 


0 二 > cl >12 m—1 
有 “0 rmramn J Ap. 
再 次 对 右 端 积分 应 用 斯 托 克 斯 公式 , 然后 再 用 维尔 丁 格 定理 , 我 们 得 到 


| a A Oe 一 J. Oo al VOL (MET BS) 
MAS, MANB,. 
将 其 代入 前 一 个 公式 便 得 到 了 (9). 口 


我 们 在 这 里 引进 的 最 后 面 的 那个 形式 是 C" 中 的 2n 一 1 次 形式 : 

二 -dr a (10) 

像 wo 那样 , 它 在 z = 0 有 奇 点 , 而 当 z 关 0 时 其 微分 doo = wr = 0, 从 而 在 C" \ {0} 
中 为 闭 . 当 n= 1 时 , 令 z = re”, 我 们 发 现 

OO Se = ji 到 竺 2 


(11) 


即 等同 于 那个 可 用 来 计算 对 于 点 z = 0 的 闭 道 yc C\ {0} 的 指数 的 形式 . 我 们 将 证 
明 这 个 形式 对 于 任意 n 起 着 这 种 类 似 的 作用 . 

考虑 C*\ {0} 中 的 (2n 一 1) 维 闭 链 , 即 C* 中 的 一 个 (无 边界 的 ) 闭 的 实 超 曲 面 
并 且 不 包含 点 z = 0. 我 们 知道 , 第 2n 一 1 个 同调 群 2_1(C"\ {0},Z) = 0, 即 每 个 
这 样 的 闭 链 7 在 C"\ {0} 中 同调 于 球面 S, = {|z| = 7} 的 一 个 整数 倍 . 称 这 个 整数 
为 闭 链 Y 对 于 点 过 = 0 的 指数 . 

在 ?= 1 时 , 闭 道 y 的 指数 ( 即 其 绕 z = 0 的 旋转 次 数 ) 等 于 形式 oo = d0/(27) 
沿 > 的 积分 . 在 任意 ”时 成 立 相 似 的 结果 . 


定理 3。 对 于 点 z= 0 的 (2”- 1D 维 闭 链 y C C"\{0} 的 指数 等 于 


mdoy= /oo (12) 
Y 
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证 了 明 . 由 定义 , indoY 等 于 那样 的 整数 有, 使 得 7 在 C*\ {0} 中 同调 于 kS;, 即 
Yy 一 上 S; 为 一 个 2n 维 闭 链 T CC"\ {0} 的 边缘 . 因为 形式 co 在 C\ {0} 中 为 闭 , 故 


由 斯 托 克 斯 公式 有 
/mm 人 ma (13) 


| == ee 
S, Ts, 


因为 积分 下 的 形式 在 点 z = 0 的 奇异 性 , 故 在 这 里 不 能 应 用 斯 托 克 斯 公式 , 但 像 
在 前 面 的 定理 的 证 明 那 样 , 我 们 得 到 


1 1 
人 2 n—1 n 
00 三 一 一 一 A A 2 
ja MR 4 . hn 0 


现在 可 以 应 用 斯 托 克 斯 公式 ). 由 维尔 丁 格 定 理 , 右 端的 积分 等 于 n! Vol B, = rm2727， 
从 而 所 计算 的 积分 等 于 1, 并 由 (13) 得 到 了 


le el oo — k= 1 图 
人 /5S,. 


指数 的 概念 源 于 庞 加 莱 , 所 以 在 (10) 中 引进 的 形式 自然 被 称 为 庞 加 菜 形 式 . 


从 而 仍 需 进 行 计 算 


47.， 徐 车 


20. 黎 又 的 概念 


这 个 概念 是 出 现在 黎 曼 曲面 中 的 一 个 概念 在 拓扑 学 中 的 推广 (参看 卷 I 第 33 
目 ), 并 在 研究 非 一 一 映射 里 起 看 重要 的 作用 . 


定义 . 设 有 三 个 对 象 X, M 和 7, 其 中 X 和 M 为 道路 连通 的 豪 斯 多 夫 拓 扑 空 
间 , x : X 一 M 为 连续 映射 ; 称 这 个 三 元 组 为 一 个 履 又 是 说 , 如 果 对 任意 扣 pe M 
存在 它 的 邻 域 UC M 使 得 x-1(U) 同 胚 于 UV 和 某 个 离散 空间 的 乘积 , 并 且 如 果 
hp:n-1UVU) 二 Ux 万 为 这 个 同 肘 ,7':(p,ej 王 p 为 通常 的 投射 , 则 图 20 所 表示 的 图 
示 为 交换 , 即 对 任意 点 ze x-1(U) 有 


ne Ra (1) 


称 空间 X 为 履 肥 空间 或 简单 地 称 做 履 又 , 称 M 为 底 而 7 为 投射 , 称 点 pe M 的 
原 像 x-!(p) 为 纤维 . 该 图 示 中 的 交换 性 表明 , 同 胚 保持 了 纤维 : 对 任意 x € x!(p) 
有 x'oh(zx) = p, 即 对 所 有 这 样 的 x,h(x) = (p,ée) 的 第 一 个 坐标 都 相同 并 等 于 p ( 参 
看 图 20). 
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h 


p> > 
= |s 
Se 一 一 一 一 / 


图 20 


由 覆 仅 的 定义 得 出 , 开 集 合 r-L(D) 分 解 为 不 相交 开 集 LU- = h-i(U x e),e EE 
的 并 , 称 其 为 0 的 一 个 提升 . 限制 zs。 为 同 胚 , 并 且 对 任意 覆 侠 , 投射 + : X -1 
为 局 部 同 胚 . 

如 果 X 和 MM 为 复 流 形 , 而 x :六 一 MM 为 全 纯 上 映射, 则 称 此 用 车 为 全 纯 的 . 

初等 单 复 变 函数 给 出 了 平面 区 域 的 全 纯 履 锥 的 简单 例子 . 于 是 , 对 于 目 然 数 mn， 
f(z) = zm 用 圆 环 X = {Yr < |z| < 1/mVr} 定义 圆 环 Mr = { < lwl < 避 I 
谷 f :X 一 MA; 这 个 覆 堆 的 纤维 f-1(w) 由 m 个 点 即 w 的 m 次 根 组 成 . 类 似 地 ， 
函数 f(z) = cz 定义 了 这 同一 个 贺 环 M, 用 带 状 域 {ln r < Re w < In = 上 的 柳生 , 其 


纤维 广 !(w) 由 数 Ln w= ln w+ 2kni (k= 0,+tl1,:…:) 的 可 数 集 构成 . 

在 图 21 中 表明 , 如 何 用 黎 曼 曲面 来 表示 这 些 履 鸽 . 在 函数 f(z) = z 的 情形 还 
需要 把 黎 曼 面 上 的 带 的 端 线 粘 合 (它们 以 虚线 表示 ), 而 在 f(z) = ez 的 情形 表示 带 
的 两 端 无 限制 地 缠绕 . 在 此 表示 中 映射 f 变 成 通常 的 投 喘 . 


C= 


图 21 


当 7 -0 时 , 第 一 个 例子 给 出 了 覆 堆 f :C 一 C;, 其 中 C, = C\ {0}, 而 第 二 个 
为 C 一 C,, 另外 它们 中 第 一 个 的 纤维 为 有 限 点 集 而 第 二 个 的 为 可 数 的 点 集 . 与 多 复 
变 函 数 相 关 的 有 覆盖 的 例子 将 在 下 一 章 考 察 . 

我 们 现在 着 手 讨论 在 履 准 中 道路 的 提升 问题 , 另外 为 简单 起 见 , 我 们 限制 所 有 的 
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道路 均 为 线段 工 = [0,]] 的 参数 化 . 称 7 :了 一 M 在 窗 营 7 :一 M 下 被 提升 是 说 ， 
如 打 存 在 道路 了 :7 一 X 使 得 ro7=7?Y( 于 是 说 ,了 是 7 的 提升 , 而 Y 是 了 的 投影 ). 


定理 1， 对 任意 覆 玲 x : X 一 M. 任意 道路 y :工人 一 1 均 可 提升 为 道路 
3y: 了 了 一 和 X, 并 且 在 给 定 起 点 3(0) 时 这 个 提升 是 唯一 的 . 


证 明 . 唯一 性 : 同一 条 道路 7 的 两 个 提升 尔 , 和 3% 或 者 不 相交 或 者 重合 . 事实 上 ， 
集合 瑟 ={er: 让 三 六 人 在 工 中 为 开 , 这 是 因为 ro 六 = To 和 人, 而 7 为 局 
部 同 胚 . 但 是 它 也 是 闭 的 , 这 是 由 于 EF' = I\E 为 开 : 对 于 te BE', 点 和 有 (to0) 天 区 (to)， 
并 由 X 的 豪 斯 多 夫 性 质 , 存在 不 相交 的 邻 域 V' 3 庆 (to) 和 U” 3 和 和 (to), 使 它们 投影 
到 同一 个 邻 域 UV 中 , 从 而 在 to 的 某 个 邻 域 中 有 有 (人 关 和 和 (t). 因此, 万 或 与 重合 

存在 性 : 因为 对 每 个 点 y(to) 存在 开 集 U 使 得 x-1(U) 分 解 为 开 集 , 其 经 r 同 
肚 于 U, 故 > 的 局 部 提升 由 履 嫩 的 定义 所 保证 . 由 7(7) 的 紧 性 , 它 可 被 M 中 有 
限 个 邻 域 所 覆盖 , 其 中 每 一 个 均 可 提升 , 剩 下 来 的 事 只 要 粘 合 上 这 有 限 段 的 道路 即 
兽人 -也 


推论 ， 禾 闪 x :六 一 MY 的 所 有 纤维 r-l(p),pe M 有 相同 的 基数 . 


证 明 . 设 p,q eM,7Y :I 一 MM 为 从 p 到 4g 的 道路 ( 因 M 的 道路 连通 性 , 故 存 
在 这 样 的 路 径 ). 我 们 来 构造 映射 p : -1(p) 一 -1(gq), 它 把 每 个 反 Ze x!(p) 市 到 
起 点 为 x 的 y 提升 的 终点 y = 庆 (1) (由 定理 1 这 个 提升 是 唯一 确定 的 .) 由 定理 1 
映射 yy 为 单 的 (相互 一 一 的 ). 但 是 因为 由 同一 定理 知 , 对 每 个 点 yo € x-!1(q) 可 构 
造 唯一 的 道路 y-1(t) = 3Y(1- (从 gg 到 站 以 wo 为 起 点 的 提升 , 故 它 也 是 满 的 (到 
A-1(q) 上 ); 如 果 z 为 这 个 提升 的 终点 , 则 元 (1) = yo. 因此 集合 7-1(p) 和 x-1(gq) 有 
相间 基数 口 


称 任意 纤维 x-!(p) 的 基数 为 覆 惟 T:X 和 一 M 的 重 数 . 

我 们 记得 , 称 两 条 具 公 共 端 点 Da 的 道路 yo 和 wy1 :了 一 M 为 在 M 中 同 伦 是 
说 ， 如 果 存 在 一 个 连续 映射 Y:IxI— NM 使 得 yO = TO YL ts 其 中 
所 有 的 te TT, 且 >y(s,0) = wp,7Y(s,1) =g 对 所 有 se 了 成 立 (参看 卷 IT 第 17 目 ). 


定理 2 ( 单 值 化 )。 如 果 具 共同 端点 p 和 g 的 道路 yo 和 my 在 M 中 同 伦 , 则 
它们 在 覆 登 r : X 一 M 下 的 具 共 同 起 点 的 提升 如 和 六 有 公共 的 终点 且 在 关中 
同 伦 . 


证 了 明 . 设 Y:ITxI 一 MM 为 m% 和 的 同 伦 . 对 固定 的 se 7 违 路 y= 7Y(s,t): 
7 一 M, 依 定理 1, 以 唯一 的 方式 被 提升 到 以 x 为 起 点 的 道路 和 = 3(s,)j， 映射 
了 : (s,t) 号 3(s 信 在 了 x7 上 为 连续 , 这 是 因为 局 部 地 Y(s,t) = 7-10o7Y(s,t), 而- 
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和 7 连续 . 函数 57(s,1) 作为 (在 集合 r-1(q) 中 ) 取 离 敬 值 的 连续 函数 是 个 党 值 函 数 ， 
于 是 所 有 3, 具有 公共 端点 . 最 后 , 3(0,t) = 和 %%(t),(1,t) = 庆 (t), 即 祁 建立 了 道路 0 
入 间 在 X 中 的 同 伦 ， 口 


推论 。 如 果 空 间 M 是 单 连 通 的 ( 即 任 意 两 条 具 公 共 端 点 的 道路 同 伦 ), 则 任意 
履 铸 T:X MM 的 重 数 为 1. 


证 了 明 . 设 某 个 纤维 x-1(q) 包含 了 两 个 不 同 的 点 y 和 yw. 取 点 x €E XX, 并 由 六 
的 道路 连通 性 , 以 道路 有 0 和 浪 分 别 从 zx 连接 多 和 (图 22). 设 %g=xoN 和 和 
yi 二 Xo 庆 和， 它们 为 在 M 中 连接 点 p = r(z) 和 gq = 7(y) = (ww) 的 道路 , 而 和 
入 则 是 它们 以 zx 为 起 点 的 提升 . 因为 M 的 单 连通 性 ,yo 和 和 同 伦 , 从 而 根据 定 
理 2, 它们 的 提升 的 终点 y = 布 (1) 和 wy’ = 有 (1) 重合 . 因为 我 们 设 y' 关 y”, 故 刻 
入 .- 国 


图 22 


如 果 覆 又 x : XX 一 M 的 像 M = rr(X) 为 单 连通 , 那么 根据 这 个 引 理 ,在 M 上 
定义 了 反 函 数 x-!(p). 因此 它 推广 了 经 典 的 单 值 性 定理 ( 卷 二 第 28 目 ). 

21. 基本 群 与 覆 倒 

在 这 里 我 们 以 符号 “~ ”代表 道路 间 的 同 伦 , 而 M 为 道路 连通 的 肾 斯 多 夫 空 间 . 
回忆 某 些 定义 : 任意 道路 a 和 8 :7 一 M, 其 中 a(1) = 6(0), 称道 路 


1 
aa 人 = a 和 i | z (1) 
B= DD We Bd ; 


为 a 和 6 的 乘积 道路 , 称道 路 e(t) = 常 值 为 点 道路 , 而 称道 路 a-1(t) = a(1 一 注 为 
道路 a 的 北 . 

固定 一 点 pe M 并 考虑 M 上 闭 的 道路 (闭路 ) 的 集合 , 这 些 道路 的 起 点 和 终 扩 
都 与 p 重合 . 闭路 的 同 伦 是 个 等 价 关系 , 从 而 我 们 可 以 依照 这 个 关系 把 所 考虑 道路 
分 成 等 价 类 , 称 其 为 同 伦 等 价 类 . 我 们 以 a 记 包 含 闭路 a 的 等 价 类 . 
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我 们 称 包含 乘积 ?a6 的 类 为 类 a 和 6B 的 乘积 , 记 为 aB, 这 里 的 a6 为 这 些 
类 中 任意 代表 元 的 乘积 (a € a, 6 e B). 这 个 定义 是 合理 的 , 即 它 不 依赖 于 代表 元 的 
选取 ， 这 是 因为 如 果 人 OU” Q1, Po 全 oO 则 QoPo 人 Qi01; 闭路 QoPo 和 QD1 的 同 伦 显 
然 由 函数 
Qa(s, 2t), te 0,3 | ,SEL, 
2 
7(s,t) = 


1 
bl(s, 2t — 1), | 


给 出 , 其 中 a(s,t) 和 6B(s,t) 分 别 为 建立 同 伦 ao ~ al 和 fo ~ Bi 的 函数 . 


定理 1， 起 点 和 终点 为 p 的 M 上 闭路 的 同 伦 类 的 集合 (Mp) 在 类 的 乘积 运 
算 下 构成 一 个 群 


证 明 . . 我们 以 e 表示 同 伦 于 零 ( 即 同 伦 于 点 闭路 c(t) = p) 的 闭路 类 . 对 任意 类 
a € NAi(1M,p) 积 we = a, 这 是 因为 如 果 a e a, 则 积 as ~ a. 事实 上 , 由 道路 乘积 的 
定义 (1) 
Q(2t), te Io, | 
Ge(t) = 
Ql(1) 一 Ce Be 》 
而 这 条 道路 与 道路 a 间 的 同 伦 由 函数 y(s,t) = alst + (1 一 s)7(t)] 实现 ， 其 中 当 
te lo, > 时 7(t) = 2t, 而 当 te Sl 时 7(t) = 1. 因此 e 为 ni(M,p) 的 中 性 元 
(单位 元 ). 
另外 , 对 于 类 a e zi (1M,p), 我 们 以 a-! 表示 同 伦 于 某 个 闭路 a-! 的 类 , 其 中 的 
a € Qa; 这 个 表示 是 合理 的 , 因为 a ~ 6 全 ar1~p-1 (如 果 xy(s,t) 是 第 一 个 同 伦 的 


实现 , 则 xy(s, 1 一 +) 是 第 二 个 的 同 伦 实现 ). 于 是 对 任意 的 a ern(M.p) 有 aa- := e， 
其 理由 是 , 对 ae a 按 定义 (1) 有 


aQ(2t), te lo, | . 
(人 三 
oa '(2t—1)=al2(1 —t), te a , 
而 函数 
1 
al|2(1 — s)t], te lo, | ,SEL, 
TY(8;t) -3 


? Se 1 


ps 
| 


J 
建立 了 Qa-1 与 点 道路 a(t) = a(0) 之 间 的 同 伦 . 
1) 起 点 和 终点 为 bp 的 任何 闭路 之 间 可 以 相 乘 . 
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最 后 , 类 之 间 的 乘积 是 结合 的 ( 即 a . BY = a6B .>), 这 是 因为 闭路 的 乘积 
a 虹 证 lo, | 
Qa-.BY= «4 (4 一 2)， | 


y(t—3), te > 1 


a(4t), te lo, 下 
ab:7= $4 B(4t—1), te | : 


7y(2t—1), te 


同 伦 : 如 果 记 a 67y(t) = 2 于 是 a6.7Yy(t) = 56o7(t), 其 中 rl) 当 te lo, | 时 等 于 


De | 时 等 于 b+ , 且 当 +e 车 1 9 , 从 而 函数 6[(1 一 s)t 十 s7(t)] 
ee 


定义 ， 称 群 x (2M,p) 为 拓扑 空间 M 带 标 识 点 p 的 基本 群 . 
定理 2. 对 于 不 同 的 点 pe M, 基本 群 mi(M,p) 均 同 构 . 


证 了 明 . 设 p 和 为 M 的 两 个 任意 点 ; 因 MM 的 道路 连通 性 , 存在 从 p 到 g 的 道 
路 7: 了 一 M. 对 每 个 类 a € zi(MM,p) 给 出 一 个 对 应 类 B e ni(M,g), 这 个 类 6B 包含 
了 闭路 6 = y-1lay, 其 中 a e a. 我 们 留 给 读者 去 证 明 上 映射 c: a 一 B 是 群 x (Mop) 
到 xi(M,g) 的 同 构 ， 口 


因此 , 对 于 空间 M, 基本 群 mm(M) 在 同 构 下 被 完全 确定 . 


例题 . 

(1) 我 们 来 计算 圆 51 = {|z| = 1} 的 以 1 为 标识 点 的 基本 群 . 在 S$!1 上 有 闭 
路 组 oj, : tm e2Timt, 其 中 上 em 为 整数 ; 对 于 不 同 的 m, 这 些 闭路 不 同 伦 . 任 
意 闭 路 a (确定 到 一 个 点 闭路 因子 ) 有 形式 t+ 一 ed, 其 中 了 为 连续 实 函 数 , 满足 
f(0) = 0,f(1) = 2rm (m 为 整数 ), 并 且 同 伦 于 闭路 av: 实现 这 个 同 伦 的 函数 为 
y(s,t) = eil0-s)f(D1+2remsd]. 最 后 有 amnan ~ am 因此 ri(S1) 同 构 于 整数 群 Z. 任 
何 圆 环 {7 < |z| < R} 和 去 掉 一 个 点 的 平面 C. = C\ {0} 具有 同一 个 基本 群 . 

(2) 维 数 n > 1 的 球面 的 基本 群 ri(S") = 0, 因为 这 些 球面 是 单 连通 的 (在 它们 
之 上 的 和 任意 闭路 同 伦 于 0). 
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设 f : M 一 NN 为 拓扑 空间 的 连续 映射 . 那么 对 任意 道路 7 : 工 一 M 有 对 应 的 
道路 f(y) = fo7 :1 一 NN, 于 是 道路 变 到 了 道路 , 并 保持 了 同 伦 : yo ~ 1 地 f()0) ~ 
f(%1) (后 面 的 这 个 道路 的 同 伦 由 函数 foxy(s,t) 实现 , 其 中 7 是 建立 同 伦 yo 一 六 的 
函数 ). 故而 , 诱导 出 了 基本 群 间 的 映射 


人 (2) 


因为 f(ap) = f(aQ)f(B) 故 它 是 一 个 同 态 . 

如 果 f : M 一 NN 为 N 上 的 同 胚 , 则 f, 为 同 构 , 故 对 于 空间 的 同 胚 性 基本 和 群 必 
须 是 同 构 . 这 个 条 件 显 然 不 是 充分 的 : 平面 圆 环 与 圆 具有 相同 的 基本 群 Z, 但 它们 并 
不 同 胚 . 

设 空间 X 和 M 为 局 部 单 连通 ( 即 在 它们 的 每 个 点 存在 单 连 通 的 邻 域 ) 并 且 
- :六 ，M 为 覆 营 . 所 诱导 出 的 基本 群 的 同 态 


Tx: Ti1(X) 一 TO21) (3) 


把 同 伦 类 & € mi(X) 变 为 包含 了 a = rof& 的 类 , 其 中 道路 & e G&. 同 态 x 是 个 
单 射 (即将 mi(X) 中 不 同 的 元 映 成 不 同 的 元 ): 事实 上 , 只 要 单位 元 ee zi(1M) 的 原 
这 是 ri(X) 的 单位 元 , 这 是 由 前 一 目的 单 值 性 定理 得 到 的 . 由 此 知道 , 在 映射 (3) 下 
(外 ) 的 像 im 7 = G 是 mi(M) 的 子 群 , 它 同 构 于 mi(X). 

用 子 群 G = im x; 可 以 构成 M 上 闭路 的 陪 集 (类 ): 闭路 a 和 6 属于 同一 个 类 
是 说 wB-Le G. 包含 闭路 a 的 陪 集 记 以 符号 [al; 这 些 类 的 个 数 被 称 为 子 群 G 的 指 
数 . 


例题 (3)， 由 公式 f(z) = 避 定义 的 映射 f : Cs。 一 C; 是 个 二 叶 履 生 . 在 这 
里 X = M = C, 并 且 mm(X) = rm(M) = Z (参看 前 面 一 个 例题 ). 我 们 以 闭路 
的 元 洁 讽 为 可 和 时 FB =i 为 
起 点 的 提升 其 终点 在 点 z = 一 1 (是 在 映射 f 下 的 原 像 , 即 道路 3 :圭一 er 从 
而 不 是 闭路 . 因此 代表 xi( 义 ) 的 闭路 的 像 仅仅 是 那些 m 为 偶数 的 闭路 ya. 于 是 群 
G = in fs 同 构 于 偶数 子 群 . 它 定 义 了 两 个 陪 集 , 分 别 以 具 偶数 和 奇数 m 的 闭路 7m 
所 代表 . G 的 指数 为 2. 


定理 3。 子 群 G = im 7 的 指数 等 于 履 辣 r:X 一 M 的 重 数 . 


证 了 明 . 固定 一 点 pe M,z er-1(p) 及 以 p 为 起 点 和 终点 的 闭路 的 陪 集 [al. 选 
取 闭 路 a e [al, 我 们 以 & 表示 a 以 z 为 起 点 的 提升 , 并 以 &(1) es x-1(p) 作为 [al 
的 相伴 的 点 . 定理 由 上 映射 vy: [a] 一 &(1) 的 下 列 性 质 得 到 : 

a) 2 的 定义 合理 , 即 不 依赖 于 陪 集 的 代表 元 的 选取 .事实 上 , 如 果 a,B e [al， 
则 aB8-1e G, 即 ap-1 是 的 某 个 闭路 的 投影 , 就 是 说 闭 道 &6-1 的 像 . 由 此 得 到 
a(1) = 8(1) ( 见 图 23). 
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b) 2 为 单 射 . 如 果 2(la) = e(I6, 则 & 和 8 具有 公共 的 终点 , 于 是 
&6-1 为 闭路 , 从 而 6 € G, 即 [al = [A]. 

c) 2 为 满 射 . 事实 上 , 设 ye x-1(p) 为 任意 一 个 点 . 以 & 连接 zx 和 %; 其 投影 a 
是 闭路 , 满足 &(1) = y, 即 y([al) = y. 口 


可 以 把 前 一 目的 一 个 结果 作为 定理 的 推论 而 重新 得 到 : 对 于 底 MM 为 单 连通 的 
覆 登 其 重 数 为 1. 事实 上 这 里 的 群 zi (2M) 为 平凡 , 从 而 im rs 的 指数 等 于 1. 我 们 要 
指出 , 在 本 书 中 所 考虑 的 所 有 情形 中 底 空间 的 基本 群 ri(AM) 的 基数 都 不 大 于 可 数 基 
数 , 于 是 由 定理 3, 这 种 履 登 的 纤维 的 基数 也 就 不 大 于 可 数 (参照 卷 I 第 29 目的 庞 
加 莱 - 沃 尔 泰 拉 定 理 ). 

定理 3 有 意思 的 地 方 还 在 于 它 把 关于 履 合 x : X 一 M 的 重 数 问题 与 关于 子 群 
im 7 的 指数 联系 起 来 . 履 登 和 基本 群 子 群 之 间 最 完全 的 联系 可 表达 为 


定理 4。 任意 子 群 G C mr(CW) 对 应 于 一 个 履 警 T:X 一 M, 满足 im rs = G. 


证 明 . 构造 履 又 . 固定 一 点 po e M 并 考虑 任意 的 道路 a :了 一 M,a(0) = po. 我 
们 把 这 些 道路 按照 以 下 的 等 价 关 系 分 类 : a ~ 56(mod G) 表示 , 如 果 闭 路 ap 的 同 
伦 类 wB-1e G (关于 模 G 的 等 价 性 ). 包含 道路 a 的 类 被 记 作 [al, 并 且 所 有 可 能 的 
道路 a, a(0) = po 被 看 成 是 空间 X 的 点 . 以 条 件 r([a) = a(1) 定义 投 映 工 : X 一 MM， 
其 中 a 为 类 [a] 的 任意 一 个 代表 元 (显然 , 该 投射 并 不 依赖 于 代表 元 的 选取 ). 

X 的 拓扑 . 点 [al se X 的 邻 域 Qia 定义 为 : 取 点 p = 7([al) 的 单 连通 邻 域 
Us C M 及 其 中 道路 6: 了 一 Do,6(0) = PCUia 中 的 点 被 认定 为 由 道路 7 = af6 的 类 
m] 组 成 , 其 中 a 固定 , 6 为 所 有 可 能 的 那 种 道路 . 

以 这 些 邻 域 所 引进 的 拓扑 是 豪 斯 多 夫 的 . 事实 上 , 设 道路 [al 和 [o'] 为 XX 的 不 
同 点 . 如 果 这 两 个 点 的 投影 p 和 yp’ 互 不 相同 , 我 们 则 可 选取 互 不 相交 的 邻 域 U。 和 
Up, 从 而 wa 和 可 eq] 也 互 不 相交 (相应 的 道路 甚至 不 构成 闭路 ). 如 果 确 有 p = p 
则 ola-1 ¢ G, 从 而 投射 到 同一 个 单 连通 邻 域 0, 的 Ca 和 Uiw 也 不 相交 : 车 非 如 
此 , 则 可 找到 道路 Y= a6 和 ?= apB' 使 得 yy-!1eG. 但 6 和 6' 有 公共 终 后 并 且 


87. 宰 从 | 


属于 息 祝 于 是 人 OOTY =) 从 汪 区 里 的 MRI 二 天 同和 伦 所 即 
书后 

空间 X 是 道路 连通 的 . 设 [al, [BI es Xi; 选取 这 两 个 类 中 的 代表 元 (a 和 6), 以 
道路 6 :了 一 M 连接 端点 a(1) =p 和 6(1) = g, 并 以 x%4 记 M 上 连接 po 和 6(t) 的 
道路 . ( 见 图 24; 我 们 有 假定 : M 为 道路 连通 的 ). 上 映射 + [ym] 定义 了 X 上 的 一 条 
道路 , 它 连接 了 [al 和 [41. 


0 


Po 


图 24 


显然 , X 是 局 部 单 连通 的 ; 这 是 因为 它 的 邻 域 Vi。j 同 胚 于 UU;. 

T:X 一 1 为 所 求 的 履 梧 . 首先 , 因为 由 构造 知 , 对 每 个 点 pe M 存在 邻 域 U 
使 得 x-1(U) 被 分 成 互 不 相交 区 域 , 使 7 在 其 上 为 同 胚 , 故 这 是 个 履 登 . 还 需要 证 明 
nT (7 

取 点 道路 a :了 一 po, 以 zxo = [el 表示 之 , 并 考虑 基本 群 ri(X,zo). 设 & 为 其 
中 任意 一 个 元 ( 即 X 上 以 zo 为 起 点 和 终点 的 闭路 的 同 伦 类 ), 而 & e & 为 这 个 类 
的 代表 元 . 对 于 每 个 固定 的 te 也 根据 我 们 的 构造 知道 , 点 &(t) 代表 了 这 样 的 道 
路 的 等 价 类 , 这 条 道路 模 G 等 价 于 道路 at(s) = a(s :工人 一 Mai(0) = po, 且 投 影 
7([a4]) = a(t). 故而 ro& = a 为 M 上 起 点 和 终点 均 为 po 的 , 并 被 模 G 等 价 确定 
的 财 路 , 这 表明 rs(G) e G. 

反之 , 对 任意 元 we G ( 即 M 上 一 个 闭路 的 同 伦 类 ) 我 们 可 以 选取 闭路 a e a， 
并 将 其 提升 到 起 点 为 zo 的 道路 , 设 & = [as]. 显然 rs(G) = aa 口 


定理 4 让 我 们 可 以 对 具 给 定 底 M 的 所 有 有 改 全 进行 分 类 : 它 把 这 个 问题 化 为 研 
究 基本 群 mi(M) 的 子 群 . 特别 , 由 此 定理 得 到 两 个 “极端 ”的 履 又 . 其 中 之 一 对 应 
于 基本 群 自 己 G = xi(M), 它 是 平凡 的 (整体 同 胚 ), 这 是 因为 G 的 指数 为 1. 为 一 
个 对 应 于 子 群 G = {e}, 由 一 个 单位 元 组 成 , 称 其 为 万 有 和 履 又 . 因为 对 它 来 说 , im mms 
平凡 , 而 r* 是 单 同 态 , 故 它 的 基本 群 ri(z) 也 是 平凡 的 , 故 万 有 履 肥 总 是 单 连通 的 . 
它 的 叶 数 (可 能 无 穷 ) 等 于 群 x (2M) 中 元 素 的 个 数 . 


例题 . 

(4) 对 于 去 掉 一 点 的 平面 C, = C\ {0}, 其 基本 群 等 于 圆 的 基本 群 , 它 同 构 于 整 
数 群 Z. 偶数 组 成 的 子 群 (其 指数 2) 对 应 于 二 叶 履 登 , 这 是 w = Vz 的 黎 曼 面 , 但 去 
掉 了 分 歧 点 0 和 oo (参看 前 一 个 例题 ). 一 般 地 , m 倍 整 数 的 子 群 对 应 于 C, 的 mm 时 
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履 登 , 它 是 去 掉 分 歧 点 的 函数 w = Vz 的 黎 曼 面 . 平凡 子 群 {0} 对 应 于 单 连通 的 无 
限 叶 的 覆 堆 , 即 函 数 w = Ln z 的 黎 曼 面 . 有 限 叶 复合 以 C, 代表 , 而 万 有 履 登 为 平 
面 C 代表 . 

(5) 去 掉 两 个 点 的 平面 M = C\ {0,1} 的 万 有 履 登 是 模 函 数 的 逆 的 黎 曼 面 (参看 
卷 1, 第 44 目 ), 履 警 空间 X 是 平面 C. 


22. 黎 曼 区 域 

这 个 概念 接近 于 区 域 D Cc Cn 的 履 合 , 并 且 是 黎 曼 曲面 概念 的 高 维 类 比 . 

定义 ， 称 偶 对 (D,m) 为 黎 曼 (区 ) 域 或 C" 上 的 区 域 , 其 中 DD 为 道路 连通 空间 ， 
而 x:D 一 C" 为 局 部 同 胚 映射 , 称 其 为 投射 


黎 曼 区 域 万 可 能 不 是 区 域 D = x(D) 的 履 苹 , 这 是 由 于 位 于 D 的 某 些 点 的 上 
面 可 能 会 有 D 的 边界 点 , 并 且 对 于 这 样 的 点 不 存在 邻 域 U, 使 得 在 其 中 -7(U) 同 
胚 于 U 和 一 个 离散 集合 的 乘积 (图 25). 但 是 有 时 也 称 黎 曼 区 域 为 覆 登 , 而 我 们 所 接 
受 的 履 登 的 意思 是 无 边界 的 履 和 登 . 


图 25 


利用 投射 x 可 在 空间 D 中 引进 流 形 的 结构 ,并 进一步 引进 复 结构 ， 为 此 只 
需 考虑 万 的 如 此 细 的 区 域 DV。 的 覆盖 , 使 得 r 在 它们 上 为 同 胚 , 并 在 De 中 引进 
zc 二 7(p),p € Ua 为 局 部 坐标 . 总 图 表 (U6,z*) 的 毗连 关系 为 恒 同 (表明 其 为 双全 
纯 ) 映射 , 即 这 是 个 复 总 图 表 . 

我 们 注意 到 , 在 黎 曼 区 域 上 不 仅 能 正确 地 定义 出 全 纯 函 数 (就 像 在 任意 复 流 形 
上 那样 ), 而 且 还 有 它们 的 导数 . 就 是 说 , 对 任意 在 点 pe D 的 全 纯 函数 f, 称 


OlK| —1 
0 


为 f 在 该 点 的 = (k1,… ,kn) 阶 导数 , 其 中 的 U 为 p 的 一 个 邻 域 , 使 得 限制 xl7 
在 其 上 为 双全 纯 , +|3! 是 它 的 逆 映 射 , 上 式 右 端 是 在 点 z = x(p) 的 导数 . 
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87. 黎 壬 .113- 


更 进一步 地 , 在 黎 曼 区 域 (D, 7) 上 可 自然 地 引进 中 心 在 点 pe D, 半径 为 7 的 多 
辐 盘 , 这 是 一 个 集合 U(p,7) 3 p, 使 得 7 将 其 全 纯 地 投射 为 多 圆 盘 U(z,r) C C", 其 
中 z = r(p). 所 有 D 上 具 已 知 中 心 p 的 多 圆 盘 的 并 集 被 称 为 极 大 多 圆 盘 , 而 这 个 多 
圆 盘 的 半径 (有 限 或 无 穷 ) 被 称 做 p 到 D 的 距离 , 并 以 p(p,8D) 表示 . 集合 N CD 
到 边缘 的 距离 理解 为 if olp， aD). 

在 解析 延 拓 的 过 程 中 会 自然 地 出 现 黎 曼 区 域 . 由 于 在 多 变量 的 情形 , 这 个 过 程 像 
在 单 变量 情形 中 一 样 , 我 们 只 限于 给 出 一 个 简短 的 描述 . 我 们 将 由 中 心 在 点 a € C” 
的 元 素 (Uf) 着 手 , 即 由 一 个 多 圆 盘 UV = U(a,7) 和 一 个 在 其 中 全 纯 的 函数 f(z) = 
> 一 a)* 组 成 的 偶 对 . 如 同 卷 工 中 那样 , 定义 直接 的 解析 延 拓 和 沿 道 路 :一 


Cm jy(0) = a 的 解析 延 拓 ,同样 也 证 明治 道路 7 的 延 拓 结 果 在 国定 终点 的 同 伦 下 不 
变 , 就 是 说 在 沿 实现 此 同 伦 的 任意 道路 y。 的 所 有 可 能 的 延 拓 下 不 变 . 

n 个 复 变 量 的 解析 函数 是 说 像 卷 I 那样, 是 元 素 已 = {(U, fa)}aea, 其 中 的 每 
一 个 都 由 沿 C” 中 某 条 道路 的 任意 其 他 的 解析 延 拓 得 到 . 一 般 地 说 , 解析 函数 并 不 
是 在 它 被 构建 的 区 域 D 上 的 函数 , 这 是 由 于 它 可 能 在 点 > e D 取 许 多 个 值 . 但 是 像 
我 们 现在 要 证 明 的 , 它 是 在 D 上 的 某 个 黎 曼 区 域 上 的 函数 . 

我 们 假设 在 区 域 D c C"” 上 的 解析 函数 下 由 元 素 (U, 卫 ) 定义 . 因为 我 们 对 于 多 
圆 盘 U 的 半径 并 无 兴趣 , 我 们 可 以 不 去 考虑 (U. 了 ) 而 考虑 元 素 (U, f) 所 代表 的 芽 包 
(点 ae D 是 它 的 中 心 ; 参看 卷 1 第 29 目 ). 赋予 在 点 ze 万 的 芽 fe 以 参数 ae 4,， 
它 代表 了 由 (U, 了 ) 出 发 沿 所 有 可 能 的 道路 7 : I 一 D 从 a 到 s 的 延 拓 所 得 到 的 元 ， 
另外 我 们 还 考虑 偶 对 Z = (z,fo), 其 中 ze D,ae 4:. 

在 万 中 我 们 以 下 面 的 方式 引进 拓扑 . 对 于 点 Z = (z,f?) e D 的 邻 域 , 我 们 采用 
所 有 点 W = (w,f8) e D 的 集合 , 它们 满足 1) |lw -zl < a, 其 中 > 0 为 一 个 固定 
的 数 DD 和 2) 芽 f6 由 元 (Vi,f5) 代表 , 它 是 元 素 (U, fa) e fe 的 直接 延 拓 . 显然 ， 
当 上 足够 小 时 这 样 的 邻 域 非 空 . 我 们 让 读者 去 证 明 , 在 这 个 拓扑 下 , D 是 个 连通 的 豪 
斯 多 夫 空 间 . 

我 们 定义 投射 r : D 一 万 为 映射 (z, fc) 上 z; 显然 , 这 是 个 连续 的 局 部 同 胚 映 
射 . 因此 , 我 们 构造 了 一 个 流 形 , 并 称 其 为 解析 函数 .多 的 黎 曼 域 (类 比 于 单 变 量 解 
析 函 数 的 黎 曼 面 , 参看 卷 I, 第 33 目 ). 

如 果 元 (U, 了 ) 沿 所 有 道路 yY:IT 一 D 都 被 延 拓 , 则 显然 地 , 歼 曼 区域 x : 万 要 而 
是 个 覆 登 . 由 在 第 22 目 所 证 明 的 知道 , 这 个 覆 赤 对 所 有 z e D 的 纤维 r-1(z) 的 基 
数 相同 , 并 且 不 超过 可 数 基数 . 在 一 般 情形 , 即 当 沿 D 中 一 条 道路 而 不 沿 其 他 道路 
延 拓 时 , 集合 +-1(z),z e DD 的 基数 也 不 超过 可 数 (只 有 在 这 种 情形 下 这 些 基数 对 不 
同 的 点 可 能 不 同 ). -1(z) 的 基数 就 是 “多 值 函 数 ”F 在 点 z €E D 取 值 的 个 数 . 然 
而 更 为 正确 的 是 , 把 FF 看 成 是 在 D 上 的 ( 单 值 ) 函数 , 就 是 说 , 对 于 点 (z,f?*) e 也， 


D) 我 们 记得 , 对 于 点 z e Cn, 我 们 以 ||zl| = max|z| 表示 它 的 多 圆 盘 范 数 . 
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其 值 为 fa(z) 的 函数 , 其 中 (Us, fa) 是 芽 fa 的 任 一 个 代表 元 . 显然 , 这 个 函数 在 D 
上 全 纯 . 
我 们 在 下 一 章 要 讨论 多 变 元 函数 的 解析 延 拓 问题 , 将 证 明 它 与 单 变 元 函数 在 这 
方面 有 本 质 的 区 别 . 


88. ”解析 集 


在 此 我 们 将 考虑 复 分 析 的 基本 对 象 之 一 , 它 自然 地 产生 于 对 全 纯 函 数 的 几何 研 
究 之 中 , 这 就 是 使 那些 函数 为 零 的 集合 . 

23. 魏 尔 斯 特 拉 斯 预备 定理 

这 个 定理 (Vorbereiungssatz) 发 表 于 1879 年 , 是 联系 复 分 析 和 代数 的 基本 定 
理 之 一 . 它 推广 了 单 变量 全 纯 函 数 像 (z - a) 的 整 贤 那样 变 为 零 的 熟知 性 质 : 如 果 
f(a) =0 (但 f 关 0), 则 在 点 a 的 一 个 邻 域 内 有 


f(z2) = (z — a) "wp(z), (1) 


其 中 po 全 纯 , 并 在 a 不 为 零 . 
在 高 维 情形 , 代替 (z 一 a) i nas 璧 如 z 的 多 项 式 , 而 
系数 是 全 纯 依 赖 于 其 余 变 量 z= (z1,… ,zw_1) 的 函数 . 


定理 1. 设 函 数 f 在 点 a e C" 中 某 个 邻 域 中 全 纯 , 且 f(a) = 0, 而 f('a,zn) 才 0:; 
于 是 在 这 扣 的 茶 个 邻 域 V 中 有 


f(z2) = {(zn 一 二 | 和 全 ( 双 ( 癌 wi) 5 ep(z)}p(z), (2) 


其 中 kl1 为 f(a, zn) 和 Zn 一 Qn 取 零 的 阶 ， 函数 Cyv 在 全 中 全 纯 ， cu('a) 三 0, 而 
2 在 .Y 全 纯 并 在 这 里 不 为 零 . 


证 明 . 不 失 一 般 性 , 设 a = 0. 由 单 复 变 函数 的 唯一 性 定理 , 可 以 选取 7, > 0 使 
得 当 0 < | 志 | 乏 mm 时 了 (0,z) 关 0, 而 由 于 f 的 连续 性 , 存在 多 圆 稳 “7('0,7) 使 得 
f(z,zn) 关 0, 其 中 迟 €EV,|zw| = 对 于 任意 固定 的 “2 eV, 函数 f('20,z) 在 辆 

二 划 有 到 Ke 站 本 中 零点 的 个 数 等 于 

O 
— f(z ,zn) 
Oan 0 
pf Poy i 3 
这 是 因为 (3) 的 左 端 是 整数 并 是 点 'z? 在 'V 中 的 连续 函数 ,从 而 其 为 常数 , 而 当 
'z0 = "0 时 它 等 于 函数 f('0, zz) 在 点 各 = 0 的 零 扣 的 阶 数 , 即 . 
JI) 参看 第 5 目的 引 理 . 
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我 们 国定 ,z eV, 并 以 z= zx)(a = 1,… ,天 记 函 数 f('z,z) 在 圆 盘 VV 


中 的 零点 , 从 而 我 们 构造 对 于 z 的 多 项 式 
天 
P(z) = T(zn 2) = +e(z)! + .+ ck('z), (4) 
2 


它 以 这 些 零点 为 其 根 . 它 的 系数 在 'V 中 全 纯 . 事实 上 , 对 任意 在 了。 中 的 全 纯 函 数 
w(zn), 按照 广义 辐 角 原理 (参看 着 1, 第 34 目的 习题 ) 


O 
1 (2 

De )) 2 大 se Qs 

由 此 看 出 , 左 端的 和 为 变量 'z 在 'V 中 全 纯 函 数 (我 们 考虑 当 ze€'V 入, ea 
时 ff 关 0). 现 令 w(z) = zn = 1,… ,k, 那么 我 们 发 现 多 项 式 (4) 的 根 的 次 
暴 的 和 在 'V 中 全 纯 , 而 用 这 些 和 (在 代数 中 所 熟知 ) 有 理 地 表达 出 它 的 系数 , 从 而 
cy EO(V). 当 ' 和 = 人 '0 时 多 项 式 的 所 有 个 根 都 等 于 零 , 所 以 所 有 c,('0) = 0. 

对 任意 固定 的 ‘ze 'V, 函数 


为 对 在 圆 盘 V, 中 的 z 的 全 纯 函 数 并 且 不 取 零 值 , 这 是 因为 P 只 在 f=0 处 的 点 
:2(2 为 零 并 具 相 同 阶 数 . 所 以 当 任意 'z €e 'V 时 , 函数 op 由 对 变量 z 的 柯 西 积分 
表示 : 


a f(z,bn) din 

OU ja ge 
因而 在 V ='V x WV 的 那些 使 P=0 的 点 上 有 定义 . 因为 在 9V;,, 上 P 关 0 (因为 在 
那里 f 关 0), 故 右 端 ,从 而 w, 全 纯 地 依赖 于 'z. 由 哈 托 格 斯 定理 , p 在 多 圆柱 V 中 


eh 


魏 尔 斯 特 拉 斯 预备 定理 证 明了 , 全 纯 函 数 化 为 零 的 情形 如 同系 数 为 环 Cu 的 'z 
的 全 纯 于 所 ' 的 函数 的 多 项 式 情 形 : 


7 (5) 


更 准确 地 说 , 这 个 多 项 式 的 除去 首 项 外 所 有 的 系数 属于 6,。 中 的 一 个 理想 7, 它 
由 其 中 在 点 'a 为 零 的 函数 组 成 . 称 具 这 种 性 质 的 多 项 式 为 此 后 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 多 项 
式 . 因此 , 定理 1 让 我 们 对 于 研究 全 纯 函 数 零点 集 时 可 诉 诸 于 代数 方法 . 

0 称 环 R 中 它 的 元 素 构成 的 集合 I 为 它 的 一 个 理想 是 说 它 : @ 是 该 环 的 加 法 子 群 (对 此 , 了 中 
任意 两 个 元 的 差 也 属于 1) 和 @ 对 任意 元 ; e 7 和 任意 re R, 乘积 入 e I. 0,。 中 所 有 在 'a 为 堆 
的 函数 的 集合 满足 这 两 个 条 件 . 
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注 . 如 果 三 关 0 并 且 除 了 f(a',z) 半 0 这 个 条 件 外 它 满足 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 的 
所 有 条 件 , 我 们 则 可 在 UV 中 选取 点 z*, 使 f(z9) 关 0. 并 改变 坐标 轴 使 得 轴 z,, 成 为 
平行 于 通过 a 和 z? 的 复 直 线 . 于 是 也 就 满足 了 条 件 f('a,z,) 去 0. 


我 们 还 注意 到 , 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 可 直接 得 到 复 的 隐 函 数 定 理 : 如 果 f(a) = 0， 
但 了 (a) #0, 则 定理 1 可 用 于 大 = 1 的 情形 . 故 在 a 的 令 域 中 方程 f(z) = 0 等 从 
于 力 术 了 (2) 二 a C(I 0 四 2 JC 
的 全 纯 函 数 . | 

由 这 同一 个 定理 我 们 得 到 了 我 们 在 第 9 目 中 利用 过 的 水 平 集合 的 一 个 性 质 : 在 
函数 的 水 平 集 {f(z) = 0} 上 存在 以 a 为 起 点 的 光滑 道路 , 其 中 f 在 点 a 为 全 纯 . 
事实 上 , 水 平 集 {f(z) = 0} 可 以 用 P(z,z) = 0 描述 , 其 中 的 P 为 f 在 点 a 的 魏 
尔 斯 特 拉 斯 多 项 式 . 如 果 7 : [0.1] 一 入 ,yy(0) = ‘a 为 光滑 道路 , 则 该 多 项 式 的 系数 
c; oY(t) 光滑 地 依赖 于 ,而 当 t 一 0 时 它 趋同 0. 因此 存在 此 多 项 式 的 光滑 依赖 于 t 
的 根 , 当 t 一 0 时 趋向 an; 道路 [0,1] 一 (Y(t), zn(t)) 为 所 求 . 

当 n= 二 2 时 , 函数 f 半 0 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 展 式 可 以 写成 


Hz) = (2— a)s{(w 6) + es)(w — b+. + ce(z)}p(z,0), (6) 


它 并 不 要 求 f(a,w) 关 0 的 条 件 (这 里 的 c 在 点 ae C 为 全 纯 的 函数 , C,(a) = 

0,k 和 / 为 整数 , p 在 点 (wb es C? 为 全 纯 的 函数 , 并 在 此 点 非 零 )， 事 实 上 , 如 果 

f(a,w) 关 0, 我 们 则 有 展 式 (6), 其 中 = 0; 如 果 f(a,w) = 0, 则 由 泰勒 展开 式 得 到 

flzu)=(z 一 asolzu) 其 中 g(a,w) 关 0, 从 而 将 定理 用 于 g, 即 有 了 展开 式 (6). 
我 们 还 需要 所 谓 的 魏 泵 斯 特 拉 斯 除法 定理 . 


定理 2， 设 函数 f 在 点 ae C" 的 邻 域 中 全 红 , 并 且 PP 为 在 此 点 的 某 个 魏 尔 
特 拉 斯 多 项 式 2, 设 大 为 其 (相对 于 zx 的) 次 数 . 于 是 在 a 的 某 个 邻 域 中 函数 了 可 
唯一 地 表示 为 形式 
f By, (7) 
其 中 函数 2 在 点 a 为 全 纯 , 而 Q 为 次 数 不 大 于 上 一 1 的 ,的 多 项 式 , 其 系数 在 点 
‘a ecCn-1 的 邻 域 中 全 纯 . 


证 明 . 不 失 一 般 性 , 设 a = 0. 选取 圆 {|z| = 7} 使 得 对 所 有 点 ‘a 的 邻 域 中 
所 有 的 2n 们 ED 于 09F 守 


Ss f(z,bn) dcn 
1 2 (DG = Sn 


0 不 必 是 函数 7 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 多 项 式 . 


88. 解析 集 Rl 


于 是 v 在 UU x {lan| < 中 全 纯 , 同样 全 纯 的 还 有 函数 


Q(z) = f(z) — P(z)p(2) 
ss 本 光 A Cn) Le 6 yy Pt(%, 2 
271 {|¢,,|=7} PC Ca 一 Zn 
积分 号 内 的 第 二 个 因子 是 个 次 数 不 大 于 上 一 1 的 关于 za 的 多 项 式 . 其 系数 对 任 
意 ,lin| = 二 7 是 ' 澡 中 的 全 纯 函 数 : 
从 
3 et 


把 这 个 式 子 代 入 前 面 并 沿 {|Cln = 7} 积分 , 我 们 便 得 到 


dc 


NA 


1 


其 中 函数 
b;(’z) i 用 汐 Cn) 
272 {|¢,, |=7} RY 
在 7 中 全 纯 . 展 式 (7) 的 存在 性 得 证 , 剩 下 的 要 证 明 它 的 唯一 性 . 
假说 与 (7) 一 起 的 还 存在 男 一 个 展 式 f= PPpl + Qi 具有 同样 的 那些 性 质 . 于 
是 成 立 恒等式 


(ait ely = 1,.-.,h 


Ror 0 0 
那么 , 如 果 ol 关 ww, 则 对 于 z 而 言 , 左 端 的 次 数 不 小 于 , 而 右 端 的 不 大 于 上 一 1. 这 
个 矛盾 表明 ol = yw, 从 而 Qi = Q. 口 


我 们 以 它 在 解析 集 理论 中 对 重要 的 不 可 约 概念 的 应 用 来 说 明 这 个 定理 . 我 们 首 
先 来 回忆 一 些 代 数 知 识 , 仅仅 局 限于 对 于 za 的 系数 在 点 'a e C": 的 邻 域 中 全 纯 的 
那些 多 项 式 的 环 9 方面 . 称 多 项 式 Pe FF 为 不 可 约 是 说 它 不 能 分 解 为 两 个 次 数 
不 小 于 1 的 多 珊 式 户 , P € Fi 的 乘积 . 任何 一 个 多 项 式 Pe 多 可 以 表示 为 


人 (8) 


其 中 PP; 为 ,中 的 不 可 约 多 项 式 , 而 m2; 为 自然 数 , 并 且 这 样 的 分 解 在 差 一 个 'a 的 
邻 域 中 非 零 全 纯 的 因子 下 是 唯一 确定 的 . 
另外 , 如 果 给 出 了 两 个 多 项 式 P,Q e ,deg 已 > deg Q, 则 可 应 用 欧 几 里 得 思 
转 相 除法 : 
已 三 q1Q 十 71，@ 三 9271 十 72， 


7T1 一 0372 十 73…… ,Tk-2 一 QkTk-1 十 Tk 


(所 有 的 oj,rj e 多 这 是 个 z 的 多 项 式 的 集合 , 其 中 多 项 式 的 系数 是 在 'a 的 邻 域 
内 全 纯 函 数 的 分 式 , 并 且 有 deg 7; < deg 7;_1,70 = @), 一 直下 去 直到 在 余 函 数 中 得 


(9) 
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到 一 个 只 依赖 于 'z 的 函数 ( 即 对 于 zz 为 零 次 的 多 项 式 ): 
Tk-1(2) = Qk+1(Z)rk(z) + 7(2). (10) 


如 果 在 7 的 表达 式 中 消去 在 除法 过 程 中 出 现 的 所 有 分 母 (只 有 有 限 个 ), 则 得 到 一 个 
全 纯 函 数 
人 (11) 


称 其 为 多 项 式 P 和 Q 的 结 式 . 
如 果 此 结 式 为 0, 则 r('z) = 0, 那么 正如 从 (10) 和 (9) 中 看 到 的 , 两 个 多 项 式 P 
和 Q 都 被 meE FR 除 尽 , 这 是 一 个 对 志 , 的 次 数 不 小 于 1 的 多 项 式 : 已 = ik,Q = Grrk， 
其 中 六 Je 多 .因为 这 些 等 式 的 左 端 属于 9。, 故 在 对 右 端的 系数 简约 之 后 便 将 其 转 
化 为 
P=pRxr, QQ= qaRx, (12) 


其 中 p,q, Ri € GBF, 其 中 的 RE(z) = ck(z)rk(z) 为 次 数 不 小 于 1 的 多 项 式 . 
在 一 般 情形 中 , 每 个 余 项 r; 可 通过 前 两 个 余 项 (r;_1 和 7;_>) 线性 地 表达 ; 逐 
次 地 将 这 些 表达 式 代入 (9) 和 (10), 并 去 除 分 母 , 我 们 便 得 到 结 式 
R('z) = p(z)P(z) + gq(z2)Q(2), (13) 


其 中 p 和 g 是 9 中 的 多 项 式 . 由 此 看 出 , 如 果 在 某 个 'z, 多 项 式 PP 和 Q@ 有 (对 zz) 
的 公共 根 , 则 R('z) = 0. 反之 , 如 果 R('z) = 0, 并 在 这 个 'z, P 和 Q@ 的 首 项 系数 不 为 
0, 则 在 (11) 中 @( 2A 0 Ws()= 0 收 出 Plyenp) Hl O03 I wl S| 
就 是 说 它们 具有 (对 z 的 ) 公共 根 . 


称 多 项 式 Pe 多, 和 它 的 导数 的 结 式 为 这 个 多 项 式 的 判别 式 . 由 上 面 所 说 
知道 , 多 项 式 已 的 判别 式 (如 果 其 首 项 系数 不 取 零 值 ) 等 于 零 当 且 仅 当 在 值 z 时 P 
(对 z,) 有 重 根 . 

1 -32 3z2, 并 且 欧 几 里 得 除法 
给 出 rsa(z1) = (4z2 十 2)/(2 驻 一 1). 在 简约 分 母后 我 们 得 到 了 结 式 A(z]) = 4z? 一 . 


因而 P 对 于 z 前 重 根 具 轴 现在 三 0 (zo = 站 为 三 量 禄 ), 易 生 注 喜 二 勇 三 
重 根 ) 和 = = : 为 二 重 根 ) 


如 果 多 项 式 PP 的 判别 式 恒 等 于 0, 则 P 必定 是 可 约 的 , 这 是 因为 由 (12), P 有 
次 数 不 低 于 1 而 不 高 于 deg 已 _1 ( 因 也 被 其 除 尽 ) 的 因子 及 这 个 结果 可 加 
以 推广 . 
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定理 3。 如 果 在 多 项 式 Pe 9% 分 解 为 不 可 约 多 项 式 的 表达 式 P= PP… 岂 中 
的 所 有 因子 互 不 相同 , 则 P 的 判别 式 不 恒 等 于 零 . 


证 明 ， 如 果 其 判别 式 A = 0 则 根据 (12) 多 项 式 P 和 5 具有 公共 的 非 


平凡 因子 Re， 由 于 分 解 为 不 可 约 因子 的 唯一 性 , Rs 应 该 (确定 到 一 个 只 依赖 于 'z 
的 因子 ) 等 于 其 中 的 一 个 户 ， 然 而 由 乘积 的 微分 公式 : 了 = 5 己 … 只 十 …+ 
< 0 

1 

函数 的 不 可 约 概念 与 多 项 式 的 不 可 约 概念 紧密 相关 . 对 于 在 点 o e C”" 全 纯 并 
在 该 点 为 零 的 函数 大 0, 称 其 为 在 此 点 不 可 约 是 说 , 如 果 它 不 能 表示 为 在 a 全 纯 并 
在 此 为 零 的 函数 的 乘积 . 不 失 一 般 性 , 可 设 f('o, am) 关 0, 于 是 可 以 建立 函数 了 在 点 
a 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 多 项 式 P. 如 果 f 在 点 a 可 约 , 则 对 其 分 解 中 的 每 个 因子 可 以 应 
用 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ; 我 们 得 到 P 是 这 些 魏 尔 斯 特 拉 斯 多 项 式 的 乘积 , 即 是 可 约 的 
反之 , 如 果 P 可 约 , 则 它 可 分 解 为 在 点 a 为 零 的 多 项 式 的 乘积 (这 由 魏 尔 斯 特 拉 其 
多 项 式 的 系数 的 性 质 得 出 P(o', z) = (zn 一 an)*), 从 而 f 在 这 点 可 约 . 

由 所 指出 的 这 些 事实 也 得 到 论断 说 , 每 个 在 点 a。e C" 全 纯 并 在 该 点 取 0 的 每 
个 函数 f 关 0 可 以 唯一 地 (可 以 相差 一 个 全 纯 的 非 零 因子 ) 分 解 为 在 该 点 不 可 约 的 
因子 的 乘积 


PP … -45 知道 , 导数 和- 不 被 任何 一 个 号 除 尽 ， 口 


Ve (14) 
(参照 分 解 (8)). 
最 后 我 们 给 出 魏 尔 斯 特 拉 斯 除法 定理 的 一 个 推论 , 它 表 达 了 不 可 约 函 数 的 一 个 
重要 性 质 . 


定理 4.” 设 函数 f 在 点 a e C" 为 全 纯 , 取 零 值 且 不 可 约 , 而 函数 g 在 a 的 邻 
域 中 全 纯 , 并 在 f = 0 的 地 方 等 于 0. 于 是 g 被 了 除 尽 , 其 意思 是 说 , 在 a 的 邻 域 中 
g= fh, (15) 


其 中 hh 为 全 纯 函 数 . 


证 明 . 不 失 一 般 性 , 我 们 假定 f('a, zz) 半 0, 并 以 已 表示 f 在 点 a 的 魏 尔 斯 特 

拉 斯 多 项 式 ; 设 其 次 数 为 k， 因为 它 不 可 约 , 故 其 判别 式 A 去 0, 从 而 在 a 的 某 个 邻 

域 存在 点 20 使 A('z0) 关 0, 但 f(z0) = 0, 因而 P(zo) = 0. 由 定理 2 知 , 函数 9 在 该 
邻 域 中 可 表示 为 

g= Pop+Q, (16) 

其 中 Qe€ ,deg Q < 上 ,而 vo 为 全 纯 函 数 . 将 上 面 找到 的 点 'z0 代入 其 中 , 则 在 “> 

的 这 个 值 下 多 项 式 已 具有 上 大 个 不 同 的 根 ;. 然而 由 定理 的 条 件 , 在 点 ('z0, 改 ) 函数 
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g = 0, 而 根据 (16) 知 . 在 这 些 点 上 @ = 0. 因此 次 数 小 于 上 的 多 项 式 Q 具有 大 个 不 
同 的 根 , 从 而 8 = 0. 故 g = Py, 这 等 价 于 (15). 口 


24. 解析 集 的 性 质 


定义 1。 在 区 域 D c C” 中 的 解析 集 4 定义 成 局 部 为 有 限 个 全 纯 函 数 的 公共 
零点 的 集合 . 换 名 话说 , 对 任意 点 a e D 存在 邻 域 UC D 以 及 函数 fi, e OG(U) 的 有 
限 组 使 得 
ANUV = {zeEU: f(z2)=.…= fr(z) = 0}. (9 
D 中 解析 和 集 的 特殊 的 平凡 情形 就 是 D 本 身 , 这 时 所 有 的 fi, 三 0 如果 解析 和 集 
A 关 D, 则 在 邻 域 VU Cc D\ 4 中 可 以 选取 不 相 容 的 方程 组 作为 {f, = 0}. 这 些 集合 
的 最 简单 的 性 质 可 表达 为 


定理 1。 区 域 D 中 的 解析 集 4 拓也 是 个 闭 的 , 在 D 中 无 处 稠 的 , 并 且 不 分 离 
这 个 区 域 的 集合 . 


证 了 明 . 设 a € DD 为 序列 ax € 4 的 极限 点 ; 并 设 在 邻 域 V3 a 中 , 集合 A 站 U 
中 由 公式 (1) 定义 . 由 于 函数 fi 在 点 ae 4 的 连续 性 知 第 一 个 论断 成 立 . 


如 果 4 在 D 中 有 内 点 ， 则 其 开 核 EB 非 空 . 然而 因为 集合 五 的 任 一 极限 点 
z0 € D, 由 4 的 闭 性 和 全 纯 函 数 的 唯一 性 知 其 属于 EE, 故 已 闭 于 D. 再 由 DD 的 连 
通 性 知 巨 = D, 从 而 与 定理 条 件 矛 盾 . 第 二 个 论断 得 证 . 

关于 最 后 一 个 论断 的 证 明 只 需要 证 明 每 个 点 a € 4 具有 连通 的 邻 域 使 得 U\ 4 
连通 设 woweads 为 任 总 党 S0CD Ne 和 zl 为 U\ A 中 任意 点 . 
以 G= {CeC:cz+(1--C)z! e UVU} 记 连 接 z? 和 zl! 的 复 直 线 与 U 的 交集 , 这 是 平 
面 中 的 一 个 西区 域 . 在 邻 域 UV 中 定义 4 的 函数 里 存在 这 样 的 函数 使 得 


gu(6) = fu(62" + (1 — 0)z)#O, 


从 而 集合 互 = {Ce C:cz0+ (1 一 C)z! € A} 为 离散 的 . 因此 集合 G\ 万 为 连通 , 而 
因为 它 包 含 了 点 人 =0 和 6 = 1, 故 存在 道路 7 : rh 它 连接 了 to 和 1; 于 
是 函数 4 y(t)z? 十 (1 一 y( 引 )z! 定义 了 连接 20 和 zl 的 在 U\ 4 中 的 道路 . 口 


如 果 函 数 (1) 在 某 个 邻 域 V3 a 中 可 以 这 样 选 取 使 得 雅 可 比 矩 阵 人 的 秩 


等 于 上 , 则 称 a 为 集合 4 的 正则 点 , 而 数 n 一 k= mm 为 4 在 点 a 为 复 维 数 ， 并 记 为 
dimo A. 集合 4 的 正则 点 的 集合 以 49 表示, 而 4\ 4? 中 的 点 被 称 做 4 的 临界 点 . 


人 0 
成 , 函数 ee = 4z2z3 的 雅 可 比 矩 阵 具 形式 了 yf = (z2z3,z12z3, z122). 除了 在 复 直 线 
5 0 讲 它 的 秩 在 瓜 处 处 济 居 
此 , 4 的 临界 点 等 于 并 工 =1UbzUls: 而 正则 点 集 4? = A\ 工 . 


88. 解析 集 0 


定理 2。 解析 集 4 的 正则 点 集合 4? 是 4 中 的 开 集 , 而 它 的 连通 分 文 是 复 流 


用 
证 明 . A? 的 开 性 是 显然 的 , 这 是 因为 如 果 在 邻 域 UV 中 , 集合 4 由 方程 组 (1) 
给 出 且 a e U 为 正则 点 , 那么 矩阵 ff 有 一 个 上 阶 子 式 在 a 不 为 零 ; 从 而 这 个 子 式 


在 a 的 一 个 邻 域 中 不 为 零 , 这 表明 , 4 中 在 此 邻 域 中 的 点 也 是 正则 的 . 设 这 个 子 式 为 
det 全 其 中 1 三 1 三 十 1 研一) 由 隐 函 数 定 理 (参看 第 


9 目 ), 在 a 的 邻 域 中 4 由 方程 组 
> 0 (2) 


给 出 , 其 中 g, 为 全 纯 函 数 . 
因此 在 这 个 邻 域 中 集合 4 被 作为 全 纯 函 数 的 图 像 给 出 , 从 而 是 维 数 为 m = n 一 上 
的 复 流 形 . 于 是 , 对 于 4? 的 包含 a 的 连通 分 支 的 论断 也 同样 成 立 ， 口 


现 转 到 4 的 临界 点 的 集合 4° = 4\ 40, 这 时 我 们 注意 到 , 它 属于 不 同 于 4 自 
身 的 一 个 解析 子 集 . 事实 上 , 设 a 是 4 的 一 个 临界 点 ,& 为 那样 的 最 大 整数 , 使 得 在 
a 的 邻 域 7 中 存在 全 纯 函 数 广 ,… , fi, 它们 在 4 上 为 零 并 且 和 矩阵 f' 有 个 阶 子 式 
D 在 U 上 不 恒 为 0. 设 4 为 U 中 一 个 点 集 , 它 的 每 个 点 都 满足 1 =…= f= 0， 
而 且 这 个 子 式 万 不 等 于 0. 对 于 在 A 站 UU 上 为 零 的 任意 函数 fe C(D), 其 微分 df 
是 di,… ,df 的 线性 组 合 , 因为 如 若 不 然 , 可 将 f 添加 到 这 些 f, 中 , 从 而 就 不 是 
最 大 的 那个 数 了 , 这 表明 在 A 上 df = 0. 
由 此 得 知 , 在 点 zo e 4 的 邻 域 中 集合 4 与 4 相等 , 并 且 这 样 的 点 是 4 的 正则 
. 于 是 4 站 的 点 应 该 属于 集合 {z e A 站 UU : D(z) = 0} 从 而 证 明了 我 们 的 断 
. 在 这 里 我 们 不 再 引进 更 加 复杂 的 讨论 , 尽管 这 些 讨论 会 得 出 更 强 的 结果 . ?了 ) 


定理 3。 解析 集 4 的 临界 点 集合 A° 是 个 不 同 于 4 的 解析 集 . 


mk 汕 


注 ， 在 临界 点 的 邻 域 中 , 解析 集 甚至 可 能 不 是 个 拓扑 流 形 . 例如 , 考虑 解析 集 
A = {zi1z2 一 如 = 0}. 其 雅 可 比 矩 阵 为 (zz,z1, 一 2z3) 去 0, 于 是 它 的 维 数 为 2, 而 0€EC 
是 其 临界 点 . 如 果 在 0 的 邻 域 中 该 集合 为 流 形 , 那么 A \ {0} 就 会 局 部 地 同 胚 于 去 
掉 一 个 点 的 实 四 维 球 , 即 4\ {0} 为 单 连通 集合 . 映射 g : (G1, C2) 一 (C7, 避 ,C1C2) 把 
C2 \ {0} 确定 为 A\ {0} 的 二 叶 履 胎 , 并 由 第 20 目的 单 值 性 定理 知 A\ {0} 不 可 能 是 
单 连通 的 . 

若 像 定 理 1 的 证 明 那 样 进行 , 则 可 由 定理 3 中 推导 出 4* 为 团 集 并 在 4 中 无 处 
稠 (最 后 的 这 个 论断 已 在 所 证 过 的 这 个 定理 的 部 分 得 到 ). 但 是 像 在 本 目 定理 1 后 面 


ij) 参看 丘 尔 卡 (E. M. Chirka) KomnaekcHble aHaJHTHecKHC MHOMECTBa. -— M.: Hayra, 1985. 


有 英 译 本 : Complex analytic sets, Kluwer Academic, Norwell, MA, 1989. 
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的 例题 中 看 到 的 , 4A° 可 能 分 离 4; 关于 这 点 的 详情 可 参看 后 面 的 内 容 . 
由 定理 2 看 出 , 解析 集 在 它 的 正则 点 上 , 前 面 押 规定 的 维 数 概念 与 复 流 形 的 维 


数 的 几何 定义 一 致 . 因为 正则 点 的 集合 4° 在 4 处 处 币 密 , 故而 对 任意 点 we A 可 
dl lim dim,A; (3) 
z€AN 


我 们 称 数 dim 4 = wy dim 4 为 集合 4 的 维 数 : 称 数 一 dim 4 为 4 的 余 维 . 如 果 
dima A = m 对 所 有 的 ， a 成 立 , 则 称 集合 4 为 纯 mm 维 的 . 

余 维 为 1 (dim 4 = n 一 1) 的 解析 集 4 C C" 被 称 做 一 个 复 超 曲面 , 而 维 数 1 的 
集合 被 称 做 复 曲 线 . 没有 临界 点 (4° = o) 的 解析 集 是 复 流 形 的 (局 部 有 限 个 ) 并 ; 有 
时 也 称 这 样 的 集合 为 光滑 的 . 

可 以 证 明 对 于 有 ,0 < 上 < m= din 4, 集合 4 = {a € 4:dimsh =k} 是 个 解 
析 集 (也 可 能 为 空 集 ), 并 显然 是 纯 维 的 . 因此 , 每 个 解析 集 可 表示 为 有 限 个 解析 集 
的 并 : 4 = U hn), 其 中 每 一 个 都 是 纯 维 的 , 于 是 dima(A\ 4?) < qimo4， 因而 纯 mm 


维 解析 集 4 的 临界 点 集 的 维 数 严格 地 小 于 只 
因为 定理 3 可 应 用 于 解析 集 4\ 4?, 故而 我 们 得 到 了 解析 集 为 复 流 形 的 分 解 : 
4= 40U(4\40)0…: 分 解 为 维 数 严格 下 降 的 流 形 则 更 为 方便 : 


4= 4JUUANA) Un=dimn A). (4) 
称 这 样 的 分 解 为 解析 集 的 一 个 分 层 , 而 称 它 的 每 个 因子 为 相应 维 数 的 层 . 
例题 (1). 对 于 定理 1 后 面 的 例题 中 的 集合 4 = {z € CG: zzoza = 0}, 二 维 层 


为 At = A\ 工 , 一 维 层 为 L\ {0}, 而 零 维 的 是 点 {0}. 


定义 2。 称 解析 和 集 4 在 区 域 D 中 为 不 可 约 的 是 说 , 如 果 它 不 能 表示 为 际 了 它 
本 身 之 外 的 DD 中 解析 集 的 并 . 称 集合 4 在 点 a € 4 不 可 约 是 说 , 如 果 在 这 所 的 中 
够 小 的 邻 域 UV 中 集合 4 站 为 不 可 约 . 


例题 . 

(2) 解析 集 4 = {222 一 有 又 = 0} 在 C3 中 可 约 , 这 是 因为 它 被 分 解 为 两 个 集 
Ai 二 {zz2 一 23 = 二 0} 和 hz = {zizz 十 z3 = 二 0}. 它 在 交集 Ai1 门 42 的 所 有 所 也 是 可 
约 的 , 这 个 交集 为 直线 0,0) 和 (0, z2,0); 而 在 其 他 后 它 是 不 可 约 的 . 

(3) 集合 {zl 有 惟一 总 = 0} 在 点 z= 0 为 不 可 约 , 但 在 所 有 点 (a1,0,0),ar 去 0 
为 可 约 ( 它 可 表示 为 集合 {vV 五 zz 土 za = 0} 的 并 , 其 中 的 vV 五 表示 平方 根 分 文中 的 


= 


(4) 集合 {zw 一双 =0} 在 所 有 点 都 不 可 约 (包括 在 临界 点 > = 0)， 
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解析 集 的 不 可 约 概念 与 在 第 23 目 我 们 所 考虑 的 函数 的 不 可 约 概念 有 关 . 设 函 数 
f 在 点 we Cn 全 纯 , 并 在 此 点 不 可 约 ; 我 们 将 证 明 因 此 而 有 解析 集 4 = {f(z) = 0} 
在 点 a 为 不 可 约 . 事实 上 , 设 车 相反 , 在 此 点 的 邻 域 中 4 = 41 42, 其 中 4 和 
hs 为 不 同 于 4 的 复 超 曲面 , 从 而 互 不 相同 . 于 是 存在 函数 fi 和 户 , 它们 在 点 a 全 
纯 , 并 使 得 fj|4a， = 0, 及 ia。 半 0, 县 相 类 似 地 f|a。 三 0, f2|4， 关 0. 函数 了 在 集合 
{if2 = 0} 上 为 零 , 并 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 除法 定理 (参看 第 23 目 ) 有 f1fo = hf, 其 中 
h 为 在 a 全 纯 的 函数 ; 于 是 f 可 约 , 与 假设 相反 . 这 个 论断 的 逆 论 断 却 不 成 立 : 设 
f? 为 在 点 a 的 不 可 约 函 数 的 平方 , 从 而 在 这 点 为 可 约 , 但 是 集合 4 = {f? = 0} 与 
{f = 0} 重合 , 并 且 根 据 上 述 的 讨论 它 在 点 a 为 不 可 约 . 

在 第 23 目 我 们 曾 证 明 , 任意 在 点 a 全 纯 并 在 此 为 0 的 函数 可 以 分 解 为 不 可 约 
因子 的 乘积 . 于 是 , 根据 前 面 所 进行 过 的 讨论 得 出 , 在 它 的 任意 点 的 邻 域 中 任何 一 个 
复 超 曲面 都 可 以 表示 为 在 这 点 的 不 可 约 超 曲面 的 并 . 

进一步 地 , 复 超 曲 面 4 在 区 域 DD 不 可 约 当 且 仅 当 它 的 正则 点 的 集合 4? 为 连 
通 . 事实 上 , 设 4 为 可 约 且 分 解 为 DD 中 解析 集 的 并 4 U 4A2. 交集 41 门 42 的 所 有 
点 都 是 临界 点 (在 它们 的 邻 域 中 , 4 不 是 个 流 形 ), 从 而 临界 点 的 集合 4e 包含 了 这 个 
交集 从 而 分 离 了 40 (去 掉 41 站 42 不 可 能 从 A1 到 达 42). 反之 , 设 40 不 连通 并 分 
裂 为 连通 的 超 曲 面 4; 的 并 ; 我 们 将 证 明 闭 包 有 为 D 中 的 复 超 曲面 即 4 = 也 是 
4; 的 并 , 从 而 可 约 . 

设 点 we D 属于 4j; 因为 4; C 4, 在 某 个 邻 域 U 3 a 中 这 个 集合 便 由 方 
程 f(z) = 0 定义 , 其 中 了 EBD) 不 失 一 般 性 可 设 a = 0, 并 且 (0;w) 关 0, 从 
而 可 将 f 换 成 它 在 0 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 多 项 式 P('z, zz,). 不 失 一 般 性 , 又 可 设 已 在 
0 不 可 约 , 这 是 因为 , 不 然 的 话 , P 可 以 用 它 的 对 应 于 4; 这 个 分 文 的 不 可 约 因子 . 
那么 在 '0 的 某 个 邻 域 'V 中 这 个 多 项 式 的 判别 式 A 关 0 ( 见 第 23 目 )， 从 而 集合 
为 本 2 中 的 人 仆 复 吉平 加. 

对 于 'z Ee 'V\ 万 , 方程 PUz,z) = 0 的 所 有 根 都 是 单 根 ; 我 们 以 zi 如 (2 (1 = 

,kj;) 记 它 们 中 那些 使 0z, zi ) e 4; 的 根 , 并 且 构 造 多 项 式 


1 TT (20 =a 


因为 Ts z( 四 ) 六 0, 故 由 第 9 目的 隐 函 数 定理 , 根 z( 在 'z 的 充分 小 邻 域 中 全 


纯 , 并 且 它 们 显然 可 以 沿 'V\ 5B 中 的 任意 道路 进行 解析 延 拓 . 但 是 在 环绕 菏 个 闭 意 
路 一 周 时 这 个 有 限 值 可 能 不 与 初始 的 值 不 同 而 变 到 另 一 个 根 的 值 . 这 样 的 置换 并 不 
改变 这 些 根 的 对 称 函 数 的 值 , 故而 后 者 仍然 是 个 单 值 函 数 , 从 而 在 'V\E 中 全 纯 . 那 
么 , 多 项 式 p; 的 系数 , 因为 可 以 通过 它 的 根 的 对 称 函 数 初等 地 表达 , 便 是 在 'V\ EE 
中 全 纯 . 

另外 , 可 清楚 看 出 , 根 zt , 从 而 p; 的 系数 当 'z 一 已 时 保持 有 界 . 因为 互 是 解 
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析 集 , 故 由 下 一 章 我 们 将 证 明 的 定理 (参看 第 32 目的 定理 3) 知道 这 些 系数 可 全 纯 
延 拓 到 整个 邻 域 VV. 因为 集合 4A; 连通, 则 在 所 描述 的 解析 延 拓 下 得 到 了 它 的 所 有 
点 , 并 且 pj;(z) = 0 是 4; 在 V 的 处 处 成 立 的 方程 . 于 是 集合 4; 的 解析 性 得 证 , 从 
而 整个 论断 得 证 . 

这 个 论断 不 仅 对 超 曲 面 成 立 而 且 对 任意 维 的 集合 也 成 立 . 


定理 4 区 域 D 中 的 解析 集 4 不 可 约 当 且 仅 当 其 正则 点 集 40 连通 , 从 而 40 
在 D 中 的 闭 连 通 分 支 是 不 可 约 的 解析 集 . 


但 这 个 一 般 情形 的 证 明 是 复杂 的 , 我 们 不 想 进 行 这 个 证 明 2. 由 这 个 定理 得 到 

定理 5。 在 区 域 D 中 的 任意 解析 集 4 可 表示 为 在 这 个 区 域 的 不 可 约 解 析 集 的 
并 集 . 

要 证 明 它 只 需 考虑 4 的 正则 点 集 的 连通 分 支 并 取 其 团 包 即 可 : 它们 是 4 的 不 
可 约 分 文 . 


* 证 明 , 集合 六 = {zEC :zi 十 27 一 绢 三 0} 不 可 约 , 但 在 点 .0 为 可 约 . (提示 :次 为 C 
在 Cc (C* 一 1,C(C? 一 1)) 下 的 像 ); 4? 的 原 像 连通 而 (4 人 TCD 不 连通 , 其 中 5 二 {| 有 | 之 1， 
|z2| < i x* 


最 后 , 我 们 要 给 出 两 个 定理 , 它们 可 以 看 作 是 单 变 函 数 的 唯一 性 定理 的 推广 . 


定理 6。 如 果 区 域 D c C" 中 解析 集 4 为 零 维 , 即 不 具有 除 扣 以 外 的 连通 分 
文 , 则 它 不 可 能 存在 D 内 部 的 极限 点 . 


证 明 . 我 们 将 对 n 进行 归纳 证 明 . 对 n = 1, 因为 它 就 等 同 于 单 变 函数 的 唯一 
性 定理 , 故 断 言 成 立 . 假设 它 对 于 C*-1 中 集合 成 立 但 对 C" 中 的 集合 不 成 立 . 于 是 
在 DC C" 中 存在 集合 4, 其 满足 定理 中 的 条 件 却 具 有 在 D 中 的 极限 点 a € D. 设 
在 a 的 某 个 邻 域 中 集合 4 由 方程 


JE 和 (5) 


给 出 . 因为 它 是 零 维 的 , 故 当 n > 1 时 mm > 1. 除 此 而 外 , 4 不 可 能 包含 直线 'z = a， 
故 不 可 能 所 有 的 函数 都 有 fj('a,z) 三 0: 设 fj('a,zn) 关 0, 其 中 j= 1,…,l 而 当 
加 (0 换 作 管 价 于 它 的 方程 组 六 CG@j 03 其 由 沁 
7 [a 0 = 而 当 7>L 时 9g; 三 十 用 ， 我 们 于 是 得 到 ga 对 所 
有 的 了 都 成 立 . 在 这 之 后 就 可 以 应 用 预备 定理 并 以 魏 尔 斯 特 拉 斯 多 项 式 的 方程 来 局 
部 给 出 4: 

2 (6) 

0 参看 本 目前 一 个 脚注 提 到 的 丘 尔 卡 的 书 中 的 48 页 . 
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不 失 一 般 性 可 设 4 包含 了 点 的 序列 (ax ,oz), 其 中 的 "ov (> = 1,2,.…) 全 不 相同 . 
考虑 多 项 式 Fm 与 复 系数 的 线性 组 合 > i Ns Ce 的 结 式 . 六 是 外 
变量 为 和 j, 系数 在 'a 的 邻 域 中 全 纯 的 多 项 式 , 按 通常 的 写法 其 形式 为 


二 > Onl 2 (7) 
kEK 

其 中 K 为 多 重 指标 k= (k1,… ,km_1) 的 某 个 集合 . 如 果 对 固定 的 'z 存在 点 ('z, zn 
人 恒 得 所 有 已 在 这 个 右 等 于 0， 下 J 呈 KOT] 入 ECW 有 民治 为 三 由 上 友 
之 而 果 对 某 个 反对 所 有 入 EC 绽 式 .RR(2 入 二 0, 则 存在 失 有 多 现 式 已 ('% 入 
的 公共 的 对 z, 的 根 (事实 上 , 如 果 对 多 项 式 P;('z, z,) 的 每 个 根 zl 存在 一 个 PP 使 
得 两 (公有 类 0, 则 已 和 线性 组 合 和 ji 十 … 十 和 m_1Pm_1 对 某 个 和 没有 公共 根 ， 
从 而 在 这 些 入 有 "RR(Z, 入 ) 0). 

因此 , 4 在 空间 C*-1 的 投影 在 靠近 点 'a 的 地 方 , 对 所 有 入 e C"-1 由 条 件 
R(Z;^) 三 0 描述 , 它 等 价 于 Qn(2) 二 0 其 中 EWK; 即 是 个 解析 集 这 个 本 全 满足 
定理 的 条 件 并 以 'a 为 其 极限 点 . 我 们 引出 了 与 归纳 假定 的 矛盾 口 


定理 7. 在 区 域 D c C" 中 的 解析 集 或 者 具有 可 以 任意 靠近 边界 8D 的 反 , 或 
者 由 有 限 个 反 组 成 . 


证 了 明 . 我 们 需要 证 明 , 区 域 D 中 的 任意 解析 集 4 如 果 在 D 中 为 紧 , 那么 它 是 
个 有 限 点 集 . 集合 4 为 属于 某 个 多 圆 盘 U" = {jzl| < R} 中 的 紧 集 ; 我 们 还 是 用 对 
n 的 归纳 来 证 明 这 个 有 限 性 . 对 于 ”= 1, 由 唯一 性 定理 得 到 了 论断 , 从 而 我 们 假定 
论断 对 维 数 n 一 1 为 真 . 


以 7 :z 瞩 'z 表 示 C" 到 C"- 1! 的 投射 ; 设 '4=7(4) 和 ?2 为 /4 中 任意 反 . 集 
合 4 中 只 有 有 限 个 点 其 像 为 'z0, 理由 是 4 站 f'z = 'z } 是 复 直 线 上 的 紧 解 析 集 合 ， 
从 而 为 有 限 . 以 z= ('z0, 改 ) 记 这 些 点 , 并 且 取 它们 的 不 相交 的 邻 域 Dj, 其 中 的 每 
个 都 投射 成 邻 域 3 'z”. 这 些 邻 域 可 取 为 如 此 之 小 , 使 得 它们 中 每 一 个 都 有 


AND = {2 € 0 : f(z) HE a(z) = 中 (8) 


其 中 所 有 的 f, < 6G(U;). 

因为 4 不 包含 直线 'z = 'z0, 故 重复 在 前 一 个 定理 的 证 明 中 进行 的 讨论 , 我 们 能 
用 魏 尔 斯 特 拉 斯 多 项 式 的 方程 组 (6) 来 描述 A 门 U;, 从 而 确信 投影 i(4 门 要) 为 DU 
中 的 解析 集 .0 整个 集合 4 在 心 中 的 投影 是 对 不 同 了 的 (4 站 世 ) 的 有 限 并 集 , 从 
而 其 自身 也 是 解析 集 . 我 们 已 证 明了 '4 = x(4) 为 解析 集 , 而 由 于 由 条 件 4E U" 得 
出 ,4 e x(U"), 于 是 按 归纳 假定 '4 为 有 限 . 于 是 4 便 为 有 限 集合 ， 口 


在 此 我 们 假定 了 m > 1 在 m = 1 的 情形 显然 有 (4 门 U0;) = 'D 为 余 维 0 的 解析 簇 . 
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25. 局 部 结构 


由 余 维 为 1 解析 集 的 最 简单 的 情形 即 复 超 曲面 着 手 . 这 种 集合 局 部 地 作为 全 
纯 函 数 的 零点 集合 , 另外 在 那些 在 点 a 的 某 邻 域 中 给 出 集合 4 的 函数 中 可 以 挑 出 
一 个 4 在 点 a 的 定义 函数 .这 是 那样 的 在 邻 域 U 3 a 中 的 全 纯 函 数 , 它 满足 1) 
ANU= {zeU:f(z)=0} 和 2) 任何 在 4 为 0 的 函数 ge O(U) 均 被 三 除 尽 . 

局 部 定义 函数 的 存在 性 容易 得 到 证 明 . 设 f 为 某 个 在 点 a 全 纯 的 函数 , 它 在 邻 
域 7 中 给 出 了 4. 将 f 分 解 为 第 23 目的 乘积 (14), 在 这 个 乘积 中 我 们 从 每 组 相等 
的 因子 中 选取 在 a 的 一 个 不 可 约 因子 , 并 由 它们 构造 一 个 函数 f= 及 … 1， 显然 ， 
方程 f(z) = 0 在 邻 域 UV 中 给 出 了 同一 个 集合 4, 而 由 第 23 目的 定理 4 知 任意 在 点 
a 为 全 纯 并 在 4 为 零 的 函数 9 必 被 每 个 不 可 约 的 因子 f; 除 尽 , 从 而 被 f 除 尽 . 
此 , 上 是 4 在 点 a 的 定义 函数 . 同样 由 第 23 目的 定理 4 也 得 出 : 定义 函数 在 差 一 个 
不 为 零 的 全 纯 因 子 下 唯一 确定 . 

由 魏 尔 斯 特 拉 斯 预备 定理 可 以 清楚 了 解 复 超 曲面 的 局 部 结构 . 不 失 一 般 性 假定 
在 点 ae 4 的 邻 域 UV 中 这 个 集合 由 定义 函数 f 给 出 , 使 得 f('z,zz,) 去 0, 几何 上 这 
意味 着 4 不 含有 复 直线 {'z = 'a}. 根据 预备 定理 , 函数 f 可 以 将 其 换 作 在 点 a 的 
魏 尔 斯 特 拉 斯 多 项 式 , 另外 因为 f 是 定义 函数 , 故 所 有 的 不 可 约 因 子 互 不 相同 . 由 第 
23 目 定 理 3, 这 个 多 项 式 的 判别 式 A 在 邻 域 U 的 投影 'U 中 不 恒 等 于 0, 因此 , 集合 
= {‘z€E'U:A(z)=0} 在 ' 中 为 复 超 曲面 或 者 为 空 . 

设伏 三 PP 1 于 是 对 任 筷 凡 ' 必 EJU NB 力 程 P( 人 ,Zn) = 二 0 有 KE 个 不 同 
的 解 如 ('z), 而 且 所 有 这 些 解 在 不 包含 巨 中 点 'z 的 邻 域 中 保持 不 同和 连续 (甚至 全 
纯 ). 因此 , 在 我 们 的 假设 下 集合 4 是 人 0\ 五 上 的 大 时 履 鸽 . 当 'z 趋向 于 EB 时 根 
2('z) 中 一 些 会 合 在 一 起 , 使 得 x-1(E) 作为 投射 7 : 4 站 U 一 'D 的 分 歧 点 集 , 而 这 
个 投射 , 如 所 说 的 那样 , 是 ‘UV 上 的 分 歧 覆 又 . 如 果 k= deg P = 1 则 判别 集合 互 为 
空 , 而 A 站 U 为 全 纯 函 数 亏 ,= za.('z) 在 人 习 上 的 图 像 , 即 一 个 复 流 形 . 

这 个 分 析 指 出 , 在 'U\ EB 上 超 曲面 4 站 7 点 是 正则 的 , 所 以 判别 集合 E 包含 
了 ANMU 的 所 有 临界 点 的 投影 . 但 是 五 可 能 还 包含 了 其 他 的 点 : 例如 , 对 于 集合 
A= {zeEC?: 有 一 zi = 0}, 原点 为 正则 点 , 而 它 的 投影 z1 = 0 与 判别 集合 EB 相等 
人 

在 余 维 2 的 解析 集 4 C C" 的 情形 容易 得 到 类 似 的 结果 , 这 时 在 邻 域 U3 a, 它 
局 部 地 由 方程 f(z) = g(z) = 0 给 出 , 其 中 两 个 函数 上 和 9 都 是 相应 超 曲面 的 定义 加 
数 . 选择 轴 ,的 方向 使 得 f(a, 4) 关 0 和 g('a,z) 关 0, 则 可 替换 这 些 函 数 为 其 在 
点 a 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 多 项 式 已 和 Q. 于 是 像 在 第 24 目 所 证 明 的 那样 , 集合 4 在 令 
域 习 CC"-1 中 的 投影 /4 = mi(4) 由 方程 R('z) = 0 定义 , 其 中 R 为 多 项 式 已 和 
Q 的 结 式 , 且 R 半 0, 因为 此 时 有 codim 4 = 1. 于 是 , /4 是 在 多 中 的 超 曲面 , 而 且 
由 前 面 所 述 可 以 选取 轴 z_1 的 方向 使 得 投射 ra : '4 站 UV 一 ”UC Cr- 是 个 分 歧 
履 登 . 然而 因此 投射 =x2o71:4NMU 一 “UU 是 个 分 歧 才 车 . 
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在 一 般 情 形 中 , 称 在 区 域 D c Cn 中 的 解析 集 4 是 在 区 域 G Cc Cm 的 一 个 分 歧 
履 个 (图 26) 是 说 , 如 果 存 在 那样 的 解析 集 互 C G (不 等 于 G), 使 得 投射 T: Cn 一 Cm 
把 4 映 到 G 是 逆 紧 的 D), 而 74 在 A\n-1(E) 上 的 限制 是 在 G\E 上 的 有 限 重 履 谷 
(由 此 可 知 dim 4 = m). 于 是 在 一 般 情形 成 立 


定理 1。 任意 解析 集 4 Cc C”, 在 它 的 每 个 点 a 的 充分 小 的 邻 域 UV 中 , 都 是 在 
到 某 个 子 空间 Cm C Cr 中 a 的 投影 点 的 一 个 邻 域 上 的 分 歧 覆 合 , 其 中 nz = dim 4. 


这 个 定理 的 证 明 相当 复杂 , 我 们 将 不 予 证 明 (参看 第 24 目 定 理 3 前 面 脚注 中 提 
到 的 丘 尔 卡 的 书 ). 


注 . 在 一 般 情形 的 定理 1 的 证 明 的 困难 之 一 在 于 , 区 域 D 中 的 解析 集 4 在 
余 维 m > 1 时 , 甚至 局 部 地 , 也 不 总 是 由 m 个 方程 给 出 的 . 例如 , 考虑 在 具 坐 标 
(z1, 22, Z3,2W1,2Ww2, wa) 的 空间 Cs 中 的 锥 面 C, 它 在 坐标 原点 的 邻 域 中 由 方程 组 


Z1W2 = ZoW1, Z1W3 = Z3W1, Z2W3 = Z3W2 (DD 


定义 .在 C 的 点 中 的 那些 没有 一 个 坐标 为 零 的 点 上 , 这 些 方程 中 的 一 个 是 另外 两 个 
的 推论 , 即 在 那里 codim C = 2, 并 且 因 为 这 样 的 点 集 在 C 中 稠密 , 由 第 24 目 关 于 维 
数 的 定义 知道 处 处 有 codim C = 2. 然而 在 C 上 满足 有 = wi =0( 或 者 zz =wz =0 
或 者 za = ws = 0) 的 点 中 , 这 些 方程 中 的 两 个 为 平凡 而 第 三 个 不 是 , 因此 不 能 去 挥 
这 些 方程 中 的 任 一 个 . (C 不 能 由 两 个 方程 给 出 的 严格 证 明 十 分 复杂 .) 

显然 可 见 , 这 样 的 情形 只 能 出 现在 集合 的 临界 点 的 邻 域 中 : 在 正则 点 的 邻 域 中 
余 维 为 的 集合 局 部 地 可 由 大 个 方程 给 出 . 


关于 解析 集 4 在 其 临界 点 a 的 邻 域 中 的 进 一 层 的 表示 可 由 在 此 氮 的 切 锥 Co(4) 

给 出 . 这 个 被 称 做 切 锥 的 是 那些 向 量 v 的 集合 , 它 是 序列 Xuwz 的 极限 , 其 中 vw’ 为 连 

0 称 映射 了 : D 一 G 为 逆 紧 的 是 说 , 如 果 对 任意 的 紧 子 集 K & G, 其 逆 像 1-1(K) 为 D 中 的 紧 
子 集 
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接 a 和 点 z7? Eee 4\{fa 的 辐 量 , 而 A) 为 复数 , 其 中 zj 一 a (从 而 , 如 果 w 关 0 则 
和 Ai 一 co). 换 句 话说 , Co(4) 由 “ 制 线 ”wi = zi? = a 当 zi 一 a 的 极限 位 置 组 成 ; 如 
果 a 是 4 的 正则 点 , 则 C4(4) 与 切 空间 ZT,(4) 相同 . 显然 , 如 果 ve Co(4), 则 对 任 


意 和 eC 有 Me Ca(A), 故而 Ca(4) 由 复 直 线 构成 , 就 是 说 , 实际 上 是 个 顶点 在 a 
的 锥 . 


对 于 复 的 超 平 面 , 切 锥 的 方程 立刻 可 以 写 出 : 


定理 2， 设 在 点 a 的 邻 域 中 定义 了 复 超 曲 面 4 的 函数 f 被 分 解 为 z 一 a 的 齐 
次 多 项 式 的 级 数 


noe (2) 
= 
于 是 切 锥 Cao(4) 的 方程 为 
hl(z —a)=0, (3) 


其 中 已 为 展 式 (2) 中 最 低 的 次 的 不 为 零 的 多 项 式 . 


证 了 明 . 不 失 一 般 性 , 设 a = 0. 由 (2) 并 利用 已 为 v 次 齐 次 多 项 式 及 点 2 € 4， 
我 们 得 到 


; 1 : 1 | 
0= f(z27) = Rs7) rah, ee 
了 7 


于 是 国 为 出 任意 过 三 Jim NUz ec Co(A) \ {a}, 其 中 有 和; 一 co, 则 我 们 最 终 在 极限 
状态 有 只 (v) = 0. 

有 反之, 设 员 (wo) = 0. 选取 坐标 使 得 v = (v',0), 其 中 vy’ = (wi,…- ,vn-_1); 因为 
Rh(v',0) = 0 故 Pi(v',zn) = y qv(V zn 其 中 m > 1,gqm(v") 关 0, 从 而 对 于 国定 vw 
J 2 

[RV zn)| > [zn|™ 区 学 elle | 


7 一 ?7 十 工 
Sh ll, (4 


其 中 a > 0 为 某 个 常数 . 另 一 方面 , 如 果 令 gi(z) = 忆 ,(z), 则 对 任意 和 eC 和 


v=L 二 +1 
| 
OO 
0 | > (5) 
v=Ll+1 


我 们 把 对 最 后 一 个 变量 的 鲁 歇 (Rouché) 定理 应 用 于 函数 f = 已 +o, 其 中 的 其 
余 变量 固定 : 我 们 取 圆 {jz,| = 7}, 其 中 rt = 2b|A|/a; 在 其 上 , 根据 (4) 和 (5) 有 


IBOv', Azn)| 2 al Nn = 2bA > [gv', Azn)), 
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因此 /(Xo', Xzi) 在 圆 盘 {|zn| < >} 至 少 有 一 个 零点 (我 们 有 号 (Xv',0) = 0). 我 们 现 
在 选取 序列 和 ; 一 0 并 利用 我 们 刚刚 证 明 过 的 构造 序列 wj e {lz| < 28Xjl/a} 和 
收敛 于 0 的 点 序 zj = (Xu Xi 码 ) < 4, 使得 生 127 = (v' 台 ) 一 (v0) = 这 表明 
v ECo(A). 口 


对 于 高 余 维 的 情形 , 情况 并 非 如 此 : 例如 , 对 于 曲线 {z € C3 :zi 十 双 二 0,zi 十 
双 = 0} 在 点 z = 0 的 切 锥 是 直线 {zi = zz = 0}, 与 此 同时 , 令 最 低 次 项 为 零 的 方程 
却 给 出 了 超 平面 {z1 = 0}. 在 一 般 情 形容 易 证 明 ( 像 在 定理 2 中 那样 ), 解析 集 4 的 
切 锥 C,(4) 属于 包含 4 的 任意 一 个 超 曲面 在 点 a 的 切 锥 . 事实 上 , C。(4) 是 所 有 切 
锥 Cu(S) 的 交 , 其 中 S 2 4 为 所 有 复 超 曲面 (参看 前 面 多 次 提 到 过 的 丘 尔 卡 的 书 的 
第 68 页 ). 

那么 , 如 果 在 点 a 的 邻 域 , 解析 集 4 由 方程 


J 0 (0) 


给 出 , 则 切 锥 Cu.(4) 只 属于 那些 由 f; 展开 式 中 次 数 最 小 的 不 为 零 的 项 所 描述 , 这 是 
一 组 z 一 a 的 齐 次 多 项 式 : 


三: (7) 


如 果 (7) 定义 了 一 个 维 数 等 于 dim。4 = m 的 集合 , 则 这 个 方程 组 的 确 描 述 了 
Cu(4) (参看 前 面 提 到 的 丘 尔 卡 的 书 ). 

我 们 还 发 现 , 切 锥 Cu(4) 在 点 a 的 邻 域 中 能 很 好 地 逼近 于 4, 例如 ,在 4 和 Co 
的 交 与 球面 {|z 一 a| =7} 的 距离 当 7 一 0 时 是 个 0(7) 这 种 意义 下 的 逼近 . 这 个 性 质 
不 难 从 切 锥 的 定义 得 到 . 
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在 本 章 最 后 部 分 我 们 还 要 描述 在 分 析 中 有 重要 作用 的 两 个 几何 概念 . 
26. 纤维 从 的 概念 


这 个 概念 是 获 关 概 仿 的 推广 , 这 里 替代 离散 空间 E ( 见 第 20 目 中 的 定义 ) 的 是 
去 考虑 任意 的 拓扑 空间 . 


定义 1. 考虑 由 三 个 拓扑 空间 了 ? 构成 的 一 组 对 象 : X (从 空间 ), M ( 底 ), 五 ( 纤 
维 室 间 ), 以 及 连续 映 册 x : 久 一 JM (投射 ). 称 这 一 组 对 象 为 纤维 从 是 说 , 如 果 对 每 
点 pe MM 存在 邻 域 U 及 同 胚 h :7-1(U) 一 U xx 五 , 使 得 图 27 为 交换 , 即 对 任意 
eM 有 

n= (1) 
”总 是 设 为 豪 斯 多 夫 的 , 并 具 可 数 的 开 集 基 . 
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其 中 x' :Ux 万 一 U 为 通常 的 投射 (x'(p,e) = p). 常常 为 简单 起 见 , 我 们 就 称 空间 
X 本 身 为 纤维 从 . 


称 原 像 r-I(p) = EE, 为 纤维 从 7 :XX 一 M 的 纤维 (或 茎 ); (在 固定 p 的 ) 映射 h 
建立 了 也, 与 忆 的 同 胚 . 图 表 的 交换 性 意味 着 hh:7-1(U) 一 U x 马 是 按 纤 维 的 , 即 
它 保 持 了 纤维 到 纤维 (参看 图 27 以 及 在 第 20 目 中 的 讨论 ). 除 此 之 外 , 由 我 们 的 定 
义 知道 , 从 X 是 局 部 平凡 的 : 在 邻 域 UD 的 范围 内 (准确 到 一 个 同 胚 ) 它 被 构造 成 一 
个 乘积 UV x 五 ; 但 在 整体 上 , 纤维 从 不 必 是 平凡 的 , 即 不 必 同 胚 于 乘积 M x EE. 


x h (p,le) 
xX pe / 
a Fs 
U 

Pp 

M 
U 
图 27 


定义 2 纤维 从 : X 一 M 在 区 域 D C M 上 的 一 个 截 影 是 一 个 连续 映射 : 
s :万 一 X, 使 得 在 D 上 有 
os(p)=7. (2) 


截 影 局 部 地 总 存在 : 取 邻 域 U, 使 在 其 上 纤维 从 X 为 平凡 . 固定 一 个 元 s e 五， 
测 每 一 个 点 (Pe UT 我们 生出 元 5.(D) = (D2). 园 为 650(p) sm Gh(3a(p)): 二 
对 所 有 pe U 成 立 , 故 映射 ss :U -六 是 XX 在 U 上 的 截 影 . 我 们 将 从 例题 中 看 到 ， 
整体 的 截 影 s: M 一 X 对 任意 纤维 从 并 不 总 存在 . 


例题 . 

(1) 二 维 球面 52 的 长 度 为 1 的 切 向 量 的 集合 构成 一 个 以 52 为 底 的 纤维 从 , 其 
纤维 为 圆 ( 即 在 点 pe S? 的 切 向 量 的 终点 ). 投射 建立 了 圆 上 每 个 点 到 该 圆 中 心 p 
的 对 应 . 这 个 从 的 截 影 是 个 单位 切 向 量 的 向 量 场 , 即 一 个 连续 函数 , 它 对 区 域 Dc 52 
中 每 点 给 定 某 个 单位 向 量 . 它们 在 不 同 于 S52 本 身 的 球面 区 域 上 存在 , 但 是 在 整个 球 
面 上 光滑 的 截 影 却 不 存在 , 这 是 一 个 著名 的 定理 ( 按 该 定理 , 不 可 能 光滑 地 把 刺 独 杭 
平 ) 

(2) 默 比 乌 斯 (M6bius) 带 X 是 一 个 矩形 , 它 的 两 条 相对 的 边 经 过 扭转 后 相合 
合 (图 28). 这 是 个 纤维 从 , 其 底 是 圆 5S1 ( 它 是 该 矩形 的 中 线 , 其 两 端点 粘 合 一 起 ), 而 
纤维 为 线段 , 璧 如 说 ,了 = [1,1. 投 冉 7 建立 了 线段 p x 了 中 每 点 x 到 这 线段 中 后 
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7 的 对 应 . 这 个 纤维 从 的 整体 截 影 是 连续 函数 s : 5S1 一 X. 这 个 纤维 从 不 是 平凡 的 : 


它 不 同 胚 于 圆柱 S1 x 工 


网 28 


(3) 复 射 影 空间 Cp" 可 以 看 成 是 纤维 从 r : C2+1 一 CPP 的 底 空间 ; 投射 5 把 点 
2 EO 0 We RAC 
这 个 纤维 从 的 纤维 为 集合 r-1([z) = {Xz}, 其 中 z 为 类 |z] 中 任 一 代表 元 , 而 和 取 遍 
C,; 这 个 集合 同 胚 于 C, (去掉 一 点 的 复 直 线 ). 在 区 域 0; = {[z] € CP"; z; 关 0} 这 个 
CP" 的 标准 覆盖 中 的 一 个 开 集 上 , 此 纤维 从 为 平凡 : x-1(U;) 同 胚 于 C" x C, 但 整 
你 AN EA 

正如 在 第 1 目 中 所 说 过 的 , 替代 Cz+1 可 取 单 位 球面 S27?+1,; 从 x: S27+1 一 CI 
的 纤维 于 是 为 圆 {| 和 A| = 1} Cc C,. 


纤维 从 的 最 重要 的 类 是 光滑 向 量 丛 , 它 由 下 面 附加 的 条 件 所 刻画 : 1) 该 类 从 的 
底 空 间 M 是 光滑 流 形 , 设 dim M = m, 而 纤维 空间 是 回 量 空间 Rn"; 2) 从 在 M 的 分 
图 表 的 区 域 Q 上 为 平凡 , 其 中 微分 同 胚 ho : xz-1(U6) 一 Uo x R" 对 任意 固定 的 所 
p E Uo 是 个 线性 空间 V, = x-1(p) 到 R* 上 的 同 构 . 

如 果 7 :V 一 M 为 回 量 从 , 则 对 具 非 空 交 Ug = Uo 人 Ug 的 分 图 表 (Uo, ya) 和 
(Up, 8), 除了 流 形 M 的 毗连 关系 was = pao pa (空间 R” 的 区 域 间 的 微分 同 肥 ) 
外 , 还 有 了 映射 

J ha (3) 


对 于 固定 的 pe Uog, 它 是 空间 R” 的 一 个 同 构 , 即 非 退 化 的 线性 变换 (图 29). 对 于 
指定 的 pe wae 和 任意 的 回 量 ve V, 变换 (3) 可 以 写 为 


é = ha (DE (4) 


其 中 上 ia = ho(v),E&8 = hg(v) 为 列 向 量 , 而 he(p) 是 个 非 退 化 n xn 矩阵. 称 这 样 的 
矩阵 为 向 量 从 Y 的 转移 开 阵 , 它们 是 在 交集 Uws 上 定义 的 函数 矩阵 , 并 且 刻 画 了 访 
从 的 特性 . 当 n= 1 时 的 向 量 从 被 称 做 线 从 , 这 时 的 转移 矩阵 的 角色 成 了 转移 函数 
hao, 它 是 Uws 上 的 光滑 函数 , 且 不 取 零 值 . 

任 一 个 在 m 维 流 形 M 上 具 n 维 纤维 的 回 量 从 V 其 自身 是 一 个 m+n 维 
的 流 形 . V 在 区 域 Uc M 上 的 局 部 坐标 可 取 为 (zc, 上 ca), 其 中 za = yal(p) 而 
tc 二 ha(v) (p E Ua,v € 用), 而 毗连 关系 为 R™t" 中 区 域 间 的 映射 (pae, hap). 
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图 29 


向 量 从 的 概念 可 以 不 加 改变 地 推广 到 复 流 形 M 上 , 这 里 的 纤维 空间 目 然 地 被 
认为 是 C". 这 时 可 以 作为 由 全 纯 函 数组 成 转移 矩阵 的 从 来 识别 出 全 纯 纤 维 从 的 类 . 
对 于 全 纯 从 除 连 续 和 光滑 截 影 外 还 可 考虑 全 纯 截 影 . 


例题 (4). 我 们 在 第 16 目 曾 考虑 过 P3 中 不 交 复 直线 的 族 LE, 它 被 复 闵 可 夫 斯 
基 空 间 Me 中 四 维 平面 EE = T2600 = i720l = —210} 的 点 参数 化 ， 这 个 参数 化 由 训 
罗斯 变换 p : E 一 LE 所 实现 , 使 每 个 点 Z C EE 相伴 于 直线 !e Lr. 


LE 中 的 直线 由 点 w 和 v(w) 决定 , 其 中 > 为 反对 合 的 , 并 且 wol? 十 wil* 去 0. 
如 果 放 弃 最 后 的 这 个 条 件 , 则 它 必须 由 Me 过 渡 到 它 的 紧 化 Me, 其 中 的 点 由 4x2 
矩阵 2 代表 . 在 Me 上 可 定义 彭 罗 斯 变换 , 从 而 我 们 过 渡 到 了 族 LE 的 紧 化 Ls. 被 
紧 化 了 的 族 Ls 是 以 复 直 线 为 纤维 , EE 为 底 的 从 EP, 其 中 卫 为 平面 的 紧 化 . 这 里 
的 投射 是 彭 罗斯 变换 的 逆 p-1. 在 第 16 目 中 我 们 只 在 五 的 仿 射 部 分 上 描述 这 个 纤 
维 从 , 然而 不 难 在 格拉 斯 曼 流 形 G(3,1) 的 其 他 属于 M* 分 图 上 描述 这 个 从 . 从 Ls 
是 个 全 纯 线 从 . 

27. 切 从 和 余 切 从 

我 们 已 经 写 出 过 C" 中 子 流 形 的 ( 实 和 复 的 ) 切 平面 方程 . 但 是 有 一 个 对 任意 流 
形 的 切 空 间 的 一 般 抽象 定义 是 有 用 的 . 

我 们 首先 考虑 实 流 形 M 的 情形 . 固定 一 个 点 pe M 并 以 多 表示 在 这 一 点 的 
光滑 实 函 数 芽 的 集合 (如 果 f= f 在 p 的 某 个 邻 域 中 成 立 , 则 称 户 ~ fo; 芽 即 是 按 
此 关系 的 等 价 类 ). 我 们 以 了 代表 线段 [0,1] cC RR, 并 在 以 7(0) = p 为 起 点 的 光滑 道 
路 7 :了 一 1M 的 集合 中 引进 等 价 关 系 : 7 ~ ?72 表示 


d d 
Se t 二 
mi ) om ) pe 


对 所 有 je .多 成 立 ; 以 7 表示 按 此 关系 的 等 价 类 . 可 以 把 它 几何 地 表示 为 切 回 量 
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(图 30), 更 加 方便 地 是 把 7 与 它 在 芽 上 的 作用 等 同 起 来 , 即 与 芽 沿 7 方 同 的 导数 等 
同 . 所 以 给 出 了 


定义 1 流 形 M 在 点 p 的 切 向 量 是 指 作用 于 芽 1 e .多 的 泛 函 ，: 多 一 下， 
其 中 这 个 作用 规则 是 , 对 所 有 7 e 7 


of) = fo70| (D 
1M 在 p 点 的 所 有 切 向 量 的 集合 T,(2M) 被 称 做 M 在 点 p 的 切 空间 . 


A 
图 30 
可 以 把 空间 T,(17) 看 成 是 R 上 的 线性 空间 , 其 运算 是 
(V+w)(f)= vf)+w(f) MF) =v(N) (2) 


(这 里 的 wwe 厂 (Me 多 ,和 ER), 而 任意 切 同 量 ve T,(M) 有 

a) 线性 , 即 v(af + Bg) = av(f) ++Bv(9), 其 中 oO6e 了 和 f 和 

b) 菜 布 尼 茨 , 即 v(fg) = v(f)g(p) + f(p)v(g9), 其 中 六 ge .2 为 任意 . 

MM 在 点 p 的 邻 域 中 国定 一 个 局 部 坐标 z = yp 下 , 在 空间 7, »(MM) 中 可 给 出 一 些 
特殊 的 切 回 量 二 (v=1,… ,n= 二 dim M), 它 按 规则 


~ 


0 0 
—(f)= =—fop (3 
OTv Oxv Pp(p) 


作用 于 芽 fe 多 上 ( 像 以 前 那样 , 我 们 有 x = yp(p), 而 zv 为 z 的 坐标 ). 


定理 1， 向 量 (v = 1… ,n) 构成 线性 空间 T,(M) 的 基 . 


证 了 明 . a) 任意 向 量 ve T,(M) 具有 形式 


这 > 请 i- (4) 


v=0 


其 中 ao, 为 某 些 常数 . 为 了 证 明 它 , 我 们 以 po 替代 p, 并 且 不 悖 一 般 性 , 假定 yp(po) = 
0. 
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我 们 将 利用 如 下 论断 , 即 对 任意 在 球 B = {zx e R" : |z| < 1} 中 的 光滑 函数 FF， 
存在 在 B 中 的 光滑 函数 g, 使 得 g,(0) = (0) 并 对 所 有 ze B 有 


ONE (5) 


羽生 1 


事实 上 , 由 复合 函数 微分 法 则 有 
F(x) — F(0) = Seod= Do Be -9 dt 


1 
ee 9 


将 (5) 用 于 函数 F(z) = foyp-1(x), 我 们 得 到 foyp-!'(x)--fop- (0) = wyov (7), 
或 者 


dt. 


f(p) - f(po) = 2 wv(p)gv op(D)， (6) 


其 申 克 (0) = -Jo Ws 运作 根据 切 向 量 的 性 质 a) 和 b), 由 (6) 得 到 


v(f) —v(f(p0)) = > u(pv)gv(0) 十 > wv(po)v(gv o 9)， 
于 是 因为 切 同 量 在 常量 的 值 等 于 零 , 故 uv(jf(zo)) = 0, 并 且 除 此 之 外 , 因为 e(zo) = 0， 
故 所 有 py (po) 0. 于 十 
"(1) = oo (7) 
对 所 有 fe 多 , 成 立 , 我 们 便 得 到 了 (4), 其 中 常数 ay = v(yy). 


b) 向 量 。 (v=1 .… ,nn) 为 线性 无 关 . 事实 上 , 由 (3) 得 出 (oa = 6 ( 克 


罗 内 克 符 号 , 1 关 v 时 为 0, 而 4 =v 时 为 1)， 故 而 如 果 3 = 0 对 所 有 
多, 成 立 , 则 特别 地 设 f= yj, 时 我 们 得 到 co = 0 (4 = 和 0 

推论 . dim T,(M) = dim M. 

称 T,(M) 的 对 偶 空间 T*(2M) 为 流 形 M 在 点 p 的 余 切 空 间 , 即 T(JM) 上 所 有 
线性 函数 的 集合 . 由 (2) 可 清楚 地 看 出 , 当 固 定 芽 f 时 , v(f) 是 wv 的 下- 线性 函数 . 
称 这 个 函数 

v(f)= df(v) (8) 
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为 芽 fe 多 的 微分 , 余 切 空间 TY(M) 便 由 这 些微 分 组 成 . 在 新 的 记号 下 公式 (7) 
可 重 写 为 


df (0) = 5 区 -CDarv(o) (9) 


由 此 清楚 看 出 , 对 于 固定 局 部 坐标 函数 , dz, (wv = 1,.… ,n) 组 成 了 T*(M) 的 基 ; 


现在 考虑 复 n 维 流 形 M 的 情形 ， 把 它 考虑 成 2n 维 的 实 流 形 ,并 考虑 在 其 
上 的 实 函 数 药 , 我 们 可 以 形式 地 把 基 向 量 元 ,区 变换 成 它们 的 线性 组 合 本 


| /6 .0 ) O "| 0 .0 ) a 
Rt ee CFA 一 a RE = 。。 。 书 甩 
人 和 i Ws 
v € T, (M) 可 以 表示 为 形式 

(= », (oe a po : (10) 


其 中 所 有 I = er 的 实 维 数 等 于 2n. 

如 果 在 该 M 上 考虑 光滑 的 复 函 数 的 芽 f, 并 对 它们 仍 用 同样 的 公式 (1) 来 定义 
切 向 量 , 则 代替 T,(1W) 我 们 所 得 到 的 是 在 域 C 上 的 线性 空间 号 (MT), 它 的 复 维 数 等 
于 2n. 3,(M) 的 基 为 切 向 量 二 =- (wv ==，… ,n), 而 在 公式 (10) 中 ,ov 和 B. 为 
任意 复数 , 与 3,(M) 对 偶 的 空间 区 (M) 由 在 3,(1M) 上 的 复 函 数 


5 of 0 ) 
| v=1 《2 和 


组 成, 其 基 dzu,dz 为 基 -， -<- 的 对 侦 

在 复 流 形 M 上 可 自然 地 考虑 全 纯 函 数 芽 f e 0O%; 于 是 这 个 我 们 记 为 Ts(M) 的 
切 空间 的 基 为 回 量 二 (v = 1,.… ,n), 而 其 对 偶 空间 (由 C- 线性 函数 组 成 ) 的 基 
为 微分 dz,. 这 两 个 空间 的 复 维 数 都 等 于 dimcM = m. 

我 们 仍 回 到 M 为 Cn 的 实 子 流 形 的 情形 , 其 维 数 为 m, 并 在 点 a 的 邻 域 U 
局 部 地 由 大 = 2n 一 m 个 方程 ov(z) = 0 给 出 , 其 中 or e C1(U) 为 实 函数 , 且 
rank 人 二 上 (其 中 久 =1,…,k, 而 v=1,…,n). M 在 点 a 的 实 声 空间 由 
满足 v(p,) = 0 的 回 量 ve Xo(M) 组 成 ; 


T,(M) = E = (w+) :v1) = pn) = | (12) 


717] 
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(导数 取 在 点 a). 对 每 个 ve TT,(2M) 我 们 指定 一 个 回 量 = .六 Qv a , 使 得 v(P) = 
2Re u(y) 对 任意 实 函 数 9 成 立 , 如 果 容 忍 滥 用 符号 ， 我 们 由 和 前 解 实 切 空 间 为 


人 二 {: -= 人 :要 人 人 天 | 他 
1 一 工 


称 回 量 ve Ta(AM1) 为 复 切 向 量 是 说 , 如 果 回 量 iv e Tu(MTD): 在 这 种 情形 下 同时 
有 Re u(ypw) =0 和 Re iv(wpy) =0, 即 wv(pj) = 0 = 1,… ,k. 这 些 回 量 的 集合 


7 (0 = 全 a > 起 和 | (14) 


是 M1 在 点 a 复 切 空间 . 
特别 地 ， a >, 它 局 部 地 由 方程 w(z) = 0 给 出 , 其 中 pe C1(U) 并 且 
(为 了 确定 起 见 ) 5 到 关 0, 那么 空间 Te(S) 的 基 为 同 量 


Oh 


0 OF 
“ 


SOs Oo 
事实 上 , 显然 w,(y) = 0, 同时 这 些 向 量 为 C- 线性 无 关 , 它们 的 个 数 等 于 Te(5) 的 
复 维 数 . 

迄今 为 止 , 我 们 考虑 了 流 形 M 在 固定 点 的 切 空 间 和 余 切 空间 . 现在 我 们 转 回 纤 
维 从 , 并 且 为 了 确定 起 见 , 局 限于 实 流 形 . 


0 


WOR 


7 一 1 ,) 允 一 1 (15) 


定义 2. 流 形 M 的 切 从 是 一 个 向 量 从 , 它 的 空间 是 对 所 有 点 pe M 的 切 空 间 

的 不 交 并 
TO (16) 
pEM 

投射 7 : T(M) 一 M 把 每 个 切 向 量 ve T,(M) 带 到 它 的 切 点 p, 而 其 转移 矩阵 我 们 
现 定 义 如 下 : 

如 果 对 于 M 的 总 图 表 {(Ua,z)}, 我 们 选取 切 向 量 二 < (v = 1… ,nn = 
dim M), 作为 纤维 T,(M),p e Us 的 基 , 于 是 在 交集 Uss 有 


和 
人 J 


或 者 用 矩阵 记号 为 
0 


O 
Ee 二 
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COC 一 


其 中 =。 = ;各 ，… ,和 】, 类 似 地 ,2 为 列 向 量 (t 代表 转 置 ) 而 gp = 


De 人 Oz 


Ort i 
(3 为 坐标 变换 ze ;x 的 雅 可 比 矩阵 . 矩阵 gs 还 是 一 切 从 TCM 的 转移 条 


称 在 区 域 Dc M 上 切 从 TT(M) 的 截 影 为 一 个 向 量 场 ; 这 是 一 个 连续 函数 , 它 把 
每 个 点 pe D 对 应 到 茶 个 切 回 量 ve 7T,(M). 

完全 相似 地 , 可 以 定义 余 切 从 T*(A1T). 它 的 在 对 偶 基 下 的 转移 矩阵 是 雅 可 比 算 
阵 gws 的 转 置 , 这 是 因为 


SS 
人 >》 rv dri, v=1,...,n. (18) 


六 GD 的 一 个 光滑 截 影 是 一 个 一 阶 微分 形式 , 局 部 地 , 在 坐标 邻 域 Ce 中 它 共 有 形 
式 凤 = 2 fdz2, 其 中 f2 为 在 反 pe Uo 的 光滑 函数 . 在 坐标 邻 域 相交 的 连接 处 中 


截 影 的 光滑 性 , 显然 导出 了 坐标 变换 时 微分 形式 的 通常 的 变化 规则 
28. 层 的 概念 0 


这 个 概念 是 在 纤维 中 引进 了 茶 种 代数 结构 的 覆 登 概念 的 一 种 代数 的 变形 ; 这 
里 所 说 的 纤维 的 代数 结构 包括 群 , 环 或 域 . 为 了 确定 起 见 , 我 们 考虑 群 的 情形 . 


定义 1， 称 在 拓扑 空间 M ( 底 ) 上 给 出 了 一 个 群 层 是 说 , 如 果 还 给 出 了 男 一 个 
拓扑 空间 . ( 层 空间 ) 和 一 个 局 部 同 脉 o : .9 一 M (投射 ), 其 中 每 个 纤维 .只 , = 
o-1(P),p e M, 是 一 个 群 , 并 且 其 群 运算 在 .7 的 拓扑 下 连续 . 最 后 这 个 条 件 的 意义 
是 : 设 f,g,h e .9, 且 h = 了 +9; 于 是 对 点 的 任意 邻 域 Uc .9 在 .9 上 存在 点 
f 和 g 的 邻 域 V+ 和 V, 它们 同 胚 地 投射 到 点 pe M 的 同一 个 邻 域 VV, 使 得 对 任意 
的 geVW 和 fe%N Vg efNV, 有 和 f+g eeU. 


定义 2. 层 c:.Y -MM 在 区 域 Dc M 上 的 截 影 是 指 一 个 连续 映射 1f:D 一 .Y 
使 得 复合 上 映射 oo j 为 D 上 的 恒 同 映射 . 记 层 .9 在 区 域 D 上 所 有 截 影 的 集合 为 
IT(D, .7) 或 简单 地 记 为 (DD). 


由 投射 的 局 部 同 胚 性 . 在 每 点 pe M 的 充分 小 的 邻 域 中 总 存在 截 影 . 另外 , 如 
果 .Y(D) 中 两 个 截 影 f 和 9 在 某 个 点 pe D 上 重合 , 则 它们 恒 相 等 (事实 上 , 集合 
五 ={fpeD:Fp)=oo 因 上 和 5 的 连续 性 为 闭 , 但 又 因为 局 部 地 上 和 9 是 投射 
5 的 道 , 它 也 是 开 的 ; 由 于 区 域 D 的 连通 性 , 故 已 或 者 空 或 者 等 于 D). 这 个 性 质 连 


9 这 里 的 “ 层 ” 与 第 24 目 解析 集 的 (分 ) 层 的 “ 层 ”, 尽管 中 文 的 习惯 详 名 相同 , 但 意义 完 
全 不 同 ; 俄 文 和 英文 名 词 也 不 同 . 一 译注 
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同 定义 中 给 出 的 . 的 拓扑 下 代数 运算 的 连续 性 性 质 , 让 我 们 把 定义 在 纤维 中 的 运 
算 推广 到 在 所 给 区 域 上 的 截 影 中 ?. 

我 们 举 几 个 例子 . 

(1) 最 重要 的 环 层 的 例子 是 复 流 形 M 上 的 全 纯 函 数 芽 层 C(M). 这 个 层 的 空间 
是 芽 的 并 集 

O(N) = (1) 
PEAI 

而 其 上 的 拓扑 的 定义 如 下 : 固定 任意 一 个 芽 包 e OC(M) 并 选取 其 茶 个 代表 元 (U, 了 f). 
对 于 每 个 点 ge U 以 fr 表示 所 选取 的 函数 了 在 点 4 的 芽 f, 并 设 反 多 的 邻 域 为 
U = 上 【 ] f6. 像 前 面 那 样 (参看 卷 第 33 目的 例子 ) 可 以 验证 所 定义 的 这 个 拓扑 是 


qEU 
察 斯 多 夫 的 ; 而 此 空间 自然 是 不 连通 的 . 

投射 被 定义 为 映射 xz : GC(M) 一 M, 它 的 每 个 点 f e 2 对 应 于 点 D. 由 于 我 们 
在 C(M) 中 所 选取 的 拓扑 , 这 个 映射 在 每 点 fe C(M) 为 局 部 同 胚 . 最 后 , 不 难看 出 ， 
芽 的 加 法 和 乘法 运算 在 O(NM) 的 拓扑 中 为 连续 . 层 6(1M) 在 区 域 DC M 上 的 截 影 
是 在 D 上 的 全 纯 函 数 . 它们 的 集合 被 记 以 符号 T(D, 0), 或 简单 地 记 为 G6(D), 但 只 
要 不 会 出 现 把 层 的 截 影 集合 与 层 本 身 混 淆 的 危险 即 可 . 

特别 , 在 空间 C" 上 的 全 纯 函 数 芽 层 被 记 为 R*. 它 的 开 的 连通 分 支 显然 是 Cn” 
上 的 歼 曼 区 域 , 这 个 我 们 在 第 22 目 中 谈 到 过 的 对 象 . 

(2) 复 流 形 M 上 的 光滑 的 (7, s) 一 形式 芽 层 人 ("5)(1M), 它 的 定义 是 相似 的 . 称 
按 下 面 关系 给 出 的 等 价 类 为 在 点 pe M 的 这 种 形式 的 芽 : w ~ w' 表示 这 些 形式 的 相 
对 应 的 系数 在 点 p 的 某 个 邻 域 相等 . 在 所 给 点 p 的 芽 的 集合 .24"” 构成 一 个 阿 贝尔 
群 , 其 运算 是 按 形式 的 系数 相 加 . 该 层 空间 定义 为 


Fm5) (MM) he 9 (m5) (2) 
pE€EM 
其 拓扑 和 投射 完全 像 在 层 6 时 那样 引进 . 在 区 域 DC M 上 层 .95)(M) 的 截 影 是 
双 阶 为 7,s 的 在 D 中 具 光 滑 系数 的 形式 . 当 7 = s = 0 我 们 特别 得 到 了 M 上 的 光 
请 函数 芽 层 多 (M). 
我 们 发 现 , 与 6 不 同 , 空间 多 "3) 的 拓扑 不 是 豪 斯 多 夫 的 . 事实 上 , 例如 我 们 取 
M 上 的 具 紧 支 集 的 光滑 函数 f 并 考虑 在 此 支 集 的 边界 点 上 的 芽 fj. 芽 £5 与 恒 等 于 
0 的 函数 的 芽 O， 不 相等 , 然而 它们 的 邻 域 必 相交 : 在 f 的 任意 邻 域 存 在 恒 等 于 零 
的 函数 芽 . 
(3) 常 值 层 Z, 玉 ,C. 设 每 个 点 pe 1M 都 对 应 于 同一 个 对 象 , 譬如 , 整数 环 Z. 于 
是 我 们 可 以 说 , 在 M 上 给 出 了 一 个 常数 层 并 记 其 以 同一 个 对 象 的 符号 (在 我 们 的 情 
D 设 给 出 两 个 截 影 9 ED) 我 们 固定 一 个 点 pe D 并 发 现 f(p)++g(p) € .92p. 在 点 f(p)+g(p) 
的 邻 域 U 中 投射 o 的 逆 是 在 o(U) 中 .98 的 截 影 , 不 难看 出 它 被 延 拓 为 截 影 he .ZZ(D). 我 们 令 
f+9= 访 可 以 证 明 , 这 个 定义 是 合理 的 , 即 不 依赖 于 p 点 的 选取 . 
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形 为 乙 ). 在 区 域 Dc M 上 这 个 层 的 截 影 是 常 值 (在 我 们 的 情形 为 整数 ). 
全 纯 函 数 芽 层 像 在 分 析 中 所 考虑 的 其 他 层 那 样 , 它 在 从 所 谓 的 预 层 的 取 极 限 的 
过 程 中 自然 地 出 现 . 


定义 3。 称 在 一 个 拓扑 空 间 M 上 给 出 了 某 个 代数 结构 的 预 层 是 说 , 如 果 给 出 

了 MM 的 开 子 集 基 {U} ( 即 M 中 任 一 个 开 集 是 该 基 中 集合 的 并 集 ), 而 在 基 的 每 个 开 

集 U 上 定义 了 一 个 结构 .%，( 群 , 环 或 域 ), 且 对 基 中 每 对 满足 YY CD 的 集合 U,V， 
有 相伴 的 同 态 

0 (3) 


进而 , 如 果 WC VC U, 则 满足 可 迁 性 条 件 
Puw = Pvw © Pov-: (4) 


环 预 层 的 基本 例子 是 复 流 形 的 开 子 集中 全 纯 的 函数 组 . 在 这 里 的 同 态 pv 是 环 
OC(U) 在 C(V) 中 的 嵌入 同 态 , 它 把 每 个 函数 fe C(D) 带 到 在 集合 VC UV 上 的 限 
制 |. 

由 预 层 到 层 的 极限 过 程 在 一 般 情 形 可 理解 为 从 全 纯 函 数 到 它们 的 芽 以 及 层 
Z(M) 的 构造 . 设 在 拓扑 空间 M 上 给 出 了 某 个 代数 结构 的 预 层 {.%,}, 固定 一 个 后 
p € MM 并 考虑 点 p 的 邻 域 基 和 . 我 们 取 元 素 f, € 9, 和 gy, € .9,, 其 中 UV Ee 色 ， 
说 它们 在 点 p 等 价 是 指 , 如 果 存 在 点 p 的 邻 域 WC UV 使 得 


Puw Chi) = pvw kw (5) 
称 按 此 关系 得 到 的 等 价 类 的 集合 为 {.%,} 的 方向 极限 , 并 以 符号 
2 六 uv (6) 


记 之 . 在 集合 .9, 中 可 自然 地 引进 由 .9, 提供 的 代数 结构 (比较 在 卷 I 29 目 中 对 全 
纯 函 数 芽 上 作用 的 定义 ). 
现在 令 
38 U 7p (7) 
PEM 
可 将 其 看 成 在 空间 M 上 的 层 . 为 了 在 .8 中 引进 拓扑 , 我 们 注意 到 , 对 每 个 邻 域 
U e Z 可 以 构造 映射 p， : .9 一 . 匈 , 它 把 元 素 fe€ .加 相伴 于 包含 它 的 等 价 类 
f, € .9 (不 难看 出 , pv 是 所 考虑 的 代数 结构 的 同 态 ). 现在 对 每 个 元 fe .9 及 邻 域 
Ue 2 定义 集合 
We (J PE 


gEU 
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对 所 有 f e .7 和 空间 M 的 开 集 基 的 所 有 U 的 这 种 集合 的 全 体 Ue 可 以 被 取 作 .7 
的 拓扑 开 集 基 . 为 了 确信 这 个 论断 ; 只 需 证 明 对 任意 的 U,V e Gy 在 具 非 空 交 时 , 对 
任意 元 素 h e UV, 则 在 % 中 存在 Wh, Cc UV 即 可 . 由 构造 知 , pe VU 让 V 和 
hy = pw,(f) = pv,(9), 其 中 各 有 f € .9Y,,g & .9,. 由 方向 极限 的 定义 知道 , 存在 开 集 
斌 EVN 它 包 合并 日 使 得 Dw (月 二 pw(0) 他 太守 pz 我们 便 得 到 了 
9 中 的 元 素 , 从 而 想 要 得 到 的 邻 域 为 Wh = 【pw (n). 


gEW 
最 后 , 投射 c : .9 一 M 被 定义 为 一 个 映射 官 把 每 不 而 于 让 史册 对 应 到 点 Dp. 显 
然 , 在 所 构造 的 .7 的 拓扑 中 投射 是 一 个 局 部 同 私 , 而 代数 运算 是 连续 的 . 


问题 


1 WR Sms {WE€ an lz| = 1} 构造 一 个 由 两 个 分 图 表 构 成 的 总 图 表 . 


2. 设 ol ,az 为 Cn 中 的 ( 实 ) 线性 无 关 向 量 , 以 及 为 形 如 > z+》 Noer 


的 变换 群 , 其 中 N, 为 整数 ， 两 个 点 zz & Cn 为 等 价 是 指 存在 变换 CT 使 得 
A(z) = z/. 证 明 在 此 关系 的 等 价 类 集合 C"/F 中 可 以 引进 ” 维 复 流 形 结构 (C/T 被 

3. 证 明 , (a) 在 C? = R4 中 所 有 通过 原点 的 实 二 维 平面 的 格拉 斯 曼 流 形 G 同 有 
于 两 个 二 维 球面 的 积 S2 x 52; 

(b) C? 中 的 过 原点 的 复 直线 构成 G 中 的 球面 8 = CP 

4. 给 出 具 双 阶 (1,0) 的 微分 形式 w' = = Daa 和 重生 = > was 使 得 对 应 它 


们 的 问 量 a = (ol ,an) 和 b= (b1,-.…- a 在 欧 几 里 得 内 积 的 意义 下 正 交 . 证 明 
ww 二 0 仪 在 w=0 或 w” =0 时 成 立 . 

5. 证 明 , 在 3 中 那些 在 彭 罗 斯 变换 (第 13 目的 (12)) 下 对 应 于 M 上 一 条 光线 
上 点 的 复 直 线 位 于 N 在 对 应 于 此 光线 的 点 上 的 复 切 平面 内 . 

6. 证 明 , 在 将 闵可夫 斯 基 复 空间 以 克 莱 因 二 次 曲面 (第 13 目 ) 表示 时 , 顶点 为 
20 的 复 光 锥 变换 为 一 个 曲面 , 它 位 于 这 个 二 次 曲面 和 在 对 应 于 2 的 点 处 其 复 切 平 
面 的 交集 中 , 而 ac- 和 6 一 平面 变 到 二 次 曲面 上 的 平面 , 另外 复 光 线 变 到 复 直 线 . [ 提 
示 : 由 第 13 目 中 的 群 To 的 可 迁 性 可 假定 20 = 0.] 

7. 用 类 似 于 第 16 目的 方式 以 彭 罗斯 的 方法 在 区 域 M$ 中 构造 已 延 拓 到 这 些 区 
域 的 波动 方程 

Ou _ au ou Ou 


0 


的 解 . 


回 题 本 


8. 设 CC"-1 为 中 心 在 '0 的 多 圆柱 , 和 L = {|z| < 1}. 证 明 , 如 果 对 任意 
入 区 罗 访 E 机 (区 驻 世 在 机 中腹 瞧 二 的 零 启 加码 可 久 ,网 局 二 妈 (). 

9. (a) 证 明 ,Cn” 中 通过 原点 的 任意 m 维 复 平面 可 以 用 本 变换 变 成 变量 为 (z1,:… ， 
> 

(b) 在 标准 变换 p : C7*+1\{0} 一 P* 下 , 对 应 于 Cr+l 中 的 西 变换 的 到 的 变换 
也 被 称 做 西 变 换 . 证 明 它 保持 富 比 尼 - 施 图 迪 度 量 不 变 , 并 且 用 这 种 变换 可 以 把 P” 
中 的 超 曲 面 变 到 无 穷 远 处 . 

10. 证 明 区 域 D = CC\{z1,… , z} 的 万 有 履 登 空间 共 形 等 价 于 单位 圆 盘 , 其 中 
上 和 为 任 训 站 

11. 证 明 拓 扑 乘 积 空间 Mi x M2 的 万 有 帮 登 同 胚 于 这 两 个 空间 的 万 有 秦 登 的 乘 
积 Mi x Mo. 

12. 证 明 下 面 对 第 17 目 定理 1 的 复 类 比 : 如 果 r : M 一 M 为 一 个 全 纯 覆 辣 ， 
而 f :DM 为 一 全 纯 曲 面 (平面 区 域 D 到 MM 的 映射 ), 则 f 可 提升 为 全 纯 曲 面 
f: Do M, 并 且 在 给 定 f (co) eM 时 此 提升 唯一 . 

本 中 的 复 再 线 它们 处 在 一 般 位 置 , is 为 经 过 点 4 门 !。 和 
ls 门 4 的 一 条 复 直 线 , 而 M = CE 国 l;. 证 明 : 

y= 

(a) M 的 万 有 履 敬 双全 纯 等 价 于 有 界 区 域 : 

(b) 任意 全 纯 映 射 f:C 一 M 为 常 值 . 

14. 计算 解析 集 M = {z € C? : e”? = (zi 一 a)(z1 一 0)} 的 基本 和 群 . [提示 : 考虑 到 
第 一 个 坐标 的 投射 .] 

15. 证 明 , 圆锥 {z 闻 十 莹 十 双 = 0 CG 在 到 了 P2 的 标准 投射 下 对 应 于 同 胚 于 环 
面 的 一 条 复 曲 线 . 

16. 证 明 , “ 半 三 次 抛物 线 ”{ zz = 好 } CC2 在 原点 的 邻 域 中 是 个 拓扑 流 形 但 不 
是 个 复 流 形 . 

17. 证 明 , C3 中 的 不 可 约 解 析 集 M : 台 = zY 十 台 不 是 个 复 流 形 ; 更 准确 地 说 ， 
不 存在 全 纯 的 相互 一 一 的 映射 f:B 一 MNMU, 其 中 B 为 C? 中 的 单位 球 ,U 为 C3 
中 0 的 邻 域 . 

18. Cn 中 在 0 不 可 约 的 一 维 解析 集 , 在 准确 到 一 个 坐标 线性 变换 下 , 局 部 地 由 
方程 组 


过 证 以 一 2 ,nN 
KE 
给 出 , 其 中 m 为 某 个 正 整 数 . 


19. (W. Rudin) 设 fe O(C") 为 整 函 数 , 并 且 对 解析 集 4 = {f(z) = 0} 的 所 有 
点 z = ('z,z) 成 立 不 等 式 |z| < c(1 填 |z|™), 其 中 ec 和 nm 为 常数 . 证 明 , 4 是 某 个 
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多 项 式 的 零点 集 . [提示 : 考虑 积分 


/ O03 多 全 
op( 2) = me Flz,0) dl, 

其 中 x('z) = c(1 十 |z|”),4 = 0,1,2,-…, 并 利用 魏 尔 斯 特 拉 斯 预备 定理 的 证 明 方 法 .] 

20. (V. Ya. Lin) 考虑 在 去 掉 一 点 的 平面 C, = C\{0} 上 的 纤维 从 , 其 纤维 空间 
= {(v,v) € C2 :ee #0}, 而 投射 为 x(w,v) = er 一 e*. 证 明 这 个 纤维 从 具有 连 
续 的 整体 截 影 但 没有 全 纯 的 整体 截 影 . [提示 : 用 皮卡 定理 证 明 不 可 能 有 C; 中 的 恒 
等 式 ev*(?) 一 ev(*) = z, 其 中 的 和 w 为 全 纯 函 数 .] 

21. 如 果 对 向 量 从 r:z 一 1M, 其 纤维 维 数 dim 忆 = mm, 存在 m 个 在 每 点 PEe MM 
线性 无 关 的 整体 截 影 , 则 此 回 量 丛 为 平凡 . 

22. 设 M 为 C* 类 实 流 形 , 其 维 数 为 n; 证 明 切 从 T(M) 为 2n 维 的 C*-! 类 流 
形 . 


第 亚 齐 
解析 延 折 


任意 的 平面 区 域 D 都 可 作为 全 纯 函 数 的 存在 性 的 自然 区 域 : 总 存在 在 D 中 全 
纯 而 不 能 解析 延 拓 到 区 域 之 外 的 函数 (参看 疮 工 第 46 目 ). 与 此 不 同 , 在 C"(n > 1) 
空间 中 存在 有 区 域 , 在 它 上 的 任意 全 纯 函 数 必 定 都 可 以 延 拓 到 比 它 更 大 的 区 域 中 . 非 
对 数 凸 的 赖 因 哈 特区 域 (参看 第 7 目 ) 可 作为 这 种 区 域 的 例子 . 

本 章 主要 致力 于 解析 延 拓 问题 , 特别 是 描述 在 C 的 区 域 的 延 拓 , 其 中 的 这 些 区 
域 是 全 纯 函 数 的 存在 区 域 . 解析 延 拓 的 主要 方法 是 全 纯 函 数 的 积分 表示 , 我 们 就 从 
它 开 始 . 


810. 积分 表示 


29. 马丁 内 利 - 博 赫 纳 (Martinelli-Bochner) 公式 和 勒 雷 (Leray) 公式 
在 第 工 章 中 我 们 已 知道 了 柯 西 公式 


-| f (Cd 
f(z) < (2ri)n 条 =- Z 》 (1) 
它 表 示 了 在 多 圆 盘 U" = {z e Cn :|| < 全 纯 , 并 在 其 闭 包 连续 的 函数 (在 这 里 
P= {z€ Cr" :|w| = 7,} 为 多 圆 盘 的 骨架 , 而 = eo 


i 天 人 (CE 
表示 非常 方便 , 但 是 只 能 运用 到 一 个 较 军 的 区 域 类 型 ( 它 可 用 显 见 的 方式 推广 到 平 
面 区 域 的 乘积 上 ) 并 且 非 常 特殊 : 公式 (1) 的 积分 并 不 是 沿 整个 区 域 的 边界 而 仅仅 是 
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它 的 骨架 , 即 谢 洛 夫 边 界 . 在 这 里 , 我 们 将 得 到 的 表示 是 对 任意 具 光 滑 边界 或 逐 段 光 
请 边界 的 有 界 区 域 成 立 的 , 而 积分 是 沿 整 个 边界 进行 的 . 

为 了 得 到 它们 中 的 第 一 个 表示 , 我 们 考虑 在 C" 中 的 一 个 双 阶 为 (n,n 一 1) 的 微 
分 形式 , 它 在 点 z = 0 为 奇异 : 


3 人 A (2) 


其 中 qz|v| = dz1 和信:… 人 Adz,_1 信 dzu41 八 :… 人 dzn, 和 通常 的 dz = dzi 人 … 人 入 dz 因 
2 (0) = ds Na (1 WOH 


-二 吉 腕 = | dz 人 dz 


1 入 二 22 
= (5 a dzA\dz=0 (3) 
= 


(这 里 应 用 到 二 zz = |z|?), 即 这 个 形式 在 C"\{0} 中 为 闭 . 
另外 , 对 任意 球面 S. = {|z| = 7} 


1 Se 
w = 一 >》 (- 切 7 zuvdzlv| A 人 dz， 
人 人 S, = 


而 由 于 右 喘 积分 内 的 形式 已 经 个 再 有 奇 点 , 故 可 以 应 用 斯 托 克 斯 公式 : 


|/ 。= 去 | A 
rN 
SO B. 


天 中 By = {|z| 兰 %} 为 球 然而 如 过 = 于 V0 Nd /d= 00%, NUT 
故 dzAdz = (2 和 "dz 其 中 的 dz = dzl 和 .Adzon 是 R27 中 的 体积 元 . 所 以 可 以 


把 前 面 的 公式 重 写 为 
[EA sh oe -i 9 


(在 这 里 利用 了 右 端 积 分 等 于 Vol B, = nr2"/nl 的 事实 ). 

设 给 出 了 一 个 有 界 区 域 D c C"， 其 具 分 段 光 滑 的 边界 6D， 以 及 函数 f ec 
OC(D) 站 C(D); 假设 0 e D.， 由 熟知 的 公式 , 在 后 z € D\{0} 我 们 有 d(fw) = 
df 人 w 十 ff 和信 dw， 然而 df 和 人 w = 0, 这 是 因为 由 全 纯 性 质 知 ,df 只 通过 微分 dz 
表达 , 而 w 包含 了 全 部 这 些微 分 的 乘积 , 由 于 (3) 第 二 项 也 有 fdw = 0. 因此 , 形式 

0 为 了 得 到 这 个 公式 , 需要 在 左 端 和 右 端 的 因子 中 进行 对 换 . 我 们 还 注意 到 , 在 这 里 假设 R27 的 
正定 向 是 使 它 对 应 于 有 序 的 dxi 信人 入 dzxn 入 dyi 和信-…- 人 dyn, 而 在 第 19 目 中 则 是 有 序 的 dzj 人 dyi 人 
“人 人 dzn 作 dyn (yw 一 BD 当 7 为 奇数 时 这 两 个 方向 相 同 ， 在 偶数 时 相 异 . 
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fw 闭 于 DM{0} 并 且 按 斯 托 克 斯 定理 , 它 沿 8D 的 积分 等 于 沿 具 充 分 小 半径 的 球面 
9 的 积分 . 再 利用 函数 连续 性 以 及 公式 (4), 我 们 得 到 了 


hs i -人 和 人 ey Ex(r ), 
其 中 当 7 一 0 时 a(r) 一 0. 因为 这 里 的 左 端 并 不 依赖 于 7, 故 a(7) 三 0, 从 而 


0 = Wm fre (5) 


还 要 取 任 意 点 z e D 以 代替 0, 以 5 表示 被 积分 的 变 元 并 替换 w(z) 为 只 与 
w(C 一 ZzZ) 相差 一 个 数量 因子 的 形式 , 这 就 是 所 谓 的 马丁 内 利 - 请 赫 纳 形式 : 


Cu 
0 vlA\d 6 
(Di 2 IC— Be | ] 和 we ( ) 


是 公式 (5) 给 出 了 下 面 的 结果 : 


定理 1. 对 任意 具 分 段 光 滑 边 界 9D 的 有 界 区 域 D Cc Cn" 和 任意 函数 f < 
CO(D) 让 C(D), 则 在 所 有 点 ae D 有 


WMB(C | 2) 和 


1 加 = /flO — (7) 


(马丁 内 利 - 博 赫 纳 积分 公式 
我 们 发 现 , 当 n == 1 时 形式 wwp(C 2) = 和 d= 从 而 马丁 内 利 - 


博 赫 纳 积分 被 约 化 为 柯 西 公式 . 与 其 相 类 似 , 对 于 函数 fe 6(D) 人 让 C(D), 积分 (7) 
在 DD 外 为 零 , 这 是 因为 当 ze C"\D, 形式 wmp(C 一 z) 在 DD 中 为 团 和 非 异 , 从 而 由 
斯 托 克 斯 公式 得 到 . 特别 地 , 令 f(z) = 1, 我 们 得 到 


| WMB(C —2)=R2), (8) 
oD 
其 中 yx 为 区 域 D 的 特征 函数 , 其 在 2 e D 时 等 于 1 而 在 万 外 为 0. 但 是 与 柯 西 核 
不 同 , 马丁 内 利 - 博 赫 纳 核 在 n > 1 时 非 全 纯 地 依赖 于 参数 >. 

* 证 明 : 

(1) 当 n>1, 


wMB(G 一 2) = > 1) 一 如 Be KA de, 


其 中 gzG = 一 -惟一 2 调和 地 依赖 于 思 其 中 z 六 


0 这 个 公式 以 不 同方 法 由 马丁 内 利 在 1938 年 和 博 赫 纳 于 1943 年 得 到 
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(2) 对 任意 在 6D 上 连续 的 函数 f, 马丁 内 利 - 博 赫 纳 积分 在 6D 外 为 z 的 调和 函数 . 
(3) 对 于 函数 fe C1(D) 成 立 下 面 的 柯 西 - 格林 公式 ( 卷 I, 第 19 目 ) 的 推广 : 


1 ,Of df Ad 
1 -| Om -a -BCE 


最 后 , 我 们 指出 , 马丁 内 利 - 博 赫 纳 微 分 形式 (6) 具有 5 一 函数 的 性 质 . 事实 上 ， 
z= 二 0 时 dw(z) 冯 0, 并 且 形 式 地 将 斯 托 克 斯 定理 用 于 (8) 和 任意 的 区 域 D 3 0, 我 


们 得 到 
= 


因为 当 z 关 0 时 dw =0, 故 万 在 此 可 以 换 为 C". 当 z= 0 时 马丁 内 利 - 博 赫 纳 公 
式 也 可 以 形式 地 写 为 

f0= da= 人 他 
(我 们 利用 了 由 f 的 全 纯 性 得 到 d(fw) = duw) 因此, 马丁 内 利 _ 博 赫 纳 公式 重新 表 
现 出 了 5_ 函数 的 性 质 0; 当 n= 1 时 对 于 柯 西 积分 公式 也 同样 如 此 . 


我 们 转 而 推导 出 更 一 般 的 积分 公式 , 它 是 由 勒 雷 在 1956 年 发 现 的 , 并 称 其 为 柯 
西 - 凡 塔 皮 耶 (Cauchy-Fantappie) 公式 . 为 此 , 我 们 考虑 形式 
全 (Dauovdu 四 ， 
PE 


(nC— 1)!8(w)A 人 dz 
(Zn FB 。 


Q(z, w) = (9) 
其 中 du 由 = dwi 人-… 人 dwy_i 人 人 dwri 人 人 dwn,dz = dzi 八 -… 信 dzn 以 及 


nN 


(二 > (2 (10) 
77== 寺 
当 w = z 时 , 公式 Q 显然 等 同 于 马丁 内 利 - 博 赫 纳 形 式 :Q(z,z) = wmB(z). 这 
个 形式 在 圆锥 Qo = {(z,w) € Co : (z,w) = 0} 具有 奇人 弄 性 , 而 在 eh 的 把 上 为 
闭 形式 , 这 是 因为 


(n—1)| dwAadz n 一 
二 一 一 一 一 一 一 一 一 一 DO NY 0 
dl) CR nN rE 2 wudw NC 


可 直接 验证 : 8(w) = wfd( 空 ) A… 和 Ad( 血 ) 一般 地 ,有 


8(w) = (—1)” wr?d Ca A I ) 和 Ad (x 人 CE ， 
Wy Wy Wy ny 


“对 任意 点 z 的 情形 以 w(C 一 z) 替换 w(z). 
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而 由 于 (z, ww) = w?(z,w/wv)”, 故 形式 0 实际 上 并 不 是 依赖 于 w 而 是 依赖 于 ww 与 
它 的 一 个 坐标 的 比值 , 即 在 C"*(w) 中 经 过 原点 的 复 直 线 上 为 常 值 . 
设 函 数 f 和 区 域 D 如 上 所 设 . 如 果 0 e D, 则 由 马丁 内 利 - 博 赫 纳 公 式 有 


J lh f(D 3) (11) 


在 这 里 , 我 们 可 以 假定 对 形式 f(z)Q(z,z) 的 积分 是 沿 看 (2n 一 1) 维 闭 链 yo = {(z,w) < 
CO DD 2) = | #0, 故 和 yo 与 锥 Qo 不 
相交 . 我 们 的 这 个 证 明 方法 0 基于 如 下 命题 : 在 这 个 公式 中 , Yo 可 以 被 换 为 任 悉 其 
他 的 闭 链 xy {fw) CE CGB0D,w 三 疼 (2 堪 时 的 207DDLC% 是 一 个 光 请 
的 回 量 值 函数 , 使 得 (z, 和 (z)) 入 0 对 所 有 ze 0D 成 立 ( 即 yi 与 Qo 不 相交 ). 

为 了 证 明 此 命题 , 我 们 首先 利用 在 上 面 提 及 的 那个 形式 0 对 w 依赖 性 的 特点 ; 
由 这 个 特点 知 , 在 不 改变 积分 值 的 情形 下 , 闭 链 7o 和 yi 可 以 分 别 换 作 闭 链 ?0 = 
{z € 6D,w = z/|z|} 和 y= {z € 6D,w = 入 (z)/(z, 入 (z))}, 它们 均 位 于 二 次 曲面 
01 要 (人 网 二 TO 访 三 1 由 和 全 同 灶 光 全 国有 一 个 人 2n) 欠 的 及 


= { (20d 0 MR A 人 


(z, A(z)) |z| 


其 中 的 所 有 点 满足 (zw) = 1, 故 o € Q1, 从 而 不 包含 形式 9 的 奇 扩 ; 这 个 膜 的 定向 
边缘 是 yi 一 他: 由 斯 托 克 斯 公式 有 


.1- 1 1m= fam=0 


这 是 因为 形式 9 在 Qo 外 面 的 闭 性 质 以 及 df 只 由 微分 dz 表达 , 而 9 包含 了 它们 
的 乘积 , 故 在 oc 上 d(f9) = df AQ+ fdQ = 0. 因此 , 在 改写 过 的 公式 (11) 


10)= /Alaolem 
中 , 闭 链 % 可 以 换 为 4 或 者 1, 从 而 我 们 得 到 了 
f(0)= | Alao(aA() (12) 
OD 


就 像 在 对 马丁 内 利 - 博 赫 纳 公 式 的 推导 那样 , 我 们 在 这 里 改变 记号 , 便 得 到 了 
下 面 的 结果 . 


”这 个 方法 是 辛 钦 (G. M. Khenkin) 告诉 我 们 的 . 
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定理 2， 对 具有 和 逐 段 光滑 边界 的 任意 有 界 区 域 D C C" 和 任意 函数 f < CD) 
CCD) 成 立 勒 雷公 式 
1 加 = /f(z Xe) 
oD 
WE SA(O)) Ade 
(Qn) . C0 


这 里 的 和 是 在 69D 上 任意 光滑 的 向 量 值 函数 , 使 得 (¢ 一 z, AGO) 关 0 对 所 有 z€D 
和 Ce 9D 成 立 . 


A ) (13) 


这 个 函数 各 种 不 同 选 取 的 可 能 性 , 即 它 也 可 以 依赖 于 点 z, 赋 子 了 勒 雷 公式 特别 
广泛 的 特征 . 本 质 上 说 , 这 个 公式 包含 了 所 有 最 常 使 用 的 全 纯 函 数 的 积分 表示 . 
我 们 来 考察 几 个 例子 . 
(DA TDR Br ENE CIN 
KE 一 1- (0 关 0 对 于 wo€ Br 和 XC'E 8B" 成 立 (由 施 岂 次 不 等 式 
【ES 民风 
f(z) = 


(nC— 1)! (0) d(C)AdC (14) 


(27i)" (Te 


(2) 设 区 域 D = {z € C7 : p(z) < 0}, 其 中 wp € C1(D) 及 yylap 关 0 使 得 在 每 
点 Ce 0D, 复 切 平面 TE(8D) 位 于 D 之 外 , 特别 地 , 这 个 条 件 为 所 有 有 具 光 请 边缘 的 
凸 区 域 所 满足 . 在 这 里 取 A(C) = yew, 这 是 因为 (C 一 z, 六 cp) = 一 (z -YeP) 只 在 
Tt(8D) 取 零 值 (参看 第 17 目 ) 从 而 对 所 有 ze D 和 < & 6D 不 为 零 


如 果 记 -2 Se 0 a 
Sa) 


N= > C1 pd 
j=1 


而 由 于 d 包含 了 全 部 微分 div 的 乘积 , 于 是 在 乘积 S( 和) 人 d 中 可 将 所 有 dpv 换 为 
ap 然而 由 外 积 的 性 质 知 


Dr- 0(p1,: 二 生生 1: 7 填 1 
5 A a 
2 加 人 (a 1， Sl | de 


从 而 dc[vl 人 dc 在 乘积 S(A) 人 dc 中 的 系数 等 于 


< 7 O 人 3 yt 
i 
OC eg ET ian 6 
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显然 , 这 个 表达 式 可 改 瑟 为 行列 式 的 形式 


ol OR 
B, = | O61 0 (15) 

a 

BE 了 

其 中 对 5 的 导数 的 行 被 略 去 . 
于 是 , 对 于 所 考虑 类 型 的 区 域 (特别 地 , 凸 区 域 ), 勒 雷公 式 可 写成 

人 -1 le) i es 
f(2) = ye WW ee Yel A (16) 


这 个 公式 的 有 用 的 特点 是 它 的 核对 z 的 全 纯 依 赖 性 , 在 马丁 内 利 - 博 赫 纳 公 式 
则 不 是 如 此 的 ?. 


* 证 明 , 对 是 的 有 界 区 域 D = {z € C” : yp(z) < 0} 成 立 勒 雷 - 格林 公式 , 它 与 (16) 在 右 端 
的 项 上 有 所 不 同 : 


| a 
(2zrz)” 1 ) 2 (ep 


30. 韦 伊 (Weil) 公式 . 
在 这 里 我 们 还 要 推导 一 个 公式 , 其 核 全 纯 地 依赖 于 可 应 用 于 某 些 特殊 类 型 区 域 
的 参数 . 
定义 1， 设 给 出 了 区 域 DC C", 以 及 还 有 有 限 个 函数 W; e OC(D) 和 平面 区 域 
D; € Wi(D),i = 1,.… ,NN. 如 果 集 合 
I ED WZ2e DD, FE I NN (1) 
在 D 中 为 紧 , 则 称 该 集合 为 多 面体 集合 . 
这 种 集合 不 必 是 连通 的 ; 称 连 通 的 形 如 (1) 的 集合 为 多 面体 区 域 . 常常 考虑 所 有 
区 域 D; 为 圆 盘 的 情形 ; 对 应 的 集合 
村 和信 二 Dip 1 (2) 
被 称 为 解析 多 面体 . 如 果 所 有 函数 Wi 为 多 项 式 , 则 称 (2) 为 多 项 式 多 面体 . 
在 N =n 和 所 有 Wi(z) = z% 的 特殊 情形 , 多 面体 区 域 是 多 圆 形 , 而 多 面体 则 为 
多 圆 盘 . 
0 我 们 注意 到 , 不 管 问 量 值 函数 和 依赖 还 是 不 全 纯 依 赖 于 z, 公式 (13) 中 的 核 都 全 纯 依 赖 于 z. 
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定义 2 称 多 面体 集合 (1) 为 韦 伊 集 是 说 , 如 果 N > m, 并 且 
1) 所 有 它 的 面 
Oi 一 {z €D: Wi(z) 所 0D;, W:;(2) 起 By 天 2} (3) 
是 (2n - 1 维 流 形 ; 
2) 任意 上 个 不 同 的 面 (2 入 上 入 m) 的 交 , 即 韦 伊 集 的 边 , 其 维 数 不 大 于 2n 一 上. 
称 韦 伊 集 的 ” 维 边 
giv oY | (4) 
集合 为 其 骨架 . 称 连通 的 韦 伊 集 为 韦 伊 区 域 . 


为 了 得 到 在 韦 伊 区 域 中 全 纯 函 数 的 积分 表示 , 我 们 需要 定义 在 这 些 区 域 中 函数 
Wi 的 一 个 特殊 展开 式 . 这 个 展 式 的 可 能 性 由 下 面 的 定理 得 以 保证 . 


赫 费 尔 (Hefer) 定理 . 对 任意 函数 W; C C(D), 其 中 DD 为 Cn 中 的 全 纯 区 域 , 则 
存在 ”个 函数 Pi(C,z) € 6O(D x D) (v = 1,… ,n) 使 得 对 所 有 点 C,z ED 成立 等 式 


于 


Wi(¢) 一 Wi(z) = > = (5) 

在 一 般 情形 下 赫 费 尔 定理 不 是 个 初等 的 定理 ?, 我 们 将 在 第 50 目 中 证 明 它 . 在 

这 里 我 们 只 需 注意 到 , 对 于 多 项 式 , 恒等式 (5) 可 以 经 过 简单 的 重新 安排 函数 Wi 在 
所 z 的 泰勒 展 式 得 到 , 在 这 里 的 赫 费 尔 展 式 的 系数 PP 也 是 多 项 式 . 


定理 1 (A. 韦 伊 )， 设 工 为 韦 伊 区 域 (1), 它 由 具 光 滑 边界 的 区 域 D; 定义 . 于 
是 任意 函数 fe C(ID) NC(D) 在 任意 点 ze I 可 以 用 下 面 公式 表示 : 


1 f(0) a 

f(z) 对 人 一 一 一 一 | 
ee D0 Te Pir ... Pin 
其 中 的 和 取 遍 所 有 有 序 指标 组 (1 < ij < … < i < 和 N), 它 定 义 了 区 域 的 骨架 的 边 ， 
Pi 为 对 Wi 的 赫 费 尔 系数 , 并 且 dC = dC 入-… 信 dln; 这 些 边 由 使 所 有 98D; 以 正 向 


在 I 为 多 圆 形 区 域 (N = n, Wi = zi = 1,… ，,，V) 情形 , 骨架 工 由 一 条 边 o1..… 
组 成 ( 它 与 第 2 目 中 的 骨架 的 意思 一 致 ) 并 且 (6) 中 的 和 也 只 有 一 项 . 赫 费 尔 系 数 Pi 
在 这 种 情形 下 , 当 i = > 时 等 于 1, 当 ;i 类 > 时 等 于 0, 即 在 韦 伊 公式 中 的 行列 式 等 于 
1, 从 而 此 公式 为 


| f (Cd 
CO 
1 7 
D 赫 费 尔 定 理 被 证 于 1942 年 , 而 韦 伊 公 式 (6) 则 是 在 他 1935 年 的 著作 中 被 推导 出 的 . 


F(R ® 
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这 样 一 来 , 韦 伊 公式 推广 了 对 于 在 多 圆 形 区 域 上 的 柯 西 积分 式 到 韦 伊 区 域 上 . 像 
柯 西 公式 那样, 它 的 核对 变量 5 和 z 为 全 纯 . 

为 了 缩短 形式 的 计算 , 我 们 将 在 n = 2 和 f e O(T) 的 情形 下 进行 韦 伊 定理 的 
证 明 7) 


证 明 . 我 们 从 马丁 内 利 - 博 赫 纳 公 式 在 C? 中 韦 伊 区 域 上 的 情形 开始 着 手 , 这 
时 它 的 形式 为 
we (C1 — Zz1)dCs — (C2 — z2)dC 
J (8) 
其 中 o; 为 区 域 I 的 面 . 得 出 韦 伊 公式 的 想法 在 于 : 我 们 试图 将 斯 托 克 斯 公式 应 用 
于 (8) 使 得 非 全 纯 微 分 dC,, 化 零 , 而 替代 在 面 o; 的 是 沿 骨 架 的 边 cij 的 积分 ; 这 时 
发现 核 的 非 全 纯 部 分 (变量 C, 一 吉 , 和 |C 一 z|) 也 消去 . 赫 费 尔 展 式 (5) 在 此 变换 中 
起 着 至 关 重 要 的 作用 . 
首先 我 们 注意 到 (8) 中 的 被 积 形式 w((, z) 为 恰当 形式 ; 它 是 下 面 NN 个 形式 中 


1 


8 FE 
[6 — zP {Wi(6) — Wi(z)} 


Te 


Qi(6, z) 3 (9) 


我 们 通过 直接 计算 验证 这 个 论断 ; 为 简单 起 见 , 记 z = 0, Wi = Wi(C) 一 Wi(0): 


人 | -er 二 


和 el | 

本 {~ (GdG + dca) (有 io — PBC1)+ 
(G161 下 Ga)(Pda — Pdl1)} 入 起 

本 eee re 


(Placa ~ Pid) \ Ad 


和 Cd : 


论断 得 证 . 

我 们 还 注意 到 当 z e He ci 时 只 有 差 Wi(C) 一 Wi(z) 不 为 零 (因为 Wi(C) < 
)D;, Wi(z) € Di), 而 所 有 其 他 的 差 则 在 某 些 点 化 零 . 故而 当 z € Ice ci 时 只 有 形 
式 Q; 非 异 , 而 所 有 其 他 的 形式 Q;,j 闫 i 为 奇异 , 从 而 在 沿 面 ci 取 积 分 时 , 只 能 这 样 


1) 完 全 的 论证 可 参看 弗 拉 基 米尔 (V. S. Vladimirov) 的 《多 复 变 函数 论 》(M.: Hayrka，1964， 
2248—252) 
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地 应 用 斯 托 克 斯 公式 : 
| #0 = aoi( 本 


N 
3 


j=1" 0 
了 7 天 1 
(我 们 在 那里 利用 了 全 纯 函 数 f 可 以 放 在 形式 0; 的 微分 符号 之 内 ). 
如 果 像 公式 (8) 所 要 求 的 那样 , 把 这 些 积 分 加 在 一 起 , 则 每 条 边 cj 会 出 现 两 次 
但 具有 相反 的 定向 (由 边缘 mi 和 o; 的 面 得 到 ). 所 以 我 们 有 


N N 
A 
3 i,7=1™ Oi 
其 中 取 和 是 按 有 序 偶 对 指标 进行 的 (1 < i < j < NN). 
还 要 注意 , 在 相 减 时 , 核 (9) 的 非 解析 部 分 已 消去 : 
1 +lc) 
Ee 
SS 


(PE 


dc 


(我 们 再 次 使 用 到 上 面 提 到 的 记号 的 简化 以 及 赫 费 尔 展 式 ). 于 是 我 们 得 到 了 公式 


5 
Pt Bs 


9 


N 
1 / 
/全 Gr 2 WO WON WO Wa) 0 


它 即 等 于 n = 2 时 的 韦 伊 公式 .， 口 


注 . 如 果 韦 伊 集 (1) 不 连通 , 则 它 被 分 解 为 最 多 可 数 个 连通 分 支 ( 韦 伊 区 域 ). 显 
然 定理 1 在 I 为 不 连通 的 韦 伊 集 的 情况 下 仍然 有 效 . 在 这 种 情形 下 , 对 于 属于 某 个 
分 支 的 z, 在 韦 伊 公式 (6) 中 不 为 零 的 只 有 沿 此 分 支 的 骨架 的 积分 , 而 沿 其 他 分 文 的 
骨架 的 积分 则 化 为 零 . 这 来 自 那 样 的 事实 , 即 那个 推导 出 韦 伊 积分 的 马丁 内 利 - 博 
赫 纳 积分 在 该 区 域外 为 零 . 

韦 伊 公式 的 核 的 全 纯 性 被 应 用 到 , 例如 , 由 某 类 全 纯 函 数 的 逼近 问题 . 我 们 来 推 
导 与 此 相关 的 基本 事实 . 


定理 2， 任意 全 纯 于 解析 多 面体 (2) 和 在 其 闭 包 上 连续 的 函数 f, 可 以 在 此 多 
面体 内 展开 为 级 数 
f(2) = DY AWi(a)], (11) 


lk|=0 (2) 


810. 积分 表示 * 153. 


其 中 k= (k1, 人 kn,), 2 一 (Gm Ie 2 为 向 量 指标 ， wa Ee [Ws (z)]*: “ss (Wi, (hs b 
里 层 的 和 是 按 有 序 组 1 < i <…<i < 取 的 , 系数 则 由 公式 


BY” 二 Pii 
1 


EE SR 
CL (2n0)” Rs WP P 


且 级 数 (11) 在 该 多 面体 的 任意 紧 子 集 上 一 致 收敛 . 


证 明 . 由 韦 伊 公式 得 出 展 式 (11) 的 方式 完全 像 从 柯 西 积分 公式 得 到 泰勒 展 式 
那样 . 对 任意 点 ze 开 及 开 的 骨架 上 任意 氮 5 可 以 写 出 下 面 按 几何 级 数 的 展开 式 


1 一 机 有 (2 和 Ta (2 和 
[Wa 2 有 (2 


[Waa 
Ik|=0 Lm 


在 固定 z € I 时 , 这 个 展开 式 在 o;...;， 上 对 一 臻 收敛, 并 且 将 其 代入 韦 伊 公式 (6) 
我 们 便 得 到 了 具 系 数 (12) 的 展 式 (11). 
级 数 (11) 在 多 面体 二 的 紧 子 集 上 的 一 致 收敛 性 由 通常 的 方式 即 可 加 以 证 明 . 口 


推论 1.。 任意 在 解析 多 面体 I 中 全 纯 的 函数 , 在 任意 集合 K € I 上 可 以 被 
在 区 域 D 上 全 纯 的 函数 作 任意 精确 的 逼近 , 其 中 的 区 域 D 是 在 多 面体 的 定义 中 所 
涉及 的 那个 . 


这 个 推论 简单 地 说 可 以 叙述 为 : 函数 族 6(D) 笛 于 族 CD). 


证 明 ， 级 数 (11) 的 部 分 显然 属于 C(D), 它们 逼近 于 函数 fe C(I). 为 了 避免 
f 在 五 上 为 连续 这 个 条 件 . 以 多 面体 I = {z € I: |Wi(z)| < 代替 工 其 中 的 
r: < mi 且 充 分 靠近 mi (i 为 数值 指标 )， 口 


特别 , 当 I 为 多 项 式 的 多 面体 ( 即 所 有 函数 Wi 为 多 项 式 ) 时 , 级 数 (11) 的 部 分 
和 为 多 项 式 . 我 们 于 是 有 


推论 2， 任 意 在 多 项 式 多 面体 I 中 全 纯 的 函数 f 在 任意 集合 K € II 上 可 以 
锌 多 项 式 以 任意 精确 度 遏 近 . 


C" 中 的 那 种 区 域 , 其 紧 子 集 上 的 任意 全 纯 函 数 可 被 多 项 式 以 任意 精确 度 通 近 ， 
则 称 其 为 龙 格 (Runge) 区 域 (比较 卷 I 第 23 目的 龙 格 定理 ). 推论 2 可 叙述 为 : 任意 
多 项 式 多 面体 是 龙 格 区 域 . 
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811. 延 拓 定理 

考虑 几 个 关于 函数 的 全 纯 延 拓 的 定理 , 它们 反映 了 高 维 情形 的 特点 . 

31. 从 边界 的 延 拓 

这 些 定理 的 第 一 个 断言 , 在 ”> 1 的 Cn 中 , 每 个 在 一 个 区 域 的 边界 上 按 某 种 意 
义 为 全 纯 的 函数 必定 可 以 全 纯 地 延 拓 到 整个 区 域 . 在 边界 上 全 纯 性 的 准确 意思 是 说 ， 
函数 在 它 上 面 满足 所 谓 的 柯 西 - 黎 曼 切 方程 . 这 些 方程 在 分 析 和 应 用 中 起 着 很 大 的 
作用 , 故而 我 们 将 更 仔细 地 关注 它们 . 

考虑 在 C" 中 的 实 超 曲 面 S, 它 在 邻 域 VU 2 5 中 由 方程 o(z) = 0 给 出 , 其 中 
oE C1(U), 并 且 在 J veo 类 0. 设 在 7 中 给 出 了 一 个 复 函 数 f, 其 为 C1 类 . 
它 的 微分 9f = 加 2 在 点 CES 分 成 了 两 项 , 其 中 一 个 为 wj = M6w (和 EC)， 
指向 5 ed 而 另 一 个 67f = 6f -6wf, 指向 与 此 法 线 复 正 交 的 方向 ?). 
分 别称 wj 和 67f 为 6f 的 法 分 量 和 切 分 量 , 而 称 算 子 07 为 柯 西 - 黎 曼 切 向 算 
子 . 这 个 算 子 是 由 柯 恩 (J. J. Kohn) 在 1965 年 引进 的 . 


定义 ， 设 5 为 Cn 中 实 超 平面 , 7 为 上 面 所 说 的 那个 邻 域 . 如 果 在 每 点 Ce 5 
有 
Be 0 (1) 
则 称 函 数 fe C1i(U) 在 5S 上 满足 柯 西 - 黎 受 切 条 件 , 或 者 简单 地 说 是 S$ 上 的 CR - 
我 们 将 证 明 这 个 定义 的 合理 性 , 它 的 意思 是 说 在 函数 f 上 的 切 向 算 子 57 只 由 
其 在 S 上 的 值 决定 而 不 依赖 于 它 到 邻 域 UV 中 Cl- 延 拓 的 方式 . 为 了 证 明 这 点 , 需 
要 下 面 类 似 魏 尔 斯 特 拉 斯 除法 定理 的 引 理 . 


引 理 . 如果 在 区 域 UC R" 中 函数 pe Ck,k>1, 以 及 yw = Ce ) 


关 0, 而 函数 小 € C*(U) 在 2 = 0 处 处 处 为 零 ， 则 存在 函数 h e C*-1(U) 使 得 
(ZT) = h(z)p(z) 对 所 有 x eU 成 立 . 


证 明 . 由 于 论断 的 局 部 性 , 可 以 假定 点 0 E S 的 邻 域 0 为 充分 小 的 凸 集 . 因 
EU nO et 设 在 此 处 5 和 “了 0 且 方 程 p(z) = 0 可 解 出 为 
二 = 2 其 中 el 0 ne 2( 1) 
下 将 C* 的 情形 变 到 了 y(zx) = zn 和 We C*(U) 使 得 w('x,0) = 0. 由 显 见 的 对 所 有 


0 我 们 记得 (参看 第 17 目 ), 复 法 线 nc(S) 定义 为 复 直 线 {z -C= XJcw, 和 eC), 而 与 其 复 正 交 
的 方向 构成 复 切 平面 Te = {(z 一 《4, cy) = 0}; 这 里 我 们 将 余 问 量 了 avdz 与 同 量 a = (av) 等 同 . 


811. 延 拓 定理 . 155. 


dg U 成 立 的 等 式 
| ) yl t ) t 
Nn : 1, tin dt 


可 以 看 出 , 可 以 取 在 这 里 出 现 的 积分 当 作 函数 h; 它 显然 属于 C*-1(U)D.， 口 
设 F 和 G 是 函数 f 在 区 域 U 中 的 延 拓 , 其 中 的 了 只 在 S 上 给 出 . 因为 FF 一 G 
在 S 上 为 零 , 故 由 引 理 有 一 G = hw, 其 中 he Co(U). 那么 在 S 的 点 上 我 们 有 2 


dF — 6G = how, 


而 因为 h6w 指向 S 的 复 法 线 , 故 91. 一 67G = 0. 故 在 S 上 必定 有 67F = 67G, 从 
而 67 对 于 函数 f 在 S 之 外 的 延 拓 的 无 关 性 得 证 . 

在 应 用 中 利用 柯 西 - 黎 曼 切 条 件 的 各 种 不 同形 式 是 方便 的 . 我 们 在 这 里 推导 出 
了 


定理 1。 柯 西 - 歼 曼 切 条 件 (1) 等 价 于 下 列 条 件 中 的 任 一 个 : 在 任意 点 Ce 5 
No 
b) 2 =0 对 任意 复 切 方 向 we (5) 成 立 ， 
Cj Mo 0 其 中 dz = dzi 八 :…. 信 dz,. 
证 明 ， 由 (1) 知 5f 二 XGw, 而 因为 Bp 人 可 p= 0 故 a) 成 立 . 反之 , 如 果 a) 成 
立 , 则 
Br as 
人 
对 所 有 nv = 1,… ,n 成 立 , 从 而 6f = Xp, 其 中 A eC 为 某 个 复数 , 即 满足 (1). 
为 了 证 明 第 二 个 等 价 关 系 , 我 们 设 《 = 0. 如 果 选 取 坐 标 使 得 T5(S) = {z, = 0}， 
则 法 分 量 5vf ~ 二 而 切 分 量 


二 0 


w 也 一 了 of 
> de (2) 
JE 于 


因为 向 量 --,… ,一 构成 8(S) 的 基 , 故 考虑 到 (2) 方程 (1) 等 价 于 方程 组 
Zl1 Zn—1 


‘. ,nC—1, (3) 


5 显然 , 在 v(z) 0 的 地 方 函数 ha) = 到 2 < CS; 故 在 集合 fe(z) = 0} 上 的 光滑 性 可 能 降 


低 1, 这 可 由 下 面 的 函数 表明 : w(z) = xn,w(7x) = Zn 十 2Z5 2 sin -一 ， | 


2 这 不 是 从 乘积 的 微分 公式 得 到 的 (因为 只 有 he C0"， 故 不 和 应 用 ), 而 是 直接 由 hy 在 S 上 的 
偏 导 数 的 定义 得 到 . 
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而 这 个 方程 组 就 是 条 件 b). 

最 后 , 如 条 选取 坐标 使 得 实 切 平面 为 To(S) = {Im z = 0}, 故 在 其 上 有 dz = 
dzn. 如 前 面 知 78(S) = {zn = 0}, 故而 0rj 由 公式 (2) 表达 . 因为 dz 是 所 有 dz 的 
乘积 , 故 在 条 件 c) 中 形式 df 可 以 换 作 6f, 另外 由 于 dz = dz, 在 6f 的 表达 式 中 
最 后 一 项 , 即 6,,f 可 以 舍 去 : 


n—1 


>》. Wr 人 dzl 和 - 人 人 2 = 


1 一 1 


因为 微分 天 1 ,OZn_15Qz1,.… ,dz 在 To(S) 上 的 无 关 性 , 这 个 等 式 等 价 于 方程 组 
(3), 即 条 件 b).， 口 

Fd 形式 b) 特别 方便 . 如 果 超 曲面 S 由 方程 w(z) = 0 给 出 , 则 在 
它 的 32 + 0 的 点 上 , 复 切 平面 的 基 可 以 取 作 问 量 
Bp 0 sp 0 
OE Oz; 0 全 有 
(参看 第 27 目 ), 故 在 这 种 情形 S$ 上 的 柯 西 - 黎 曼 切 条 件 可 改写 为 


Op of Op Of 
Ozn OZ, Oz, 02n 


人 Z 一 1 ) 隐 一] (4) 


U(f) = 0 WW = (5) 


例题 . 
(1) 对 于 球面 区 会 |z| = 1 图 数 (2) = DZvZyv Fs: I 故而 在 Zn SE 0 的 点 柯 
- 歼 曼 切 同 方程 为 


- 为 于， 路 三 证 nO—1 
(2) 对 于 庞 加 莱 球 面 {z e C" : yn = |'z|?}( 参 看 卷 I 的 问题 18)， 图 数 yp(z) = 
人 一 可 = zz i 黎 曼 切 条 件 可 写成 
Oh 
本 “本 DE 


我 们 特别 留意 n = 2 的 情形 ; 如 果 此 时 令 zi = z,z2 = 上 二 条, 则 此 球面 的 方程 为 
7 二 |z|2.7 的 值 由 量 > 确定 ， 故而 在 球面 上 的 独立 坐标 为 z 和 t. 因为 


0 1/0 .0 

5 一 3 (a 机 
而 当 za = z 固定 及 = 常数 时 , 则 有 地 -= -5 以 及 唯一 的 柯 西 - 黎 曼 切 向 方程 
有 形式 


811. 延 拓 上 定理 - 157. 


这 是 在 偏 微 分 方程 论 中 著名 的 卢 伊 (H. Lewy) 方程 (1956 年 ). 


当 n = 1 时 , 不 存在 复 切 方 同 从 而 柯 西 - 黎 曼 切 向 方程 的 概念 失去 了 意义 . 
此 现在 这 目 所 致力 的 下 面 定理 具有 高 维 情 形 的 特点 . 它 被 博 赫 纳 和 塞 韦 里 (Severi) 
在 1943 年 分 别 独 立 证 明 . 


定理 2. 设 在 C",n > 1 中 给 出 了 一 个 有 界 区 域 D, 其 边界 S = 6D 光滑 并 且 
其 补 集 为 连通 . 如 果 函 数 fe C1(5) 在 S 的 所 有 点 上 满足 柯 西 - 黎 曼 切 向 方程 , 则 
它 可 以 延 拓 到 区 域 D 里 , 为 D 中 的 全 纯 函 数 并 在 D 上 连续 . 


证 明 。 在 所 采取 的 假设 下 这 个 延 拓 可 以 由 马丁 内 利 - 博 赫 纳 积分 实现 : 
Fw) = / flOomale —) (6) 


并 且 它 完全 被 f 在 9 上 的 值 所 决定 . 为 了 证 明 此 论断 我 们 还 需要 形式 wwB 的 某 些 
性 质 . 

首先 我 们 注意 到 , 当 z 固定 , 而 点 满足 G1 关 z1 时 形式 wmB(l 一 z) 为 微分 形 
式 (对 于 变量 < 的 ) 


CW CY Ws 光 表 
Qi(C — 2) = De > se 守 del, dd 和 dl， (7) 
其 中 de[1,d] = dlz 人 … 信 db-1 人 dlv+1 人 … 信 dl. 这 可 经 简单 计算 验证 .D， 

另外 , 当 形 式 Qi 在 复 平面 6: = 2 上 具 奇异 性 的 同时 , 它 的 对 参数 元 的 偏 导数 
仅 在 《= z 上 有 具 奇异 性 : 


O01(C 一 2) _ i 
OZ1 [22 Da 


NS CC -Zz,)d [1,v] Ad 


最 后 , 由 于 函数 f 在 S 上 满足 柯 西 - 歼 曼 切 辣 方程 , 且 可 以 被 写成 定理 1 中 c) 
的 形式 ( 即 df 和 de = 0), 而 形式 9 包含 了 因子 di, 故 在 S$ 上 当 Ci 关 zi 时 我 们 有 


he 2 RY 
dt re 3 vd + 
?2 三世 


ma (0277 元 -1 ;A 
(27i)"n C1 (- |<l2m 人 二) 有 | 2 G 


(no (1! - 
i Cvdl[v] Ad 
Gr" 2 KE 


一 wMB(C). 
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op /0 = 0 因 呈 当 富 90 本 这 多 时 


dF(O(E = 2) = FO —D) = f(a(C —2), (8) 
而 当 C eS,C#z 时 
d (FO ) = f(T (9) 
(微分 是 对 变量 ¢ 取 的 , 偏 导数 是 对 去 的 , 可 与 其 进行 置换 ) 
我 们 开始 直接 进行 证 明 


a) 由 积分 (6) 定义 的 函数 在 S 外 处 处 全 纯 . 事实 上 , 如 果 z 和 5, 则 可 应 用 公 于 
(9) 从 而 由 斯 托 殉 斯 公式 ， 


2 Ff #0 De 2-/ a (10 ) =0 


这 是 因为 65 =0 (边缘 5 pe 挑 出 其 他 变量 z,… ,za 以 蔡 代 ,我 们 便 构 
造 了 类 似 的 形式 0Q2,… , 0,, 并 可 利用 它们 证 明 5 ,地 在 8 外 等 于 0 

b) 函数 广 在 万 外 处 处 为 0. 事实 上 , 在 C"\ 万 中 | 二 | > ma |Ci| 的 部 分 , 形式 
(7) 非 异 , 故而 可 以 利用 等 式 (8). 对 于 属于 这 个 部 分 的 z, 我 们 有 


;= | foma= fa Te 


(我 们 再 次 利用 斯 托 克 斯 公式 , 并 且 5 为 闭 链 ). 然而 所 提 到 的 万 的 补 集 部 分 包含 了 
内 点 , 而 又 因为 由 条 件 知 此 补 集 连 通 , 故 由 唯一 性 定理 在 整个 补 集 上 f= 0. 

c) 我 们 最 后 将 证 明 函 数 了 的 边界 值 等 于 所 给 出 的 『 的 边界 值 . 考虑 到 马丁 内 利 
- 博 赫 纳 核 的 性 质 (第 29 目的 公式 (8)), 我 们 可 以 对 任意 C0 e S 和 任意 z g& 5 写 出 


Rs CC A ee 汉 ， (10) 


其 中 x 为 区 域 D 的 特征 函数 . 

如 果 证 明了 (10) 式 右 端 在 点 60 为 连续 , 则 此 断言 得 证 : 事实 上 , 从 五 外 >z 一 6 
时 右 端 的 极限 值 显然 为 零 ; 由 于 连续 性 从 D 内 z 一 60 时 极限 值 等 于 零 , 即 当 z 一 
OO 

因此 , 还 需 证 明 在 点 69 函数 


5 性 人 re) eo 
的 连续 性 . 为 此 , 我 们 首先 注意 存在 有 积分 
ee 人 人 (11) 
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事实 上 , 这 个 积分 是 沿 (2n 一 1) 维 曲 面 对 出 现在 形式 wwMe 中 微分 形式 的 乘积 dC [vj 人 di 
取 的 , 它 具 有 (2n 一 1) 维 体积 元 的 大 小 . 这 些 乘积 的 因子 


A | 
人 
的 阶 不 大 于 1/|c 一 0°|22-2, 这 是 因为 fe C1(S), 从 而 f(C) 一 了 (09) 作为 -0 上 有 具 
有 的 阶 不 小 于 |¢ 一 C0. 所 以 (11) 中 被 积 函数 趋同 无 穷 的 阶 全 少 比 维 数 少 1, 从 而 积 
分 (11 DD. 
进一步 的 证 明 按 分 析 的 常规 方法 进行 , 我 们 仅 扣 到 为 目 . 差 


> se G0) 


oe 1 局 


可 被 分 成 两 部 分 , 分 别 是 沿 C0 的 充分 小 (相对 而 言 ) 邻 域 c 上 的 积分 和 这 个 边界 的 
剩余 部 分 S\o 上 的 积分 . 由 于 已 证 明 的 积分 (11) 的 收敛 性 , 第 一 部 分 可 以 认为 很 小 ， 
而 在 S\c 上 的 积分 中 的 核 是 连续 的 , 从 而 如 果 点 z 充分 靠近 60, 则 此 积分 可 以 任意 
2 上品 


注 .、 所 给 出 的 这 个 证 明 在 n= 1 时 却 不 能 进行 , 这 是 因为 与 马丁 内 利 - 博 赫 纳 
形式 不 同 , 柯 西 形式 dC/(C 一 z) 当 ze DD 时 不 是 9D 上 的 恰当 形式 ( 故 不 能 在 n=1 
时 按 公 式 (7) 构造 Q1). 积分 


| PU) 
f(z) = 人 
当然 在 z ¢ 9D 时 为 全 纯 , 然而 f 在 万 外 却 不 必 为 零 2. 
作为 博 赫 纳 - 塞 韦 里 定理 的 应 用 例题 , 我 们 来 证 明 高 维 复 分 析 的 一 个 基本 定理 ， 
即 关 于 紧 奇 点 集 的 消去 定理 . 


定理 3 如果 函 数 f 在 区 域 D c Cn (n > 1) 中 处 处 全 纯 但 可 能 要 除去 一 个 不 
分 离 该 区 域 的 一 个 集合 K e D (就 是 使 D\K 连通 ), 则 f 可 延 拓 到 整个 区 域 万 . 


证 明 . 在 D\K 中 选取 两 个 (2n 一 1) 维 的 超 曲面 S; 和 ss, 使 得 它们 分 别 为 
区 域 G! 和 G2 的 边界 ,而 这 些 区 域 的 补 集 为 连通 并 使 KK € G1 e G2, 以 及 夹层 
G = Gz\G1 ED (图 31). 因为 f 在 G 中 全 纯 , 故 由 马丁 内 利 - 博 赫 纳 公 式 , 对 
zEG 有 


风尘 站 本 i pe (12) 


“DD 转 到 在 S$ 上 以 co 为 极点 的 极 坐标 上 可 以 更 容易 相信 这 一 点 . 
2) 参 看 卷 1 第 [I 章 的 问题 1 和 3. 
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按 同一 个 理由 , 在 S; 和 S> 上 满足 了 柯 西 - 黎 曼 切 向 方程 
中 人 djs = 不 和 dls =0. 


图 31 


因为 z 位 于 曲面 8 之 外 故 由 定理 2 知 公式 (12) 中 的 第 二 个 积分 等 于 零 , 从 
而 对 所 有 ze G 有 
ME CC (13) 


然而 由 同一 个 定理 , 在 (13) 右 端 的 积分 代表 了 一 个 在 G 中 处 处 全 纯 并 在 Goa\K 中 
等 于 f 的 一 个 函数 . 因为 按 所 设 条 件 D\K 为 连通 , 故此 函数 给 出 了 f 在 整个 区 域 
D 上 的 延 拓 .， 口 

1 


注 ， 在 定理 3 中 K 不 分 离 区 域 的 条 件 是 不 可 或 缺 的: 设 K = ( 5 为 球 


面 , 而 D = {|z| < 1} 为 C” 中 的 球 , n > 1; 于 是 函数 f, 它 在 {la < 本 
{3 I 1) 为 1, 从 而 在 D\K 中 全 纯 , 但 不 能 全 纯 地 延 拓 到 也 . 


由 此 定理 看 出 , n > 2 个 变量 的 全 纯 函 数 不 可 能 有 孤立 奇 点 : 这 类 函数 的 奇 点 
(如 果 它 们 不 分 离 区 域 ) 必定 超越 了 该 区 域 的 边缘 或 者 到 达 了 无 穷 远 1 . 

关于 复 奇 点 消去 的 定理 (定理 3) 涉及 许多 多 复 变 分 析 的 最 重要 的 结果 . 第 一 个 
被 正式 阐述 但 并 不 完全 令 人 信服 的 证 明 属 于 哈 托 格 斯 (1906 年 ); 1907 年 庞 加 沫 对 
C2 中 的 球 证 明了 它 (在 有 界 球面 的 邻 域 中 全 纯 的 函数 全 纯 地 延 拓 到 整个 球 ). 对 这 
个 定理 稍 后 的 证 明 出 现在 奥 斯 古 德 (Osgood) 的 教科 书 (1924 年 ) 和 布衣 (Brown) 的 
著作 (1936 年 ) 中 . 我 们 上 面 给 出 的 证 明基 于 博 赫 纳 和 塞 韦 里 (1943 年 ) 更 后 来 的 
结果 . 


* 证 明 后 面 的 强化 的 刘 维 尔 (Liouville) 定理 : 如 果 n > 2 个 变量 的 函数 在 球 {|z| < R} 外 
全 纯 并 有 界 , 则 其 为 常数 . 站 


“发 比 较 : 在 平面 z 上 的 函数 /== 1/z 具有 奇 点 {0}, 而 在 空间 (z,w) 有 奇异 的 复 直线 {z = 0}, 它 
扩展 到 了 无 穷 远 . 
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32. 哈 托 格 斯 定理 和 奇 点 的 可 去 性 
在 下 面具 有 必然 性 的 解析 延 拓 的 定理 中 , 这 个 延 拓 由 柯 西 积分 实现 . 


定理 1 ( 哈 托 格 斯 ). 设 给 出 了 区 域 G C Cm(z),Go C G 和 多 圆 盘 U C C"(w)， 
其 骨 染 为 了 ;我 们 又 记 U®* 三 UL TIT,M = (G xT)J(Go xU*). 如 果 函 数 /5M 一 C 

1) 在 G xfT 中 连续 , 并 且 对 任意 w eT 在 G 中 全 纯 . 

2) 对 任意 ze Go, 在 U 中 全 纯 并 在 U* 中 连续 , 则 它 可 全 纯 地 延 拓 到 区 域 G xU 
中 (参看 图 32, 其 中 m= n= 1). 


证 明 . 我 们 考虑 由 柯 西 重 积分 定义 的 函数 


1 f(z20) 
a 


du (1) 


它 的 被 积 函数 二 2 ee， 对 任意 固定 的 参数 值 (z,w) < G x U 在 F 上 连续 , 并 对 任意 
w 全 纯 依赖 于 这 些 参量 ; 由 第 5 目的 引 理 知 函 数 严 也 在 乘积 G x U 中 全 纯 . 然而 在 
固定 ze Go 时 , 由 条 件 2) 函数 三 在 U 中 由 其 柯 西 积分 代表 , 因此 在 Go x U 中 有 


2 Dg i (2) 


(2ri)m J ww 


于 是 函数 下 是 f 在 区 域 G x U 中 的 全 纯 延 拓 .， 口 


利用 哈 托 格 斯 定理 (或 者 利用 他 的 方法 ) 我 们 将 证 明 三 个 关于 奇 点 可 去 性 的 定 
理 , 其 中 加 在 可 去 性 集合 上 的 条 件 一 个 比 一 个 强 , 而 加 在 函数 上 的 条 件 却 一 个 比 一 
个 弱 . 它们 中 的 前 两 个 对 n= 1 也 成 立 . 


定理 2. 如 果 函 数 f 在 区 域 Dc C" 中 连续 并 且 在 D\S 中 全 纯 , 其 中 5 为 光 
滑 的 实 超 曲 面 0, 则 它 在 D 中 全 纯 . 
在 n= 1 时 为 光滑 曲线 . 
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证 明 . 只 和 需 证 明 在 任意 点 a € S 函数 『 全 纯 即 可 , 且 不 失 一 般 性 可 设 此 点 为 
0, 并 假定 在 此 点 的 邻 域 中 5 由 方程 yt = yp(zi,w) 给 出 , 其 中 w = (zo,… ,zn), 而 
v2 为 光滑 的 实 函 数 (图 33). 因为 w(0,0) = 0, 故 由 2 的 连续 性 知 , 对 任意 6 > 0 存 
在 a > 0 和 多 圆 盘 UC Cn"-1(w),0 e U, 使 得 |w(zi,w)| < 6 对 所 有 |zx1| < a 和 
w EU 成 立 . 选取 6 充分 小 和 充分 靠近 它 的 7 > 6B, 我 们 得 到 区 域 Go x U 属于 


fe O(Go Xx U). 

> i 对 固定 的 w EU, 函数 有 在 矩形 本 全 {|zi| < a, |21| 了 } 中 处 
处 全 纯 , 但 需 去 掉 光 滑 曲 线 mi = yp(z1,w), 并 且 在 G 中 连续 . 由 此 得 到 (参看 卷 I 第 
42 目的 引 理 的 证 明 ), f(zi,w) 对 于 固定 的 we UV 在 G 中 全 纯 . 由 哈 托 格 斯 定理 我 们 
得 出 结论 说 , 了 在 包含 点 z = 0 的 区 域 G x UC Cn 中 全 纯 ， 口 


下 面 的 定理 是 可 去 奇 点 定理 的 推广 , 在 这 些 奇 点 的 邻 域 中 这 个 全 纯 函 数 是 有 界 
的 ; 有 时 称 其 为 关于 延 拓 的 黎 曼 定理 (在 n= 1 时 , 是 由 孤立 点 组 成 的 解析 集合 ). 


定理 3. 如 果 函 数 f 在 D\A 全 纯 , 其 中 DD 为 C" 中 的 区 域 , 而 4 为 余 维 1 的 
解析 集 , 并 且 f 在 4 的 点 上 为 局 部 有 界 了 ?, 则 它 可 以 以 唯一 的 方式 延 拓 到 DD 中 的 
全 纯 函 数 . 


证 明 . 因为 集合 D\A 连通 (参看 第 24 目 ), 故 延 拓 的 唯一 性 是 显然 的 . 只 需 证 
明 f 在 任意 点 o e 4 可 以 全 纯 延 拓 即 可 , 不 妨 设 此 点 a 等 于 0. 可 以 假定 在 0 的 
邻 域 中 定义 集合 4 的 函数 9 满足 条 件 g('0, zn) 关 0 于 是 存在 具 充分 小 半径 的 加 
{| 弛 [=7}, 在 其 上 G02) 这 0 从 T2200 时 于 从 人 REIOWO GC 中 的 
全 和 [| 了 访 广 


”D 这 表示 , 对 每 个 点 ze 4 存在 邻 域 Us 使 得 f 在 (D\A) 站 Us 中 有 界 
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考虑 柯 西 积分 i 
20(2) 5 a a (3) 

Tz EO, NE Gn) € DN hg 0 WD hE f (win) 
对 于 z' 为 全 纯 . 故 下 对 'D 中 的 'z 全 纯 , 而 对 zw 它 在 圆 盘 Ui = {|zn| < 7} 中 全 纯 ， 
所 以 在 区 域 UV = 'U x U 中 全 纯 . 然而 对 于 固定 的 'z e 'U, 函数 g('z,z) 在 图 


域 中 有 界 , 故 对 于 z, 而 言 奇 点 已 消去 . 在 消去 这 些 奇 点 后 , 函数 f('z, zz,) 在 圆 盘 U;， 
中 由 在 圆 {|z| = r} 上 取 值 的 柯 西 积分 表示 , 故 与 函数 F 相合 , 而 它 在 区 域 U30 
中 全 纯 . 口 

最 后 的 这 个 定理 只 对 n > 1 成 立 , 并 且 它 关系 到 具 必 然 性 的 解析 延 拓 , 这 是 因 
为 在 其 中 并 没有 对 函数 加 上 任何 附加 条 件 . 


定理 4 如 果 f 在 D\A 中 全 纯 , 其 中 DD 为 C" (n > 1) 中 的 区 域 , 而 4 为 余 维 
不 小 于 2 的 解析 集 , 则 它 以 唯一 的 方式 延 拓 到 D 中 的 全 纯 函 数 . 


证 明 . 首先 , 延 拓 的 唯一 性 是 显然 的 . 对 于 延 拓 的 可 能 性 , 我 们 将 对 集合 4 的 
复 维 数 进行 归纳 证 明 , 按 假设 , 它 的 维 数 m < n 一 2. 如 果 4 为 零 维 (mm = 0), 则 它 由 
孤立 扣 组 成 (由 第 24 目 定理 6 知 ), 而 f 在 它们 中 每 点 的 可 延 拓 性 可 从 紧 奇 点 的 可 
去 性 定理 (第 31 目 定理 3) 得 到 . 

设 断 言 已 对 小 于 m < n 一 2 得 证 , 并 且 4 为 维 数 等 于 m 的 集合 . 我 们 来 证 明 
f 在 任意 正则 点 we 49 的 可 延 拓 性 , 在 此 不 妨 设 其 为 0。 因 为 在 0 的 邻 域 4 为 
余 维 不 小 于 2 的 复 流 形 , 则 (可 能 在 经 过 复线 性 坐标 变换 之 后 ) 可 以 找到 两 个 在 后 
"0 e€ Cn-2 的 邻 域 "UU 中 的 全 纯 函 数 0 和 go, 使 得 z,_1 一 g1("z) 和 zw 一 92(/z) 三 
浊 上 化 为 夫 ,其 昨 二 僵局 二 水 

人 全面 
T= 1 全 司 志 -让 三 | 人 三 守信 于 DNA 中 ,从 而 函数 


F(z,w) = ee os (4) 
对 所 有 “z e”U 和 所 有 双 圆 盘 U2 = {|zw_1| < 7,|zx| <7} 中 的 点 w 为 全 纯 . 然而 对 
固定 的 和 刁 有 各 0 二 (是 和 和 2、=00(/ 二 RE 4 国 此 作 汶 大 的 
函数 玉 只 可 能 有 可 去 的 奇 点 . 故而 五 = f, 即 f 在 点 0 全 纯 地 被 延 拓 . 

f 在 4 的 正则 点 集 4? 中 的 延 拓 性 已 经 得 证 , 而 因为 临界 点 集 构成 了 维 数 小 于 
m 的 解析 集 , 故 由 归纳 假定 f 在 这 些 点 也 被 延 拓 .， 口 


* 证 明 , 在 C*\R?” 中 全 纯 的 函数 f 可 延 拓 为 整 函 数 . 站 
某 种 更 一 般 的 有 关 延 拓 的 定理 我 们 将 在 下 一 节 中 进行 推导 . 它们 与 全 纯 (区 ) 域 
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的 概念 有 关 , 我 们 将 转 而 研究 它们 . 


8312. 全 纯 域 


全 纯 域 是 那样 的 区 域 , 在 其 中 存在 有 全 纯 函 数 , 它 不 能 被 解析 延 拓 到 该 区 域 之 
外 . 上 一 节 的 那些 定理 表明 在 ”> 1 的 空间 C” 中 并 非 任 一 个 区 域 都 是 全 纯 域 , 我 们 
将 在 这 里 着 手 研究 这 种 区 域 的 特点 和 性 质 . 


33. 全 纯 域 的 概念 

必然 性 解析 延 拓 的 影响 自然 地 导致 了 下 面 的 定义 : 

定义 1， 称 包含 区 域 D 的 区 域 G 为 D 的 全 纯 扩张 是 说 任意 函数 fe CULD) 可 
延 拓 x 为 G 中 的 全 纯 函 数 . 


可 以 清楚 看 到 , 这 个 定义 只 在 空间 的 情形 才 有 意义 . 这 种 情形 的 令 人 感 兴趣 的 
特别 之 处 由 下 面 简单 的 定理 表现 出 来 . 


定理 1。 如 果 G 为 区 域 D 的 全 纯 扩张 , 则 任意 函数 fe C(D) 的 延 拓 在 G\D 
中 只 取 那 些 了 在 D 中 所 取 的 值 . 


证 明 . 设 车 相反 , 某 个 函数 fe O06(D) 在 G\D 中 取 了 某 个 它 不 在 D 中 取 的 值 


wo. 于 是 函数 g(z) = Pe 显然 在 D 中 全 纯 , 但 不 能 解析 延 拓 至 G, 这 是 因为 
WO 


在 G\D 中 某 个 点 它 将 变 为 无 穷 . 这 与 定义 1 矛盾 . 口 


推论 .有 界 区 域 D Cc C" 的 全 纯 扩 张 G 也 是 有 界 区 域 . 


证 明 . 由 定理 1, 函数 f(z) =z (点 z 的 坐标 ) 在 G 中 的 取 值 是 与 其 在 D 中 
的 取 值 相同 , 即 


SD. | 20 0 ol 7 1 (1) 
ZEG ZE 及 
然而 因为 D 有 界 , 故 (1) 的 右 端 有 限 , 从 而 左 端 有 限 , 即 G 有 界 . 口 


全 纯 域 不 能 简单 地 理解 为 与 其 自己 在 C" 中 的 全 纯 扩张 相同 . 问题 在 于 , C” 中 
区 域 的 函数 的 解析 延 拓 可 能 导致 多 叶 的 黎 曼 区 域 , 我 们 曾 在 第 22 目 中 考虑 过 它 . 


例题 . 设 D Cc C? 为 单 连通 区 域 , 其 哈 托 格 斯 图 展示 在 图 34 中 , 这 是 个 圆柱 
{z2 十 这 < 1,|z2| < 2), 但 去 掉 了 正方 形 I= {0 < zi < 1 = 0,|z| < 1}),1= 
(0< 0 3 0 1 Te = 00 
由 哈 托 格 斯 定理 , 每 个 函数 f e C(D) 可 以 通过 扇形 S 被 解析 延 拓 , 既 从 上 往 下 也 
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从 下 往 上 0. 事实 上 , 例如 我 们 考虑 第 一 种 延 拓 方式 (从 上 往 下 ): 函数 f 在 半圆 盘 
= {|z1| 二 1 一 e,z1 之 e, |z2| = 2 一 e} 和 线段 {z1 = 2z9,|z2| < 2 一 e} 的 邻 域 中 全 纯 ， 
其 中 | 刀 | < 1,x? > 0, 多 < 0, 因此 被 延 拓 到 5 x{lzz| < 2 一 e}. 

在 这 样 的 延 拓 下 我 们 重新 又 到 了 区 域 D 中 , 但 是 该 函数 不 必 取 它 以 前 所 有 具有 的 
同一 个 值 . 事实 上 , 例如 我 们 考虑 函数 fo(zi,z2) = Vzi, 它 被 看 作 在 D 中 连续 的 根 
的 一 个 分 支 ; 这 个 分 支 在 半 轴 x1 > 0 上 取 正 值 。 显 然 它 在 D 全 纯 ， 并 且 在 图 中 的 
点 4 和 B 取 了 具 不 同 符号 的 值 , 其 中 A 和 投射 到 平面 zx 中 同一 个 点 PP 但 位 于 
9 的 不 同 的 面 上 (在 D 上 从 4 过 渡 到 B 时 我 们 应 将 arg zi 改变 2x). 另 一 方面 , 由 
哈 托 格 斯 定理 知 , fo 经 3 的 延 拓 ( 像 前 面 所 描述 的 那样 ) 得 到 的 , 壁 如 在 点 B 和 它 
在 上 乓 4 的 延 拓 应 该 是 同一 个 值 . 

所 以 , fo 的 延 拓 把 我 们 引 同 了 多 值 函 数 ; 我 们 不 想 讨论 这 些 函 数 , 我 们 应 该 把 这 
些 延 拓 了 的 值 带 到 D 的 第 二 个 样本 上 , 然后 与 第 一 个 样本 沿 集合 5S 烙 合 . 


这 个 例题 中 的 区 域 D 不 是 个 全 纯 域 , 虽然 它 没 有 到 C2? 中 区 域 的 全 纯 扩 张 . 为 
了 避免 出 现 类 似 的 现象 , 我 们 应 该 在 定义 全 纯 区 域 时 , 不 仅 对 函数 本 身 , 而 且 对 它 在 
部 分 区 域 上 , 比如 包含 在 该 区 域 中 的 球 上 的 限制 排除 解析 延 拓 到 区 域 界 限 之 外 的 可 


人 已， 
用 I. 


定义 2， 称 区 域 DC C" 为 函数 『 的 全 纯 区 域 是 说 , 如 果 fe CD) 并 且 对 任 
意 点 z0 € D, 了 在 球 B(z0,7) 的 限制 不 能 解析 延 拓 到 球 B(z0,71), 其 中 7 为 2? 到 
8D 的 距离 , 而 rl > 7. 称 区 域 D 为 全 纯 域 是 说 , 如 果 它 是 某 个 函数 的 全 纯 域 


我 们 着 手 研究 描述 全 纯 域 的 特征 条 件 , 就 从 简单 的 充分 条 件 开始 . 我 们 称 在 区 域 
D c Cn 的 一 个 边界 点 〈 存在 一 个 障碍 是 说 , 如 果 对 任意 集合 K € D 及 任意 e>0 


0 为 简明 起 见 , 我 们 在 谈 及 展示 在 哈 托 格 斯 图 上 的 集合 时 总 理解 为 相应 的 C? 中 的 集合 . 
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存在 函数 gs 6(D), 使 得 lgll = max lg(z)| < 1 而 lg(z)| > 工 对 茶 个 点 zs B(Gs) 
成 立 . 

显然 ; 如 果 函 数 fe 6(D) 在 点 Ce 86D 无 界 ( 即 对 某 个 序列 zx € 也 ,zx 一 《， 
有 f(z*) 一 co), 则 在 此 点 存在 一 个 障碍 . 事实 上 , 对 任意 KK ED 和 >0 可 以 取 
g(z) = f(z)/l flix. 其 道 命题 也 成 立 , 但 有 下 面 更 强 的 形式 : 


定理 2.。 对 任意 一 个 包含 障碍 的 点 集 Cc 8D, 存在 函数 fe 6(D), 它 在 五 的 
所 有 点 均 无 界 . 


证 明 . 首先 我 们 注意 到 存在 5D 中 最 多 可 数 个 点 的 集合 处 处 稠 于 E, 而 且 在 它 
上 无 界 的 函数 必 在 上 也 无 界 . 所 以 可 以 认为 已 最 多 为 一 可 数 集 . 在 此 假设 下 , 我 
们 来 构造 一 个 序列 C* e E 使 得 妃 中 每 个 点 在 其 中 出 现 无 穷 多 次 ?). 现在 为 了 证 明 
此 定理 只 需 找到 函数 fe C(D) 及 点 序列 z+ e DD 使 得 |z* 一 C* | 一 0 和 jz) 一 oo. 
我 们 以 归纳 法 构造 : 1) 一 个 递增 集合 序列 K, € D, 并 穷竭 了 D, 即 | K,= 也 ， 


el 
2) 点 ?ED 使 得 |z* 一 C*| < 1/v 和 3) 函数 fe CO(D) 使 得 
I (2) 


为 此 选取 Ki 为 DD 中 任 一 个 紧 集 , 并 按 障碍 的 定义 , 在 点 C1 存在 函数 fi e CG(D) 和 
点 z! ED 使 得 |z! 一 C<1 和 |f 有 i(z1)| > 1 有 iix- 现在 假定 这 种 构造 已 经 对 所 
有 <v 一 1 做 好 , 我 们 取 


1 
We (2 ED:p(z,0D) > ,lz| < ,| UB 


并 按 障 碍 的 定义 知 , 在 C* 存在 函数 f, e OG(D) 和 点 z* e DD, 使 得 |z* 一 C*| < 1/v 和 
满足 条 件 (2). 我 们 构造 的 可 能 性 已 得 证 . 

最 后 , 考虑 到 |f,(z*)| > 1, 我 们 选取 一 个 自然 数 的 序列 p,, (从 pi = 1 开始 ) 使 
得 其 满足 不 等 式 


BP > ,ale th 22 (3) 
2 一 1 
并 考虑 级 数 
1(2) = (0. (9) 


对 任意 z e 天 我 们 有 |f,(z)| < 1, 其 中 vv > jy, 从 而 级 数 (4) 在 Ki, 上 一 致 
收敛 . 因为 天 ,为 紧 且 穷竭 D, 故 由 此 得 到 级 数 (4) 在 D 中 处 处 收敛 , 并 且 其 和 


) 设 集合 E 的 点 被 如 此 编号 : 对 已 构造 的 序列 4” 我 们 按 这 样 的 次 序 来 取 点 : 1; 1,2; 1,2,3;…. 
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fe C(D) (参看 第 5 目的 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ). 最 终 对 任意 4 = 1,2,… 我 们 有 


= 中 OO 
1 Sas 1 i 
| 人 >》 Ae > 2 
又 三 业 2 一 内 十 上 


之 从 一 > 
vv 二 十 1 
由 此 看 出 f(z*) 一 co 口 
由 此 定理 的 证 明 直 接 导 出 全 纯 域 的 一 个 充分 条 件 : 
推论 。 如 果 在 D 的 边界 上 一 个 处 处 稠密 的 点 集 上 存在 障碍 , 则 DD 为 全 纯 域 . 
例如 , 在 球 B = {|z| < R} C Cn 边界 的 每 个 点 中 存在 障碍 , 这 是 因为 存在 函数 
1 
/0 = 0 
它 在 点 ¢ 无 界 . 因此 球 是 个 全 纯 域 . 可 以 推广 这 个 例子 . 
定理 3 任意 凸 区 域 DC Cr" 为 全 纯 域 . 


E00(B) 


证 明 . 由 于 DD 的 凸 性 , 对 任意 点 Ce 6D 可 以 构造 一 个 支撑 超 平面 Re(z 一 C,a) = 
0, 它 通过 ¢ 并 且 DD 位 于 它 的 一 侧 , 而 在 其 中 取 复 平面 (z 一 4,a) = 0, 它 也 通过 (5 并 
不 包含 DD 中 的 点 . 于 是 函数 f(z) = 1/(z 一 C,a) 在 DD 中 全 纯 并 在 c 无 界 , 即 在 C 存 
在 障碍 . 由 前 面 的 推论 知 D 是 个 全 纯 域 . 口 


但 是 凸 性 条 件 并 个 是 全 纯 域 的 必要 条 件 . 譬如, 这 可 以 由 下 面 的 定理 看 到 . 


定理 4， 如果 D, 是 空间 C"(z) 中 的 全 纯 域 , 而 Du 是 空间 Cm(w) 中 的 类 似 的 
区 域 , 则 乘积 D, x Du 是 空间 C"+m(z,w) 中 的 全 纯 域 . 


证 明 . 取 函 数 f, 使 D。 为 其 全 纯 域 , 以 及 9 是 对 D,, 的 这 种 函数 . 于 是 
f(z)g(w) e CD x Du) 使 得 D, x Du 为 其 全 纯 域 . 口 


因为 在 Cl 中 任意 区 域 都 是 全 纯 域 , 而 多 圆 形 区 域 是 平面 区 域 的 乘积 , 故而 我 们 
有 


推论 。 C" 中 的 多 圆 形 区 域 为 全 纯 域 


特别 地 , 两 个 平面 区 域 D! 和 D。, 其 中 至 少 有 一 个 是 非 西 集 , 譬如 说 D1, 则 它 
的 乘积 D 虽然 不 是 凸 集 却 是 个 全 纯 域 . 

在 下 一 目 中 , 我 们 将 引进 一 个 推广 了 的 凸 集 概念 , 它 比 起 通常 的 定义 来 说 不 是 
那么 直观 , 但 却 给 出 全 纯 域 的 充分 必要 条 件 . 
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34. 全 纯 凸 


R” 中 通常 的 (几何 的 ) 凸 区 域 可 以 特征 地 描述 为 : 任何 一 个 闭 包 紧 于 它 的 集合 
的 凸 包 也 闭 包 紧 于 该 区 域 (图 35). 一 个 集合 的 凸 包 是 所 有 包含 这 个 集合 的 半空 
间 的 交集 , 或 者 换 句 话说 , 它 是 那样 一 些 点 的 集合 , 在 这 些 点 上 任意 实 线性 函数 所 取 
的 值 不 超过 它 在 K 上 的 极 大 值 . 可 清楚 看 出 , 对 C” 中 集合 , 实 线性 的 函数 可 以 换 为 
复 的 , 从 而 集合 K 的 凸 包 可 定义 为 集合 {zeC" :|L(z)|<<|lil|k,i 为 所 有 复线 性 函数 } 
( 像 通 常 那 样 , lx 代表 函数 ! 在 集合 K 上 的 极 大 模 ). 


图 35 


如 果 DD 不 是 全 纯 域 , 则 在 它 的 任意 全 纯 扩 张 中 , 所 有 由 C(D) 延 拓 的 函数 只 取 
它们 在 D 中 所 取 的 值 (参看 第 33 目 ). 所 以 在 引进 期 望 能 对 全 纯 域 作 特 征 刻画 的 凹 
性 概念 时 , 自然 地 要 以 并 非 线性 的 而 是 在 整个 区 域 全 纯 的 函数 来 构建 它 的 包 . 除 此 
之 外 , 因为 某 些 函数 在 D 外 无 定义 , 故 它 的 子 集 的 包 应 该 只 与 该 区 域 中 的 点 有 关 . 

这 个 概念 是 由 嘉 当 (H. Cartan) 和 图 伦 (P. Thullen) 在 1932 年 提出 来 的 . 


定义 1， 集合 M CD 的 全 纯 凸 包 是 指 集合 
DD | sl dh fe O(N (1) 


定义 2. 称 区 域 D 为 全 纯 丁 是 指 , 如 果 对 任意 闭 包 紧 于 D 的 集合 K, 其 全 纯 
Ke dS en (2) 


(参看 图 35, 在 那里 展示 出 区 域 的 非 凸 性 如 何 违反 这 个 条 件 的 ) 


* 设 力 守 2 过 山 | 避 | < 各 20 琶 < 2 CC 中 的 区 域 下 (0 
0, |zz| = 3/4} 为 圆 , 其 闭 包 紧 于 D; 证 明 , K 不 是 闭 包 紧 于 D 的 . 水 


在 某 些 问题 中 应 该 考虑 的 不 是 关于 6G(D) 中 所 有 函数 的 包 而 仅 需 考虑 某 个 子 类 
五 C O(D) 中 的 函数 , 这 时 可 以 说 成 是 - 西 包 ( 记 为 MF) 或 者 fF- 凸 包 域 . 那么 ， 
如 果 下 为 全 部 C- 线性 (或 R- 线性 ) 函数 , 则 下- 凸 性 等 同 于 几何 凸 性 , 如 果 下 
为 所 有 多 项 式 或 有 理 函 数 , 则 称 之 为 多 项 式 凸 包 或 有 理 凸 包 . 

显然 , 类 下 越 广 , 则 被 要 求 满足 不 等 式 (2) 的 函数 集 就 越 大 , 故而 集合 的 下 -- 凸 
包 越 窗 , 从 而 五 - 凸 区 域 的 类 就 越 大. 特别 地 , 所 有 凸 区 域 都 是 多 项 式 凸 , 所 有 多 项 
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式 同 为 全 纯 凸 . 


例题 . 

(1) 我 们 来 解释 在 平面 情形 的 钳 入 . 任意 区 域 D c Cl 为 全 纯 凸 , 而 多 项 式 凸 仅 
为 其 在 万 中 补 集 为 连通 的 那些 区 域 (请 证 明 !). 几何 凸 区 域 的 类 穿 于 多 项 式 凸 的 类 
形象 地 说 , 过 渡 到 平面 区 域 的 多 项 式 包 可 化 为 填 满 它 上 面 的 “ 洞 ”, 而 过 渡 到 (几何 ) 
凸 包 则 化 为 填 满 靠近 边界 的 “ 凹 隔 ” 处 . 

(2) 任意 解析 多 面体 (参看 第 30 目 ) 


We De 


其 中 函数 W, e 6(D), 是 相对 于 类 6(D) 的 凸 集 . 事实 上 , 如 果 Ke II, 则 对 任意 
vv 二 1,… ,NN, 我 们 有 Wl|g 7 <1. 则 按 C- 凸 包 的 定义 有 


sup |W,(z)| 和 sup |W,(z)| &7, 
eR zEK 


而 由 此 得 到 Ke e 工 
正如 我 们 现在 将 要 明白 的 , 全 纯 凸 确实 是 全 纯 域 的 充分 必要 条 件 . 
定理 1 ( 嘉 当 -- 图 伦 ). 如果 区 域 DC C" 全 纯 凸 , 则 它 为 全 纯 域 . 


证 明 . 以 完全 类 似 上 一 目 中 关于 障碍 的 定理 的 证 明 那 样 进行 . 作为 那里 的 五， 
必须 取 成 在 9D 上 处 处 稠密 的 可 数 集 , 并 且 按 照 那 里 所 提出 的 办 法 排序 . 紧 集 K, 同 
样 由 归纳 法 构造 , 只 是 点 z 和 函数 f, 以 另外 的 想法 进行 选取 : 由 于 区 域 D 的 全 纯 
凸 性 , 包 形 ，e DD, 故而 存在 点 ze D,|z* -LC*| < 1/v, 并 且 函 数 g, e C(D) 使 得 
[le 我们 要 入 10(2) = 0 (2)/ oo (0 = 1 0 ) UE 
仍 保持 原来 的 样子 , 而 函数 


f(z) = Df (3) 


v=1 


全 纯 于 D, 并 且 在 趋 近 EE 中 所 有 点 时 无 限 增 大 , 即 D 是 个 全 纯 域 . 口 


注 . 显然 , 在 这 个 定理 中 全 纯 凸 性 可 以 被 替换 成 对 于 任意 类 Fc 6(D) 的 凸 性 . 
特别 地 , 如 果 为 线性 函数 类 , 我 们 则 重新 得 到 了 上 一 目的 定理 3. 


全 纯 凸 性 条 件 的 必要 性 的 证 明基 于 一 个 被 称 为 同步 延 拓 的 引 理 , 它 也 独立 地 其 
有 自身 的 兴趣 . 


引 理 . 设 玉 ED, 且 po=p(K,5D) 是 在 多 圆 盘 度量 下 从 天 到 边界 9D 的 距离 . 
对 全 纯 凸 包 KK 中 任意 点 a, 任意 函数 fe 0O(D) 可 全 纯 延 拓 到 多 圆 盘 V(a, p). 
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具 本 质 性 的 一 点 是 , 多 圆 盘 U(a,p) 可 以 超越 区 域 D 的 范围 之 外 (参看 图 36 的 
图 示 ); 这 个 多 圆 盘 的 半径 不 依赖 于 单个 的 函数 fe 6(D) 而 只 由 K 到 8D 的 距离 
决定 . 


证 明 . 因为 a e D, 故 在 a 的 邻 域 中 任意 函数 fe OG(D) 可 用 泰勒 级 数 表示 


人 (4) 


|k|=0 
| ey 
其 中 cx = 0 = EE 但 因为 ae K, 故 
oa Me (5) 


即 在 点 a 导数 的 估 值 化 成 了 它们 在 K 上 的 估 值 . 
我 们 选取 数 + < p 并 以 K" 表示 集合 K 的 7 一 膨胀 ( 即 所 有 多 圆 盘 U(z,7) 对 
所 有 z e K 的 并 ). 因为 K€ DD, 故 f 在 其 上 有 界 , 记 


My(7) = fg (6) 


如 果 z e K, 则 U(z,r) C K", 并 且 对 (5) 的 右 端 导数 的 估 值 可 以 利用 柯 西 不 等 式 
(第 5 目 ): 
AM7(7) 


1 k 
lekl < TlD fr < 一 而 


现 选 取 任 一 7? 之 对 慎 任 意志 于 加 (JE 


EC A wD (7) 


由 此 看 出 , 级 数 (4) 在 多 圆 盘 U(a,71) 中 收敛 . 因为 数 > 和 ri 可 以 取得 任意 地 靠 
近 p, 故 (4) 在 U(a,p) 中 处 处 收敛 . 这 个 级 数 从 而 给 出 了 函数 了 的 所 需要 的 全 纯 延 
拓 . 口 

由 此 引 理 立即 得 到 了 全 纯 凸 条 件 的 必要 性 . 


定理 2 ( 嘉 当 - 图 伦 ). 任意 全 纯 域 DC Cn 为 全 纯 凸 . 


本 人 于” 币 涝 - 171 . 


证 明 . 取 任 意 一 个 集合 K € D, 并 记 p = p(K,68D). 因为 6(D) 包含 了 所 有 的 
坐标 z,, 故 全 纯 凸 包 KK 有 界 . 另外 , 因为 由 上 面 的 引 理 知 , GC(D) 中 的 任意 函数 被 全 
纯 地 延 拓 到 天 的 po- 膨胀 , 从 而 是 一 个 函数 fe C(D), 它 没 有 延 拓 到 DD 之 外 , 故 这 
个 膨胀 属于 D, 即 天 ED 口 


注 . 在 同步 延 拓 引 理 中 , G(D) 可 以 换 为 任意 的 类 下 , 与 它 的 每 一 个 函数 一 起 
的 还 应 包含 它 的 所 有 的 导数 . 为 了 使 定理 2 成 立 还 需要 使 这 个 类 包含 所 有 坐标 z,， 
没有 这 个 补充 的 假定 , 它 可 能 对 于 非 有 界 区 域 不 成 立 . 例如 , 如 果 Di CC 为 函数 f 
的 全 纯 域 , 其 中 f 为 变量 zi 的 函数 , 故 D = Di x C 就 是 那样 的 全 纯 域 但 它 对 于 类 
FF 不 是 凸 的 , 其 中 下 由 f 和 它 的 对 包 的 导数 构成 (例如 集合 Ki x {|zz| <1} 的 下- 
凸 包 为 Ki x C, 其 中 Ki € D1). 


由 同步 延 拓 引 理 也 可 以 得 到 一 个 全 纯 凸 域 的 判别 法 , 着 重 的 是 它 与 几何 凸 的 相 
似 性 : 这 是 那样 的 区 域 , 在 其 中 从 紧 子 集 到 它们 全 纯 凸 包 的 过 程 中 没有 减少 它们 到 
边缘 的 距离 . 形象 地 说 , 这 种 过 程 由 填 满 这 些 子 集 的 “ 洞 ” 和 “四 隔 ” 构 成 . 


定理 3。 对 于 区 域 D C Cr" 为 全 纯 凸 的 充分 必要 条 件 是 对 所 有 和 集合 Ke D 有 
BR OB) oR OD (8) 


证 明 . 条 件 (8) 的 充分 性 是 显然 的 . 为 了 证 明 必 要 性 , 我 们 注意 到 (8) 的 左 
端 总 不 超过 它 的 右 端 , 而 如 果 那 里 确 是 一 个 不 等 式 , 则 在 天 中 能 找到 点 a, 它 满 
不 p(a,0D) < p(K,8D). 然而 根据 引 理 , 任意 函数 f 便 被 延 拓 到 中 心 为 a 半径 为 
p(K,8D) 的 多 圆 盘 , 就 是 说 已 在 区 域 D 的 范围 之 外 了 , 从 而 万 不 可 能 是 全 纯 域 . 口 


35. 全 纯 域 的 性 质 


C” 中 的 全 纯 域 就 是 全 纯 凸 域 . 我 们 给 出 它们 的 一 些 性 质 , 这 是 凸 区 域 的 已 知性 
质 的 推广 . 


定理 1. 设 Do,a e 4, 为 Cn 中 一 个 任意 的 全 纯 域 的 族 , 并 且 G = AN 十 
OE 
它们 的 交 , 则 开 核 G 的 每 个 连通 分 支 D 是 全 纯 域 . 


证 明 . 设 K € D; 因为 GO(D。) 中 的 每 个 函数 均 全 纯 于 D, 故 6(D) 2 CCDau)， 
从 而 Kop,) Kop,,) 对 所 有 ae 4 成立. 故 p(Kep), ODa) 之 p(Kein.y, 0Da), 从 
而 由 D。 的 全 纯 凸 性 ， 对 于 所 有 a 有 p(Kecp),6Da) > p(K,0D6a) > p(K,68D). 如 
果 万 不 是 全 纯 域 , 则 对 某 个 K 便 会 有 p(Ketp),9Da) < p(K,5D), 与 已 证 明 过 的 事 
实 矛 盾 . 口 
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与 交集 不 同 , 全 纯 域 的 并 不 必 再 是 这 样 的 区 域 (比较 是 区域 的 相应 性 质 ). 这 从 
简单 的 例子 : {|zi| < 1,|zz| < 2} 和 {|zi| < 2,|zz| < 1} 可 看 清楚 ; 它们 都 是 C2 中 的 
全 纯 域 , 而 它们 的 并 却 不 是 (在 第 7 目 己 证 过 ). 

但 是 对 于 递增 的 全 纯 域 序列 的 并 却 成 立 (这 与 凸 集 情形 一 样 ). 为 了 证 明 它 我 们 
需要 一 个 定理 , 它 是 龙 格 定理 ( 卷 1 第 23 目 ) 的 推广 , 它 也 具有 自身 的 兴趣 . 

定理 2 ( 冈 洁 - 韦 伊 (Oka-Weil)). 设 DD 为 C" 中 的 任意 区 域 , K € DD 为 紧 
并 与 其 对 于 类 6(D) 的 凸 包 重 合 : 


k= Kop (1) 


于 是 任意 全 纯 于 K ( 即 在 其 某 个 邻 域 中 ) 的 函数 f 可 被 G6(D) 中 函数 在 K 上 一 致 
通 近 . 

证 明 . 设 /在 紧 集 天 的 邻 域 UCD 中 全 纯 ,V EU 为 K 的 男 一 个 邻 域 . 根据 
凸 包 的 定义 , 对 任意 点 ¢ € 69V 存在 函数 We(z) e 6G(D) 使 得 [We(C)| > 1 > ||Wellx. 
因为 9V 为 紧 , 故 存在 有 限 个 函数 We = Wj (i = 1,… ,N) 使 得 对 所 有 (Ce 9V 有 
ee ST 


现在 考虑 解析 多 面体 
1 (2) 


它 包 含 了 KK 并 闭 包 紧 地 含 在 V 中 . 函数 f 在 I 的 邻 域 中 全 纯 , 由 (第 30 目的 ) 韦 
伊 定理 知 它 在 K 上 由 CCD) 中 的 函数 一 致 地 逼近 口 


注 . 在 n= 1 时, 条件 (1) 意味 着 紧 集 KK 不 分 离 区 域 D, 其 中 D 是 单 连通 的 . 
由 此 看 出 , 第 一 , 这 个 条 件 是 不 可 或 缺 的 , 第 二 , 定理 2 实际 上 推广 了 龙 格 定理 . 


推论 .任意 紧 集 K e D 的 包 Ke(p) 的 任 一 连通 分 支 与 K 有 非 空 的 交 . 


证 明 . 设 巨 为 Kocp) 的 一 个 连通 分 支 , 并 且 EK = g. 于 是 存在 不 相交 的 
开 集 U D> K 和 V2 ,使 得 Rg(p) Cc UUV. 我 们 考虑 全 纯 于 UUV 的 函数 f, 它 
在 U 上 为 0 而 在 V 上 为 1. 由 定理 2, 存在 ge C(D) 使 得 | glx。 ,< 3. 特别 
地 , 对 任意 点 z0 eB 我 们 有 


9(z ) > 1/2 > llgllg, 
而 这 与 C Koen, 相 了 矛盾. 口 
我 们 现在 来 证 明 前 面 所 提 到 的 定理 . 


si2: 下 多) 绢 虑 -1 


定理 3 ( 贝 恩 克 - 施 坦 (Behnke-Stein)). 递增 的 全 纯 域 
Dre De me DG @) 
的 并 DD 也 是 全 纯 域 . 


证 明 . 首先 以 有 界 区 域 蔡 换 D,. 为 此 , 我 们 固定 点 ae Di, 并 以 D' 表示 开 集 
D, 站 {|z 一 a| < wv} 中 包含 a 的 连通 分 支 一 一 按 定理 1, D' 是 全 纯 区 域 , 显然 , 像 前 
面 那样 , 有 D' e D',| 和 DD=UD'. 

进一步 , 从 序列 D 中 选取 子 序列 D', = Gi 使 得 对 所 有 v = 1,2,… 满足 条 件 


CC (4) 
ZEOG， 


我 们 以 归纳 法 证 明 这 种 选取 的 可 能 性 . 令 Gl = Df, 并 选取 ps 如 此 之 大 使 得 G2 - 
Do 有 sup p(z,9D) < p(G1,9D); 在 此 之 后 我 们 选取 ps, 使 得 区 域 Ga = DD 的 
ZE 2 


边界 如 此 靠近 6D, 使 得 前 面 那 个 不 等 式 可 以 换 为 在 60G3 上 的 不 等 式 sup p(z, 0G3) 
ZEOCGS 


< p(G1,90Gs). 设 已 对 所 有 小 于 vw 的 自然 数 选 好 了 p,, 我 们 现在 来 选取 p, 使 G, = 
Ds 满足 
sup p(z2,0D) < p(Gu-_1;0D), (5) 
ZEC， 
然后 再 选取 puti 使 D， ，= Gu+l 如 此 靠近 9D 使 在 最 后 面 的 这 个 不 等 式 中 的 8D 
被 换 成 9G,41, 从 而 得 到 了 (4). 
因为 Gu,_1 e Go 且 Gu,41 (作为 全 纯 域 ) 为 对 于 类 6(G,41) 的 凸 集 , 故 由 第 


34 目的 定理 3, 对 于 凸 包 G;_1 = (Ga 有 
plG OGy+1) 和 BLO OGyu+1). (6) 


但 由 (4) 得 到 , 对 于 任意 点 ae 6G, 有 
pa, OGv+1) < p(Gv-1,0Gv+1)) 
即 8G 与 G%_1 不 相交 . 根据 定理 2 的 推论 我 们 得 到 
2 (7) 


我 们 需要 证 明 区 域 D 为 全 纯 凸 ， 为 此 我 们 固定 任意 一 个 紧 集 K € DD, 且 记 
r 二 p(K,8D) 并 证 明 天 cp) C {z ED:p(z,0D) >7} = 也 ,这 如 是 我 们 所 要 证 明 的 . 
设 ae DND, 为 任意 点 , 且 r1 = p(a,8D) <7. 于 是 存在 1 > 1 使 得 K| J{a} Cc 
Gil 和 p(a,8G) < p(K,0G,). 根据 第 34 目的 定理 3, 由 此 得 出 a 不 属于 K,, = 
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KRg(G,), 从 而 存在 函数 fo < CO(G), 使 得 |fo(a)| > lfollx. 乘 其 以 某 个 适当 的 常数 ， 
我 们 可 以 认为 

[moe Wo oR en, (8) 
其 中 c > 1 根据 (7), 函数 fo 在 G%_1 = (G1) gcc,, 的 邻 域 中 全 纯 , 并 且 根 
据 定理 2, 它 可 以 在 G%_， 上 被 6(G,r1) 中 的 函数 所 一 致 丙 近 , 即 存在 函数 有 1 € 
O(G, Hi) 使 得 fi -ole; ，< 3. 进而 我 们 进行 归纳 : 我 们 假定 已 经 构造 了 函数 
方 e O(Gu+i),1 < j <k, 其 满足 


= (9) 
因为 根据 (7), 函数 fi 在 G*,,_1 的 邻 域 中 全 纯 , 故 由 定理 2 存在 函数 f+1 € 


CO(Gyk+41), 它 满足 7 = 上 十 1 时 的 条 件 (9); 于 是 序列 f; 的 存在 性 得 证 . 
由 所 作 的 构造 , 对 所 有 天 > 0 级 数 


[1) (10) 


j=k+1 


由 那些 在 Gy 中 全 纯 的 函数 构成 , 而 它 在 G* | _， 上 一 致 收敛 . 由 于 它 的 和 显然 不 
依赖 于 k, 而 诸 集合 G*,,_ 1 穷竭 了 区 域 D, 则 fe 6(D). 另外 , 由 于 (8) 和 (9) 


fo |fo(0)| = > | = -al 2, 
3 


fix < llfollg + >》 | le 


JE 


从 而 Q ¢ 天 op) 因为 a 二 DAVE 中 的 任意 点 ， 故 Kop) ED | 


最 后 , 我 们 将 证 明 简 单 而 重要 的 一 个 事实 , 它 建立 了 全 纯 区 域 对 于 双全 纯 映射 
下 的 不 变性 . 

定理 4 如果 D C C" 为 全 纯 域 , D* 为 其 在 双全 纯 映射 p 下 的 像 , 则 D* 也 是 
全 纯 域 . 


证 明 . 设 K* € D*, 于 是 由 vp 的 同 胚 性 可 知 集合 KK = p71(K*) & D, 而 因为 
D 为 全 纯 域 ， 则 Kep,) E>. 


容易 看 出 
vp(Kep)) 2 Ks(p-)- (11) 
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事实 上 , 如 果菜 个 点 w e D*\y(Kg4p)), 则 z = yp-1(w) e D\K, 并 存在 函数 f € 
C6(D) 使 得 |f(z)| > |fllx; 我 们 记 9 = fow ,显然 ,g € 6(D*) 且 lg(w)| > llglix:， 
而 这 意味 着 , w € D\Kgp:): 

由 Kyip) E D, 我 们 得 出 结论 : yp(Keop)) oD RO ED 
此 , D* 为 全 纯 凸 , 从 而 是 个 全 纯 域 . 口 
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在 这 里 我 们 来 了 解 全 纯 凸 概念 的 另 一 种 解释 , 它 有 两 个 重要 的 优 氮 : 第 一 , 这 个 
概念 可 以 局 部 地 阐述 (并 且 在 此 形式 下 它 容 易 被 验证 ), 第 二 , 它 可 以 用 几何 的 语言 
自然 地 表达 . 


36. 连续 性 原理 


我 们 仍 以 一 个 关于 必然 性 的 解析 延 拓 的 定理 着 手 . 为 了 阐述 它 , 我 们 约定 称 茶 
个 区 域 G c Cm (m < n) 在 非 退 化 全 纯 映 射 


PG—C" (1) 


的 像 为 空间 Cn 中 一 个 m 维 全 纯 曲 面 S. 特别 , 当 m = 工时 这 是 条 全 纯 曲 线 , 而 如 
果 GCC 还 是 个 圆 盘 并 且 o 在 G 上 连续 则 称 S = 2(G) 为 全 纯 圆 盘 . 我 们 记得 , 所 


谓 映射 (1) 为 非 退 化 是 说 在 G 的 所 有 点 上 雅 可 比 矩 阵 6 的 秩 等 于 m. 称 曲 面 


(1) 为 有 界 是 说 集合 S = 2(G) 在 C" 中 有 界 . 
对 于 有 界 全 纯 曲 面 成 立 下 面 的 极 大 模 原 理 . 
如 果 函 数 在 某 个 包含 了 有 界 全 纯 曲 面 S 的 区 域 UC Cnm 全 纯 , 并 在 其 闭 包 9 
(在 Cn 的 拓扑 下 ) 上 连续 , 则 
sup|f| < sup |J 川 ， (2) 
S OS 
和 
事实 上 , 如 果 在 某 点 be S 达到 sup /| i op 则 存在 点 ae wp-1(b) C G, 使 
在 G 中 全 纯 的 函数 f oy 的 模 达到 极 大 值 但 是 因此 而 有 在 S 上 f= 常数, 而 这 与 
点 5b 的 选取 刻 盾 . 
另外 , 我 们 称 集合 序列 Ms 收敛 于 集合 M ( 记 为 M,, 一 M) 是 说 , 如 果 对 任意 
e > 0, 存在 指标 vo 使 得 对 所 有 wv > vo 有 


a MM) RWC) (3) 


其 中 以 MG 和 M4 代表 相应 集合 的 s- 膨胀 ( 即 所 有 多 圆 盘 U(z,a) 的 并 , 其 中 的 
多 圆 盘 的 中 心 z 为 该 集合 中 的 后 ). 
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定理 ( 贝 恩 克 一 佐 默 (Behnke-Sommer)). 设 5, 为 有 界 全 纯 曲 面 的 序列 , 它 
们 连同 其 边界 65, 都 属于 区 域 D C C". 如 果 5 收敛 于 某 个 集合 5S, 而 85, 收敛 于 
集合 且 T Ee DD (图 37). 那么 任意 函数 fe 0O(D) 全 纯 地 延 拓 到 集合 S 的 某 个 邻 
域 中 . 


证 了 明 . 因为 下 € D, 故 存在 区 域 G € D 使 得 TT € G; 记 p(G,6D) = r. 由 于 
8S, 一 工 的 收 钱 性, 故 存在 vo 使 得 当 v > vo 有 


OS EGC. (4) 
对 任意 fe C(D) 和 任意 点 ze Su, 根据 极 大 模 原 理 有 
f(z2)| < llfllas,, 
从 而 由 (4), 当 v > vo 时 我 们 有 
FD) gfe: 


然而 这 表明 z, 从 而 所 有 曲面 5,, 当 v > vo 时 属于 凸 包 Gop(p). 由 同步 延 拓 引 
理 (第 34 目 ) 从 而 得 到 , 任意 函数 fe C(D) 可 全 纯 地 延 拓 到 所 有 曲面 S, 的 >- 脱 
胀 Sw 中 , 其 中 的 指标 > > wo. 

最 后 , 由 于 S, 一 3 的 收敛 性 , 存在 > vw 使 SC Ss4/% 对 所 有 wv 之 wi 成 立 ， 
因而 , 任意 fe C(D) 可 全 纯 地 延 拓 到 集合 5 的 一 膨胀 中 ， 口 


注 . 正如 在 证 明 中 所 看 到 的 , 在 贝 恩 克 - 佐 默 定理 中 , 类 6(D) 可 以 苦 换 为 男 
一 个 函数 类 , 其 中 的 函数 只 要 在 D 和 极限 集合 SUT 的 茶 个 邻 域 的 交 上 为 全 纯 的 函 
数 即 可 . 


称 贝 恩 克 - 佐 默 定理 为 连续 性 原理 ?. 可 描述 性 地 表达 其 为 , 在 全 纯 曲 面 5, 的 
邻 域 中 函数 为 全 纯 的 性 质 在 这 些 曲 面 的 极限 集 上 仍然 保持 不 变 . 
) 贝 轧 克 _ 仿 默 的 特殊 情形 , 即 5, 为 复 直 线 'z = 'a, 的 闭 子 集 , 5 也 是 复 直 线 'z 二 'a 二 lim 'as 
的 闭 子 集 , 是 哈 托 格 斯 证 明 的 ; 并 被 称 之 为 关于 连续 性 的 哈 托 格 斯 定理 . 二 发 
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作为 应 用 连续 性 原理 的 例子 , 我 们 证 明 一 个 引 理 , 我 们 在 下 一 节 讨 论 在 管状 区 
域 中 全 纯 函 数 的 延 拓 时 要 用 到 它 . 


5 设 2 2 有 为 年 BjR?G@) 中 于 个 太太 全 四 一 [| 于 |20 7 
为 团 线段 , 而 A = zox1x? 为 团 三 角形 . 如 果 函 数 f 在 集合 (0 | 12) x R"(y) 的 邻 域 
中 全 纯 , 则 它 可 全 纯 地 延 拓 到 A x R"(y) 的 邻 域 中 . 


换 句 话说 , 任意 在 三 角 棱 柱 的 两 个 面 的 并 的 邻 域 中 全 纯 的 函数 f (图 38) 必定 可 
全 纯 延 拓 到 整个 棱柱 上 . 


证 明 . 不 失 一 般 性 , 可 设 z0 = (0,0,.…. ,0),zl = (1,1,0,.… ,0),z2 = (一 1,1， 

. ,0), 这 是 因为 可 由 C"*(z) 中 的 线性 变换 达到 , 而 此 变换 的 系数 为 实数 0). 只 要 
证 明 f 在 集合 M = A x BR"(y) 中 的 任意 点 a 可 全 纯 延 拓 即 可 . 可 以 假定 a 位 于 和 M 
和 实 子 空间 {y = 0} 的 交集 中 , 即 在 三 角形 A 中 (这 可 以 用 有 具 纯 虚 坐 标 回 量 作 平移 
达到 ). 


因此 必需 证 明 f 可 全 纯 延 拓 到 任意 点 a = (a1,a2z,0,-… ,0), 其 中 at az 为 实数 ， 
满足 条 件 lail < az < 1 (在 我 们 的 轴 的 位 置 下 ， 这 个 条 件 表 明 acEeANtUl2ji 当 
a e 11 UD 时 由 假定 , f 已 是 全 纯 ). 为 了 证 明 这 点 , 我 们 引进 通过 点 z1,a 和 z2 的 抛 
物 线 


Xo 二 Qs 直 b (5) 


(为 此 需 取 a = 二 又,8 = 1 - as 当 oz = 1 时 该 抛物 线 退化 为 直线 zs = 1) 并 且 对 
本 | 
任意 t,0 <t < 6, 考虑 全 纯 曲 线 

人 (6) 


”这 种 变换 将 Rn(z) 变 到 自己 而 不 破坏 这 些 条 件 和 引 理 的 断言 . 
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我 们 把 变量 z 看 作 是 S, 上 的 参数 . 为 了 证 明 Ss 的 有 界 性 只 需 证 明 当 z € 5 
时 , z1 的 值 在 zi 一 平面 的 有 界 区 域 中 变化 . 但 是 , S 在 zi 一 平面 上 的 投影 由 条 件 
(Re zu Re z2,0,.… ,0) € 人 定义, 它 由 形式 
[srl < vt < (7) 
描述 , 且 由 包含 在 双 曲 线 
2 
C0 0 
之 间 的 有 界 区 域 界定 (在 图 39 中 的 阴影 部 分 ). 我 们 还 发 现 , 在 0 <t< 6 时 曲线 5 
交 R(x) 于 属于 A 的 抛物 线 
2 一 Qc? Tt (8) 


中 的 一 段 , 其 平行 于 抛物 线 (5) (图 38 中 用 虚线 表 出 ). 


图 39 


以 五 表示 那些 te(0,6] 使 了 在 Si 的 邻 域 中 为 全 纯 的 集合 . 它 显 然 为 开 集 . 
为 在 充分 小 的 t > 0, 如 同 在 图 39 看 到 的 , zi 的 变化 区 域 (7) 位 于 zi = 0 的 点 的 任 
意 小 邻 域 中 , 从 而 5S, 也 位 于 点 z = 0 的 任意 小 邻 域 中 , 在 其 中 由 假设 条 件 f 为 全 纯 ， 
所 以 五 非 空 . 然而 同时 EE 也 为 闭 . 事实 上 , 如 果 to e (0,6] 为 五 的 极限 点 , 则 存在 
序列 S， 一 S66,t, € ,于 是 9S4, 一 054, 并 且 f 在 所 有 Si, 和 6S1, 的 邻 域 中 全 
纯 (我 们 注意 到 , 对 任意 te (0, 8], 051 属于 集合 (0 U12) x R”(v), 在 此 由 所 给 条 件 ， 
f 为 全 纯 ). 因此 , 我 们 能 够 应 用 连续 性 原理 ( 见 在 其 证 明 后 面 的 附注 ) 并 得 到 to € 五 . 
这 样 一 来 , == (0, B81, 从 而 f 解析 延 拓 到 了 Se 的 邻 域 , 然而 Sp 包含 了 扣 a 口 


37. 局 部 伪 凸 性 


具 C? 类 边界 的 区 域 D = {x € R": w(x) < 0} 在 其 边界 点 a 的 通常 的 (几何 的 ) 
同性 是 指 , 在 这 个 点 的 充分 小 邻 域 UV 中 DD 位 于 切 平 面 卫 = 五 (6D) 的 一 侧 . 不 失 一 
般 性 , 可 设 a = 0, 并 且 y 在 点 0 的 泰勒 展 式 为 


p(x) = Lo(®) + 3 Ho(z) + 0(lzl?), (1) 


813. 伪 上 斩 域 - 179 . 


其 中 Lo 为 线性 项 全 体 , 而 


O20 
ee Or Or 


Ho(z) = 


A 2 
i (2) 


因为 在 上 线性 项 Fo(z) = 0, 于 是 同性 可 由 二 次 型 Fo 在 工 上 的 限制 确定 : 如 
果 在 点 0 为 凸 , 则 Ho(zx)|r 2 0, 而 如 果 Ho(z)|r > 0 在 xz 关 0 成立, 则 DD 为 凸 . 

在 构建 这 个 判别 法 的 复 类 比 时 出 现 了 局 部 伪 凸 性 这 个 概念 . 设 在 区 域 DC Cn" 
的 边界 点 a 的 邻 域 7 中 , 区 域 D 由 条 件 


DNU= Be UV oC)e0) (3) 


给 出 , 其 中 pe C2(D), vp 一 ( jer ,人 2 )】 六 0, 以 及 ze U: 我 们 称 具 这 种 性 
质 的 函数 p 局 部 定义 了 在 邻 域 UV 中 的 区 域 D. 

不 难看 出 , 两 个 这 样 的 函数 pgp 和 多 在 U 充分 小 时 相差 一 个 正 的 因子 h € C1(U). 
事实 上 , 根据 除法 引 理 (第 31 目 ) 存在 函数 he C1(U) 使 得 = hy, 而 因为 p 和 vy 
在 UND 都 为 负 , 而 在 U\D 为 正 , 故 在 U\9D 上 hh > 0. 但 在 69D 上 hh 关 0: 因为 由 
同一 个 引 理 , 有 ww = hivy, 其 中 hi = 1/he C1(U), 故 在 U 处 处 有 hh > 0. 


* 设 p 在 邻 域 UV 中 局 部 定义 了 区 域 D. 证 明 , 如 果 U 充分 小 , 则 在 9D 门 U 上 为 零 的 任意 
形式 we C*(U) 具有 形式 w = gwi, 其 中 wi € C*-1(U) 为 某 个 形式 . 水 


2 在 点 a=0 的 邻 域 中 的 泰勒 展 式 为 
A > Ho(2) + 0(|zl2), (4) 


其 中 


nN 
0D20 
ZL) Ko(z) 一 | 之 凡 忆 17 
Pn 


-, O20Oz, 民 天 2 


为 了 得 到 这 个 展 式 , 只 要 写 出 p 按 变量 zx 和 束 的 泰勒 展 式 , 并 且 注 意 到 因为 p 是 
实 函数 , 那些 对 码 , 取 导 数 项 的 全 体 复 共 斩 于 对 za 取 导 数 的 那些 对 应 项 , 从 而 在 和 
号 中 给 出 了 两 倍 的 实 部 分 即 可 . 

我 们 看 到 , 有 别 于 (1), 展 式 (4) 的 二 阶 项 分 成 了 两 组 : Re Ko(z) 和 5 Ho(z). 我 
们 把 第 二 组 表示 为 有 点 不 同 的 样子 : 


A i (6) 
ZN 和 全 | Oz) 0, > HL~L) 
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并 称 其 为 函数 9 在 点 z 的 菜 维 (Levi) 形式 由 于 9 的 实 性 质 , 这 是 个 埃 尔 米 特 形 
起 | 7 2 对 从 而 在 所 有 向 量 we Cn 上 取 实 数值 . 可 直接 验证 它 的 下 
列 性 质 

a) 如 果 he C2 在 点 z 的 邻 域 中 为 实 的 , 则 


H,(hyp,w) = hH,(p,w) + pH;(h,w) + 2Re Op(w)Oh(w), (7) 


其 中 3p(w) = 守 5ww 相似 地 也 可 这 样 理解 gh(w) 
b) 如 果 在 点 2(z) 的 邻 域 中 ye C? 为 变量 y 的 函数 , 则 


Hs(Y op,w) = (Pp)H(p,0) + (Pp. (8) 
c) 如 果 了:U 一 Cm 为 全 纯 映 射 , 而 几 e C? 为 在 点 f(z) 的 邻 域 中 的 函数 , 则 
H;,(w o f,w) SE CO a); 四 


其 中 f, = df 为 f 在 扣 z 的 微分 映射 . 
其 中 的 最 后 一 个 性 质 表明 , 莱 维 形式 对 于 双全 纯 映射 不 变 . 形式 Ko 则 不 具有 不 
变性 ; 进一步 , 则 可 经 过 适当 的 双全 纯 变换 可 以 把 它 完全 消去 . 


引 理 . 如 果 区 域 D 的 边界 以 二 阶 光滑 地 靠近 点 a, 则 存在 双全 纯 上 映射 f, f(a) = 
0, 以 及 a 的 邻 域 U3 a, 使 得 G = f(DNUD) 在 点 w = 0 的 邻 域 中 具有 定义 函数 vy， 
而 多 的 泰勒 展 式 为 


Vw) = Rewn 十 ;Hol w) + o(lw|’). (10) 


证 明 ， 设 点 a = 0 且 在 其 邻 域 中 存在 局 部 定义 的 区 域 D: 设 其 为 具 泰 勒 展 式 
(4) 的 函数 2. 我 们 在 邻 域 UV 3 0 选取 一 个 新 的 坐标 w 使 得 wi,:… ,wi_1 是 在 复 切 
平面 {Lo(z) = 0} 中 的 坐标 , 而 wa = Lo(z) 十 > Ko(z). 因为 Ko 由 平方 项 构成 , 故 映 


射 w= f(z) 为 双全 纯 , 只 要 U 为 充分 小 即 可 . 
像 G = f(DNMU) 由 不 等 式 W(w) < 0 刻画 , 其 中 消 = pof-!, 并 蔡 换 z= 广 !(uw) 
到 展 式 (5) 中 , 则 它 可 重 写 为 


p(2) =2Re fn(2) + 5Ho(p2) + ollzP) 
根据 (9) 我 们 得 到 了 


VW) = 2Re wn 十 > Ho(w, w) + o(|wl’). 口 


is 人 而 4 二 - 181 . 


因此 , 在 局 部 定义 函数 的 泰勒 展 式 的 二 阶 项 中 , 在 复 分 析 中 较 重要 的 是 莱 维 形 
式 . 就 是 说 , 它 是 凸 性 的 复 类 比 的 基础 之 一 : 代替 考虑 所 有 二 阶 项 在 切 平 面 76,(6D) 
的 限制 的 是 这 个 形式 在 复 切 平面 Te(8D) 上 的 限制 . 


定义 1， 称 具 二 阶 光 滑 边 界 的 区 域 在 点 a 的 邻 域 中 在 该 点 为 伪 凸 是 说 , 如 果 在 
a 的 邻 域 存在 区 域 D 的 局 部 定义 函数 p 使 得 


瓦 s(pw) 关 0 对 所 有 we 75(8D) 成 立 ， (11) 
称 其 为 严格 伪 凸 是 说 , 如 果 有 
Ho(wp,w) > 0 对 所 有 w ETt(6D)，w 关 0 成 并 . (12) 


举 几 个 例子 . 

(说 多 国 太 U7 eC | 攻 忆 0 太岁 WE0U0"m, 其 属于 万 乔 5.=1| 色 | 二 1) 
但 不 属于 骨架 TI, 作为 定义 函数 可 取 y(z) = zz 一 1. 莱 维 形式 H,(y,w) = lw 非 
负 , 但 在 w = 0 的 向 量 w 上 为 零 , 就 是 说 , 正好 是 在 复 切 平面 Te(8U"7) (后 者 的 方程 
为 ( 0 we) 二 0 或 GvWwy = 0, 其 中 Qy 2 0， 故 Wy 一 0) ds 所 以 在 这 些 点 上 多 圆 盘 
为 伪 上 西域 但 不 是 严格 伪 凸 域 

(2 球 了 ={ 人 ecnr : |z| = 1}， 这 里 对 于 任意 点 a € 8B" 其 定义 函数 为 
(ZS) = a 一 1, 它 的 莱 维 形式 FH,(w,w) = >》 wy = > 0 hw 0. 
此 , 球 在 所 有 边缘 点 上 为 严格 伪 凸 纺 


* 证 明 , 1) 任 一 区 域 D C C” 在 一 点 为 (严格 ) 凸 , 则 它 在 该 点 也 (严格 ) 伪 凸 , 但 其 逆 命 题 
不 真 ; 

2) 区 域 D = {z € C? :|z|? 十 |z2|4 < 1} 在 8D 的 所 有 点 为 严格 伪 凸 但 须 除 去 圆 
ad 在 这 里 它 为 伪 凸 . 水 

不 难看 出 , 在 伪 凸 和 严格 伪 凸 的 定义 中 的 性 质 不 依赖 于 局 部 定义 函数 的 选取 . 事 
实 上 , 因为 对 所 有 w e Te(6D), 我 们 有 wo(a) = 0 和 ap(w) = 0, 故 对 另外 的 定义 函数 
= 慷 公 我 约 7 有 

Ha(Y,w) h(a)Ha(p,w)Y. 

但 由 前 面 所 证 h(a) > 0, 故 函数 p 和 多 的 莱 维 形式 在 Te(6D) 上 的 限制 具有 相同 的 
符号 . 

定理 1， 在 点 a 的 邻 域 严 格 伪 凸 的 区 域 D 有 一 个 定义 函数 , 其 莱 维 形式 不 仅 
在 复 切 平面 Te(9D) 上 为 正 而 且 对 所 有 w 关 0 也 为 正 . 

0) 因为 我 们 有 w(a)=0, 故 公 式 (7) 对 函数 he C1(U) 成 立 . 
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证 明 . 由 于 点 a € 9D 的 邻 域 中 的 严格 伪 凸 性 , 存在 有 定义 函数 2, 它 满足 条 
件 (12). 如 果 U 充分 小 时 , 则 在 其 中 多 = yp 十 kv? 也 是 定义 函数 , 其 中 上 > 0 为 任意 
第 数 (特别 地 , yy = WW(yp)yw 冯 0). 因为 g(a) = 0, 故 在 此 点 有 WW(w) = 1+2ky = 1， 
于 轩 公 式 人 @) 有 
Ha(W,w) = Ha(p,) + 2klOp()|. (13) 
因为 Hu(yw,Aw) = | 半 |Ho(w,w), 故 只 需 证 明 形 式 Ho(w,w) 在 球面 S = {we 
C= 为 上 上 MW = |e S70 如 果 这 个 集合 为 空 , 则 可 
令 上 = 0. 如 果 其 非 空 , 则 由 紧 性 知 , 存在 常数 M > 0 使 得 HH,(y,w) > - 代 对 所 有 
we So 成 立 . 由 于 在 ap(w) = 0, 即 在 we Te(8D) 时 的 (12), 有 Ho(y,w) > 0; 
此 , 在 So 上 必 有 6w(w) 关 0, 从 而 存在 常数 m > 0, 使 得 |6po(w)| > m. 如 果 我 们 取 
k > M/2m?, 则 由 (13) 和 已 得 到 的 在 So 上 的 估 值 , 有 


Hore SN oRm 0 
而 在 S\So 上 到 (ww,w) 为 正则 是 显然 的 .， 口 
因为 二 阶 光滑 函数 2 的 莱 维 形式 连续 地 依赖 于 z, 故 由 定理 1 得 出 


推论 。 如 果 区 域 DD 在 其 边界 点 a 为 严格 伪 凸 , 则 在 此 点 的 充分 小 的 邻 域 Z 中 
存在 定义 函数 yp, 使 得 


有 H,(9,w) > 0 对 所 有 zeEU 和 we C"\{0}. (14) 
成 立 
由 此 同一 个 定理 得 到 另 一 个 命题 , 它 建立 了 严格 伪 凸 和 几何 凸 之 间 的 联系 : 
定理 2. 如 果 区 域 D 在 边界 点 a 为 严格 伪 凸 , 则 存在 某 个 邻 域 V3 a 的 双全 
纯 变 换 , 它 把 9D 站 UV 变 到 一 个 几何 凸 域 边界 上 一 些 片 段 . 


证 明 . 设 a=0 且 wo 为 区 域 也 的 局 部 定义 函数 , 其 情形 如 定理 1 那样 . 进行 
在 前 面 引 理 的 证 明 中 ( 见 前 面 的 引 理 ) 所 描述 的 那个 双全 纯 变 换 f : UV 一 C", 我 们 
得 到 , 在 点 f(0) = 0 的 邻 域 中 区 域 D 的 定义 函数 多 = po "具有 泰勒 展 式 (10)， 
其 中 全 部 的 二 阶 项 化 为 


> Ho(w,w) = 3 Ho(p, fr 1w). 


由 定理 1, 这 个 形式 对 所 有 w 六 0 为 正 , 这 表明 , 它 在 充分 靠近 w = 0 的 点 上 ， 
对 f(9D NU) 的 实 切 平面 的 限制 为 正 . 从 而 其 表明 为 几何 上 同性. 口 


伪 凸 性 和 严格 伪 凸 性 具有 对 全 纯 凸 性 的 实质 性 的 优越 性 : 这 是 些 局 部 性 质 , 因而 
可 以 被 有 效 地 验证 . 但 是 不 同 于 全 纯 凸 , 它们 只 能 对 于 全 纯 域 的 局 部 特性 有 所 作为 . 


.下 全 虐 - 183 . 


定义 2， 称 区 域 D 为 在 边界 点 o 非 全 纯 扩张 是 说 , 如 果 存 在 该 点 的 邻 域 Us 及 
一 个 在 开 集 U, 站 DD 全 纯 且 不 能 全 纯 延 拓 到 点 a 的 函数 /. 


可 清楚 看 出 , 任意 全 纯 域 不 能 在 9D 的 任何 一 个 点 被 全 纯 扩 张 . 早 在 1910 年 莱 
维 提出 了 它 的 逆 问 题 : 

莱 维 问题 . 在 一 个 边界 点 非 全 纯 扩张 的 区 域 是 否 是 个 全 纯 域 ? 

这 个 问题 中 的 主要 困难 在 于 要 从 局 部 性 质 过 渡 到 整体 . 如 果 DD 在 点 ae 6D 非 
全 纯 扩 张 , 则 存在 一 个 局 部 的 障碍 : 函数 f(z) 全 纯 于 Us 门 D 但 不 能 全 纯 延 拓 到 反 
a. 然而 , 如 何 由 这 种 局 部 障碍 构建 出 整体 障碍 , 即 一 个 在 整个 区 域 D 全 纯 的 函数 而 
不 能 延 拓 到 a? 这 个 困难 在 1953 年 被 (日 本 数学 家 ) 冈 洁 克 服 , 他 证 明了 对 任意 区 
域 D c Cn 的 莱 维 问题 有 肯定 的 解答 . 在 下 一 章 中 我 们 要 谈 及 这 个 问题 的 解 

关于 非 全 纯 扩 张 区 域 的 局 部 问题 原来 只 是 个 简单 的 问题 , 可 用 局 部 伪 凸 的 方法 
去 解决. 


定理 3 ( 莱 维 - Krzoska).? 如 果 在 点 a 的 邻 域 中 具 二 阶 光 滑 边 界 的 区 域 D， 
在 此 点 为 严格 伪 凸 , 则 DD 在 此 点 为 非 全 纯 扩张 . 反之 , 如 果 DD 在 点 a 为 非 全 纯 扩 张 ， 
则 它 在 此 后 为 伪 西 . 


证 阴 . 设 a =0 且 wo 为 该 区 域 在 此 点 的 局 部 定义 函数 . 不 失 一 般 性 可 设 y 在 
点 z 的 泰勒 展 式 的 线性 部 分 为 0, 即 Lo(z) = 2/2: 一 般 情形 可 经 由 非 退 化 线性 变换 
化 为 这 种 情形 , 这 个 变换 既 不 改变 定理 的 条 件 也 不 改变 其 断言 . 于 是 根据 (4) 这 个 
展 式 具有 形式 

p(z) = Re(zn + Ko(z)) + > Ho(z) ao(l2| (15) 

而 复 切 平面 为 T8(8D) = {z= 0}. 

a) 设 DD 在 点 a = 0 为 严格 伪 凸 . 于 是 就 像 定 理 1 的 证 明 中 那样 , 可 以 将 p 变 
换 为 函数 yp + kwp?, 其 中 上 为 适当 的 常数 使 得 莱 维 形式 Ho(z) 不 仅 在 下 上 为 正 , 而 
且 对 所 有 z 关 0 也 如 此 , 并 且 这 个 变换 不 会 破坏 p 的 展 式 (15) 的 形式 . 然而 , 由 齐 
次 性 有 

me | a 

其 中 的 m > 0 是 Fo 在 球面 {|z| = 1} 上 的 极 小 值 . 

现在 我 们 考虑 函数 f(z) = zi 十 Ko(z); 根据 (15), 在 其 零 水 平 空 间 {f(z) = 0} 
下 ,下 | 直 完 分 全 时 有 


1 7 
oa = 5 Hol2) +o(lz| ) > Ah +o(lz|) > 0. 


Dn = 2 时 的 定理 由 莱 维 在 1909 年 证 明 ， 一 般 情形 的 证 明 出 现在 Krzoska 1933 年 的 学 位 论文 中 . 
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因此 , 水 平 空 间 {f(z) = 0} 在 充分 小 的 邻 域 UV 3 0 整个 都 位 于 区 域 D 之 外 , 其 中 的 
水 平 空 间 通过 a = 0. 我 们 最 后 有 , 函数 1/f 在 DNU 全 纯 , 但 不 能 全 纯 延 拓 到 点 
a 二 0, 即 万 在 此 点 不 能 全 纯 扩张 . 

b) 设 DD 在 点 a = 0 不 是 伪 凸 的 . 于 是 存在 问 量 we 78, 即 w = ('w,0), 使 得 
Ho(w) < 0. 我 们 考虑 全 纯 曲 线 So, 它 是 由 曲面 {z 十 K(z) = 0} 与 通过 轴 z。 和 同 量 
w 的 复 二 维 曲 面 的 截 线 得 到 . 这 条 曲线 可 借助 于 复 参 数 5 以 方程 


‘z= we, Zn = 9(C) = ol? +o(|cl?) 


给 出 (我 们 考虑 到 , So 在 点 z -- 0 切 于 向 量 w). 就 像 在 证 明 的 第 一 部 分 那样 , 我 们 
得 到 了 wls = = Ho(w)lCl 十 o(|C). 因为 Ho(w) < 0, 故 现在 在 充分 小 | 和 设 |C| < 56， 


曲线 So 的 所 有 点 , 除了 z = 0 外 , 都 在 区 域 D 中 . 

可 以 清楚 看 出 , 在 充分 小 的 t+ > 0 下 , 有 界 全 纯 圆 盘 S, = {'z =’ wi, zn = g(C)-t: 
| < 6} 整个 地 属于 区 域 D, 而 当 t 一 0 时 5 一 So 和 685 一 050. 根据 连续 性 原理 
(参看 第 36 目 ) 得 到 : D 在 点 z = 0 不 是 不 能 全 纯 扩 张 ， 口 


推论 ， 设 在 点 ae Cn 的 邻 域 中 实 函 数 pe C2 有 wo(a) = 0, 且 莱 维 形 式 
Ho(w,w) 在 复 切 平面 Te(S) 至 少 有 一 个 负 的 特征 值 ( 即 存在 向量 w € 7c(S), 使 
得 有 H,(w,w) < 0), 其 中 5S = {w(z) = 0}. 于 是 全 纯 于 5 的 满足 p < 0 的 邻 域 部 分 的 
函数 f 全 纯 地 被 延 拓 到 点 a. 


证 阴 . 这 个 事实 已 在 莱 维 - Krzoska 定理 的 证 明 b) 中 得 证 口 


注 . 设 区 域 在 某 个 边界 点 a 从 外 部 切 于 复 超 曲面 4 = {f(z) = 0}, 这 表示 
f(a) = 0, 但 在 某 个 邻 域 0 中 曲面 4 在 D 的 外 部 . 于 是 , D 不 能 在 点 a 全 纯 扩 张 
(函数 1/F 不 能 延 拓 ), 从 而 根据 所 证 的 定理 , 它 在 此 点 为 伪 凸 . 这 个 伪 凸 的 充分 条 件 
相似 于 几何 凸 性 的 条 件 (在 那里 4 必须 换 成 实 的 超 曲 面 ). 


迄今 为 止 我 们 所 考虑 的 是 具 C? 类 边界 的 区 域 , 但 是 局 部 伪 凸 性 可 以 在 一 般 的 
情形 中 被 前 述 . 为 此 我 们 约定 , 称 区 域 D 在 边界 点 a 可 以 从 内 部 由 全 纯 圆 盘 族 相 
切 是 说 ， 如 果 存 在 全 纯 圆 盘 族 Se D,0 <t < to， 当 上 一 0 时 收敛 于 圆 盘 5, 故而 
Si 一 5S,09: 一 95, 并且 9S e D, 而 S 包含 了 点 a( 图 40). 我 们 采用 不 具有 这 个 性 
质 作为 在 具 任意 边界 的 区 域 情形 下 的 关于 局 部 伪 凸 性 的 定义 . 


定义 3， 称 区 域 D 在 边界 点 a 为 伪 凸 是 说 , 如 果 在 此 点 它 不 能 从 内 部 由 全 纯 
圆 盘 族 相 切 . 


如 果 特 别 地 , 6D 在 点 a 的 邻 域 中 为 二 阶 光 滑 并 在 该 点 为 在 定义 1 的 意义 下 伪 
凸 , 则 它 也 在 定义 3 的 意义 下 伪 凸 . 在 莱 维 - Krzoska 定理 的 证 明 b) 中 表明 , 如 果 
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9D 


人 


3S， 


9D 


图 40 


9D 在 点 a 不 是 在 定义 1 意义 下 伪 同 的 , 则 它 在 该 点 可 以 用 全 纯 圆 盘 族 从 内 部 相 切 . 
我 们 强调 指出 , 严格 伪 凸 的 概念 意味 着 边缘 的 C? 一 光滑 性 , 从 而 不 能 推广 到 任意 的 
区 域 . 


38. 多 重 次 调和 函数 


为 了 从 局 部 的 伪 凸 性 过 渡 到 整体 的 伪 凸 性 需要 引进 多 重 次 调和 函数 的 概念 . 在 
卷 工 的 附录 中 我 们 曾 注意 到 , 次 调和 函数 是 单 变量 实 函数 凸 性 的 高 维 类 比 . 事实 上 ， 
函数 f: [a,8] 一 形 为 是 ( 同 下 ) 是 说 , 如 果 对 任意 zz e [ao 四 |, 在 区 间 [x',x”] 上 
f 的 最 佳 线性 优势 函数 , 即 一 个 函数 , 它 在 点 x = (1- bz 二 好 /的 取 值 为 h(x) = 
(一 如 A(2) 十 妇 (2); 着 满 征 条 伯 : 

XI ee | RD 
(我 们 记得 , 单 变 量 的 线性 函数 是 调和 函数 的 一 维 类 比 ). 

多 变量 的 凸 函数 可 以 这 样 定义 , 即 它 在 任意 实 直 线 上 的 限制 是 个 单 变量 凸 函数 ， 
二 阶 光 滑 的 单 变 量 函数 的 凸 性 条 件 是 二 阶 导 数 为 非 负 , 而 由 复合 函数 的 微分 法 则 , 对 
C2 类 的 多 元 函数 f 在 直线 x = zx? 十 wt 上 的 限制 我 们 有 


da2 of 
ro A Wh) = 2 Bz Or 


Wi. 
之 


因此 这 种 函数 的 凸 性 条 件 可 化 成 所 得 到 的 这 个 二 次 型 对 所 有 we R” 的 非 负 性 . 
多 重 次 调和 函数 是 多 元 凸 函数 的 复 关 比 . 


定义 1， 称 函数 yp : D 一 [-eco,oo) 在 区 域 D C Cn 中 为 多 重 次 调和 函数 是 
说 , 如 果 1) 它 在 D 上 为 上 半 连 续 , 以 及 2) 对 任意 点 z0 e D 和 对 任意 复 直 线 z = 
上 (0 = z0 十 wi, 其 中 we C7,C € C,w 在 这 些 直 线 上 的 限制 , 即 函数 yp o1(C), 是 开 集 
{C EC:1(C) e D} 上 的 次 调和 函数 . 

我 们 记得 , 在 区 域 Dc Cn 中 的 上 半 连 续 函 数 是 D 上 的 一 个 实 函数 y, 它 可 取 
-oo 值 但 不 取 +coe, 并 在 每 点 z0 < D, 它 满 足 


Dim,w(z) Sec9)， (1) 
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或 者 换 句 话说 , 如 果 对 任意 s > 0, 存在 6 = 6(z0,s) > 0 使 得 


和 z0 02 本 Of(201) < E, 如 果 2 + 二 
a bm < 一 1/s， 如 果 2(z0) Se 


对 于 上 半 连 续 性 而 言 , 其 充分 必要 条 件 是 对 于 任意 的 a € (一 00, oo), 使 值 小 于 
它 的 集合 {z e D : p(z) < a} 为 开 . 上 半 连 续 函 数 从 上 面 的 那 一 面 看 表现 得 像 连 续 
函数 . 特别 地 , 在 紧 集 K € D 上 它 为 上 有 界 并 取得 极 大 值 (不 必 下 有 界 和 达到 极 小 
值 ). 


全 纯 函 数 的 对 数 模 是 多 重 次 调和 函数 的 重要 例子 : 如 果  e 6(D), 则 yp(z) = 
In|f(z)| 在 D 中 为 上 半 连 续 ( 它 在 使 f(z) 关 0 的 点 上 连续 , 而 当 三 逼近 0 时 它 趋向 
于 -oo), 而 它 在 任意 复 直线 z = !(C) 上 的 限制 作为 单 变 全 纯 函 数 fo1 的 对 数 模 是 
次 调和 的 (参看 卷 工 的 附录 )， 

C0? 类 的 次 调和 函数 可 以 通过 拉 普 拉 斯 算 子 号 = ee 的 非 负 性 来 进行 特征 刻 


画 . 如 果 这 个 函数 op 在 区 域 D c C" 中 为 二 阶 光滑 , 则 由 复合 函数 的 微分 法 则 , 对 于 
它 在 复 直 线 z = zo? 十 wc 上 的 限制 , 有 


(2) 


Op(z + we) T D20 
OCOC 2 22 


i 
zo 人 


我 们 因此 得 到 下 面 的 判别 法 . 


定理 1。 对 于 函数 o e C2(D), 其 为 多 重 次 调和 的 充分 必要 条 件 是 在 每 太 z € 
D, 对 所 有 w es C", 形式 


SO 
Lv =1 a 


0: (3) 


我 们 又 一 次 遇 到 了 莱 维 形式 : 我 们 曾 在 上 一 目 中 在 与 伪 凸 域 相关 的 问题 中 考虑 
过 它 . 我 们 还 要 挑 出 一 个 二 阶 光滑 的 多 重 次 调和 函数 的 重要 类 , 它们 与 严格 伪 凸 的 
概念 有 关 . 


定义 2， 称 函数 p 在 区 域 D C Cn 为 严格 多 重 次 调和 是 说 , 如 果 1) we C0C*(D) 
和 2) 在 每 个 点 z e D, 莱 维 形式 对 于 所 有 we C"\{0} 有 


P(e ) > DD: (4) 
注 .。 埃 尔 米 特 羔 维 形式 


nN 82o 呈 
Hl dz) 一 > a 
2 
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按 在 第 18 目 中 谈 到 过 的 标准 规则 , 其 对 应 于 微分 形式 


元 dz Nd 一 day 


根据 在 第 18 目 中 所 采用 的 约定 , 二 阶 光滑 函数 yp 的 (严格 ) 多 重 次 调和 函数 可 
以 由 形式 ddeo 的 (严格 ) 正 性 所 刻画 . 

我 们 将 在 下 一 目 中 考察 多 重 次 调和 函数 与 伪 凸 区 域 之 间 的 联系 . 在 这 里 我 们 将 
专注 于 这 些 函 数 的 性 质 , 其 中 我 们 感 兴趣 的 函数 不 必 是 二 阶 光滑 的 , 而 在 一 般 情形 
它 只 是 上 半 连 续 的 而 已 . 

由 定义 1 可 看 出 , 多 重 次 调和 函数 的 性 质 可 径直 约 化 为 次 调和 函数 的 性 质 . 特 
别 地 , 由 在 卷 工 附录 中 所 证 的 定理 , 直接 得 到 了 下 列 的 命题 : 

1。 如 果 在 区 域 D 中 的 多 重 次 调和 函数 p 在 某 个 点 20 e D 达到 其 局 部 极 大 值 , 
则 它 在 D 中 为 常 值 . 

2。 在 每 个 点 z0 e D 的 某 个 邻 域 中 多 重 次 调和 函数 是 区 域 D 中 的 多 重 次 调和 

3° 如 果 函 数 族 cu,a e 4, 在 区 域 D 中 为 多 重 调和 函数 , 并 在 区 域 D 中 上 半 连 
续 , 则 其 上 确 界 函 数 

Pp(z) = i Ja(z) 


在 此 区 域 中 为 多 重 次 调和 函数 . 
4° 使 上 半 连 续 函 数 op 在 区 域 D 中 为 多 重 次 调和 函数 的 充分 必要 条 件 是 , 对 每 
个 点 z Ee DD 和 每 个 向 量 w EC", 存在 数 ro = ro(z,w), 使 得 对 所 有 7 过 ”0 有 


1 27 
of) 去 |/ yp(z+wre’)dt (5) 
0 


(多 重 次 调和 性 判别 法 ). 
还 存在 命题 : 
5° 在 点 z0 € C" 的 邻 域 中 的 任意 多 重 次 调和 函数 yp, 其 值 2(z0) 不 超过 其 在 球 
而 (7 
vo 
p(z ) < i p(z)do, (6) 
其 中 半径 7 充分 小 , c(r) 为 此 球面 的 面积 , 而 dc 为 面积 元 . 


证 明 . 不 失 一 般 性 可 设 z0 = 0, 于 是 (6) 式 右 端的 均值 可 改写 为 


os R i (7) 
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其 中 S = {lz| = 7}, 而 0o0 =demn lz2A 和 (dden |z)"*-1/r" 为 庞 加 莱 形 式 (参看 第 
19 目 ). (7) 中 的 积分 首先 按照 8 与 复 直 线 1 = {z = w6} 的 交 线 进行 , 即 按照 贺 
{I¢| = +} 进行 , 然后 再 沿 这 些 让 线 的 集合 {1,} = P*-! 进行 (我 们 假设 |w| = 1). 
为 在 1 上, 形式 =dein |z2 = 全 ,其 中 t= arg 5 (参看 第 19 目 ), 则 


27 
sm= 上 : (a lap | p(wre’)dt. (8) 


72.—1 TL 1 


由 其 中 z=0 的 公式 (5) 知 , 上 面 公式 里 面 的 那个 积分 不 小 于 2(0), 而 ddeln |zj?/z 
= wo 是 pn-! 的 富 比 尼 - 施 图 迪 法 化 形式 . 因此 


Sr) > v0) | 87! = ol0) 


(在 这 里 我 们 利用 第 19 目 中 的 定理 1)， 口 

像 在 卷 I 中 那样 , 由 5° 推导 出 

6° 任意 在 区 域 D Cc C" 中 的 多 重 次 调和 函数 是 2n 个 实 变量 的 次 调和 函数 , 即 
对 任意 点 z? e D 和 球 B = {|z 一 z0| < 小 其 中 半径 7 充分 小 , 则 任意 在 B 中 调和 
并 在 B 中 连续 的 函数 h 具有 性 质 


<n| a ] ol 9 
OB OB “I B (9) 


9 
我 们 还 需要 一 个 命题 : 
7° 如 果 函 数 p 在 点 20 es Cnm 的 一 个 邻 域 中 多 重 次 调和 , 则 它 在 球面 {|z 一 20| = 7} 
上 的 平均 值 S(7) 是 7 的 递增 函数 . 


证 阴 . 再 次 假设 z? = 0. 正如 由 (8) 看 到 的 , 上 只 需 证 明 次 调和 函数 v(C) = wp(wl) 
在 圆 {|cC| = +} 上 的 平均 值 递增 , 即 
27 
本 | u(reit)dt 
设 72>71 且 hh(C) 为 函数 在 圆 盘 {|C| < 72} 中 的 最 佳 调和 优势 函数 (参看 郑 
I 的 附录 第 3 目 ). 根据 次 调和 与 调和 函数 的 性 质 , 我 们 于 是 有 


i 27 1 2 ’ 
s(71) < 二 | hl(rie™ j= | h(r2ze’’)dt = s(r2). OD 


现在 我 们 来 证 明 , 任意 多 重 次 调和 函数 可 以 被 相同 类 型 但 无 限 可 微 的 函数 所 
近 . 


后 


2 
0 我 们 记得 , 称 C? 类 函数 h 为 调和 是 说 , 在 每 个 点 , 成立 》) - > 2 
= “ 
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定理 2， 对 任意 在 区 域 D Cc C" 中 多 重 次 调和 函数 y, 可 以 构造 一 个 开 集 的 
递增 序列 Gu (4 = 1,2,…)，U Gu = D, 以 及 一 个 递 降 函 数 序列 ov < C~(G), 它 


在 G,, 中 为 多 重 次 调和 函数 , 并 在 每 个 点 z e D 上 收敛 于 vy: 
pn(z) = (2); pote) < pp 
证 阴 . 如 果 y = -oo, 则 作为 ov 我 们 可 取 序 列 yp,(z) 三 一 4. 在 一 般 情形 我 们 
利用 平均 法 进行 构造 . 取 函 数 


=F/(E=|2|) < 1 
RR be (10) 
0， 有 


并 选取 c 使 得 KK 沿 整个 空间 Cn 的 积分 等 于 1 (实际 上 是 沿 球 {|z| < 1} 的 积分 , 这 
是 由 于 在 球 外 K = 0). 我 们 令 
(交大 二 fs € 十 " K(w)dV, (11) 


把 这 个 函数 作为 平均 的 核 , 其 中 dV 为 2n 维 体积 元 , 积分 则 取 在 整个 C" 上 (实际 
在 单位 球 上 ). 可 清楚 看 出 , 每 个 函数 wp 被 定义 在 区 域 D 的 (1/4) 收缩 之 中 , 即 开 
集 

G,={z€D:6(z2,0D) > 1/n} 


之 中 , 其 中 的 5 为 欧 几 里 得 距离 . 也 清楚 看 到 , 对 任意 /有 Gu c Gti, 并且 【6G%= 


v=1 


D. 
在 变量 变换 > 十 muw 之 后 , 积分 (11) 有 形式 
pu(z2) = ' pK (p(w — z))dV, 


由 其 看 出 yj, e C%(G) (事实 上 , 被 积 函数 从 而 积分 本 身 无 限 可 微 地 依赖 于 z). 利 
用 由 不 等 式 (5) 表达 的 判别 式 容 易 建 立 函数 yj, 的 多 重 次 调和 性 质 : 对 所 有 z € 
Gu w EC" 及 所 有 充分 小 的 > 有 


1 27 
3 | pn(z+ wre")dt 


和 | Kt) (去 / (z 这 和 turer) | dV 
> xtoe (e+ Hw m0 
(我 们 利用 了 y 的 多 重 次 调和 性 和 核 K 的 非 负 性 ). 
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变换 dV = dcrdr, 其 中 do, 为 球面 {jw| = 7} 的 曲面 元 , 而 在 变量 变换 3 
之 后 , 我 们 变 (11) 为 


op . K(r)dr | Pp (z 3 ] dc 
一 [ (ra | p(w)dor 
s / K(r)u-!o (5) 5 (5) dr 
a 下 K(r)o(7)S (5) dr7, (12) 
其 中 S(r/p) 为 v 在 球面 {lw 下 =7/W} 上 的 平均 和 值 , 而 pct7/M = o(7) 为 半 


径 为 + 的 球面 面积 0). 现在 根据 性 质 7°, 可 得 出 结论 说 , 函数 ov 随 4 增 大 而 减 小 . 
由 于 函数 yo 的 次 调和 性 , 其 平均 值 S(r/1) > yp(z), 而 因为 


fk K(r)o(r)dr = | Kav 三 二 


则 由 (12) 得 出 , 在 任意 点 z e D, 对 从 某 个 no 开始 的 所 有 的 内 有 wu(z) > p(z). 另 一 
方面 , 由 函数 op 的 半 连 续 性 , 对 任意 s > 0 及 对 所 有 充分 靠近 z 的 ww, 有 w(w) 一 2(z) < 
e, 即 对 所 有 > yo 有 S(r/4) < yp(z)+e; 对 这 些 几 我 们 由 (12) 得 到 pj(z) < yp(z)+e. 
因此 ， 对 所 有 >z e 万 

lim wu(o = p(2). OD 


注 . (1) 次 调和 函数 的 递 降 序列 的 极限 仍 是 次 调和 函数 (参看 卷 I 附录 的 问题 
10), 并 且 这 个 断言 立即 可 能 换 到 多 重 次 调和 函数 上 . 因而 定理 2 的 逆 成 立 . 

(2) 在 定理 2 中 , 用 作 吉 近 的 函数 可 假定 为 严格 多 重 次 调和 的 , 为 此 只 要 蔡 换 
gu(z) 为 pu(2) + Ia 即 可 . 

定理 3。 如 果 函 数 y 在 区 域 Dc Cn 中 为 多 重 次 调和 , 而 水 : p(D) 一 了 及 为 C7 
类 递增 凸 函数 , 则 由 ow 为 万 中 的 多 重 次 调和 函数 . 

证 明 . 先 设 we C2(D). 由 莱 维 形式 的 性 质 b) (第 37 目 ) 

Hs(W op,w) =Y op(2)H(p,w) + yy ooe(z)lep(w)| 
而 因为 我 们 有 w',w” > 0, 故 这 种 情形 下 定理 得 证 . 

在 一 般 情形 中 , 我 们 将 利用 定理 2 及 其 道 定理 : 以 光滑 的 多 重 次 调和 函数 序列 
通 近 y : pj, NA o; 依照 我 们 所 证 过 的 结果 知 , 函数 小 o pw 为 多 重 次 调和 , 而 由 于 风 
是 递增 的 连续 函数 , 故而 小 o pj, 入 woy, 从 而 几 og 为 多 重 次 调和 .， 口 

0 我 们 替代 KK(w) 记 作 天 (>), 这 是 因为 根据 (10), K 只 依赖 于 |w| = 7. 


813. 伪 凸 域 -0 


由 多 重 次 调和 函数 定义 的 要 求 , 它 在 复 直 线 上 的 限制 是 个 次 调和 函数 . 这 个 性 
质 让 我 们 有 下 面 更 强 的 命题 : 


定理 4， 在 区 域 DC C" 中 , 多 重 次 调和 函数 p 在 任意 m 维 全 纯 曲 面 f :G 一 
C",G CCm 上 的 限制 也 是 在 开 集 Q = {Ce G :ff(C) e D} 上 的 多 重 次 调和 函数 . 


证 明 ， 为 简明 起 见 , 形式 的 计算 仅 限于 m = 1 的 情形 , 即 我 们 将 证 明 w 在 全 纯 
曲线 z = f(4) 上 的 限制 是 个 次 调和 函数 . 
先 设 pe C2(D). 于 是 对 于 wv = pof 由 复合 函数 的 微分 法 则 知 , 在 任意 点 CE G 
有 
O22 


< = Ap 2 Of 
COC 2 08 OC 和 | 
因为 op 为 多 重 次 调和 , 故 由 定理 1 知 , 在 右 端的 那个 形式 为 非 负 , 而 这 意味 着 v(() 
为 次 调和 函数 . 
一 般 的 情形 则 用 定理 2 及 随 其 后 的 那个 注解 化 成 了 前 面 所 考虑 过 的 情形 . 口 


推论 .对 于 在 全 纯 曲 面 S 的 邻 域 中 的 多 重 次 调和 函数 yp 而 言 , 它 在 S$ 上 的 限 
制 成 立 极 大 值 原理 . 


特别 , 对 于 有 界 全 纯 曲 面 S (参看 第 36 目 ) 这 个 原理 可 表述 为 
||plls = lipllas. (13) 


我 们 还 将 不 加 证 明 地 叙述 关于 多 重 次 调和 函数 的 一 个 延 拓 定理 ?, 它 类 比 于 关 
于 全 纯 函 数 延 拓 的 黎 曼 定理 (第 32 目 定理 3): 


定理 ( 格 劳 尔 特 - 雷 默 特 (Grauert-Remmert))， 任何 一 个 在 区 域 D C Cn 
中 除去 一 个 解析 和 集 外 处 处 多 重 次 调和 , 并 且 在 D 上 有 界 的 函数 , 可 延 拓 为 D 中 多 重 

39. 伪 凸 域 

在 此 , 我 们 将 考虑 在 其 边界 的 每 个 点 为 伪 此 的 区 域 , 从 而 引进 伪 凸 性 的 整体 性 
质 . R” 中 凸 域 的 一 个 特征 是 , 它们 可 以 被 小 于 是 函数 值 的 那些 集合 所 穷竭 , 即 在 其 


上 存在 凸 函数 , 它们 在 趋向 边缘 时 无 限 地 增 大 . 如 果 把 实 结构 换 作 复 结构 , 我 们 则 转 
到 了 整体 伪 凸 的 概念 . 


1) Grauert, H., Remmert. R. “ 复 空间 中 的 多 重 次 调和 函数 ” , Math. Zeitschr., 1956, 65; 2,175 一 
194. 
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定义 1. 称 区 域 DC Cn 为 (整体 ) 伪 西 是 说 , 如 条 在 其 上 存在 多 重 次 调和 函数 
u, 使 得 当 z 一 8D 时 , wu(z) 一 +co, 或 者 换 句 话说 , 使 得 对 所 有 a e RR, 有 


{zE€ED:uz)<a}ED. (1) 


我 们 发 现 , 平面 C 中 的 任意 区 域 都 是 伪 凸 的 . 事实 上 , 对 C\{C}, 作为 定义 中 的 
函数 可 取 为 : 当 ¢ 取 0o0,u(z) = 1/|z 一 dj; 当 4 = oo, 则 w(z) = | 在 一 般 情 形 ， 
AE EA RE |z| 十 se 

| 0(z, 0D) 
满足 定义 中 的 条 件 (6 表示 欧 几 里 得 距离 ), 这 是 因为 它 连 续 0 并 且 是 一 个 次 调和 卫 
数 族 的 上 确 界 . 
对 于 ”> 1, 这 个 概念 具有 的 意义 是 : 它 区 分 出 了 一 个 重要 区 域 类 , 像 我 们 现在 
要 证 明 的 那样 , 它 等 同 于 在 第 37 目 中 在 所 有 边缘 点 上 为 伪 是 的 区 域 类 . 


* 证 明 , 当 n> 1 时 区 域 D = {z EC":r < |z| < R} 不 是 在 所 有 边缘 点 伪 同 .六 
我 们 约定 称 R(a) 为 区 域 Dc Cr" 在 点 a e D 的 哈 托 格 斯 半径 是 指 中 心 在 a 的 ， 
属于 D 与 复 直 线 ! = {'z = "ozan = (} 交集 的 , 并 平行 于 za 轴 的 最 大 圆 盘 的 半径 : 
je (2) 


引 理 .。 如 果 区 域 D Cc Cn 在 其 所 有 边界 点 为 伪 凸 , 则 函数 w(z) = 一 In R(z) 在 
D 中 为 多 重 次 调和 , 其 中 R(z) 为 区 域 D 在 点 z 的 哈 托 格 斯 半径 . 


证 明 . 对 任意 区 域 D c C"*, 其 哈 托 格 斯 半径 RR 为 下 半 连 续 ， 而 函数 v = 
-jn R(z) 在 D 中 为 上 半 和 连续 . 事实 上 , 对 任意 点 ae DD, 显然 有 (参看 图 41) lim R(z) 
> R(a). 还 需要 证 明 , 在 引 理 的 条 件 下 , 函数 = 一 ln R 在 任意 复 直 线 

性 本 人 和 OO (3) 
上 的 限制 是 在 点 < = 0 的 邻 域 中 的 次 调和 函数 , 其 中 a € D,w e Cn 如 果 'w = 人. 
即 1 平行 于 xm 轴 , 我 们 则 有 了 平面 的 情形 : R= ,pf ， lz 一 弘 |， 从 而 函数 
uli, =—In R= sup {In| — |} 
z’EQODNL, 
作为 次 调和 函数 的 上 确 界 的 上 半 连 续 函 数 是 次 调和 的 . 
在 'w 关 '0 的 情形 我 们 以 归 诬 法 证 明 . 如 果 函 数 


wo (4) 
0 由 三 角 不 等 式 , 函数 5(z, 9D) 满足 利 普 硕 次 条 件 , 且 当 z € D 时 6(z,8D) #0. 
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S 


aD 
R(a)| 
| 


Cr 一 一 
N 


| 
ab 


图 41 


在 ¢ =0 的 邻 域 中 不 是 次 调和 的 , 则 存在 圆 盘 U = {|4| < 7} 和 在 VU 上 连续 而 在 U 
中 调和 的 函数 h, 使 得 v(¢) < NA) 在 6V 上 成 立 , 但 是 在 某 个 点 Co Ee U 有 


Aco) — v(b0) = i sp 


(我 们 利用 了 那样 的 事实 , 即 下 半 连 续 的 函数 h 一 vv 在 紧 集 上 取得 其 下 界 )， 我们 以 
g(0) = 一 h(0) -< 表示 在 U 中 调和 且 在 U 中 连续 的 函数 ; 我 们 有 


Eee 
vO v0OFm EE 
9(60) = —v(60)- (5) 


设 在 (3) 中 的 函数 1!(¢) = ("4(C), (0)), 使 得 和 (0) = ‘a wc 和 A 和 (C) = an,++wnl. 由 
哈 托 格 斯 半径 的 定义 , 存在 点 b= ('b,b,) e 9D 使 得 和 b= (C0),|bn 一 A(t0)| = Rol(C0). 
构造 在 U 中 全 纯 的 函数 G = g 十 ig;, 使 得 G(C0) 等 于 某 个 值 In(b,, 一 和 (C0)): 因为 由 
(4) 和 (5) 我 们 有 In|b; 一 和 (C0)| = 一 v(40) = g(40), 故 这 是 可 以 做 到 的 . 
现在 考虑 全 纯 圆 盘 族 


9 =eE0O" NA FE 0 en. (6) 
对 于 任意 点 ze Si,0 <t<<1, 我 们 有 'z= 1(C) 并 且 由 于 (5) 中 第 二 个 不 等 式 有 
| 加 一 A(CCJ=tegt) 和 te = RoL(C). 


由 哈 托 格 斯 半径 的 定义 得 知 , 当 上 < 1 时 所 有 的 S C D. 由 (5) 的 第 一 个 不 等 式 , 类 
似 地 我 们 得 到 在 所 有 t,0 < t<1, 有 0S cD. 当 上 一 1 时 圆 盘 9 一 S ， 而 因为 当 
人 
故 Si 包含 了 点 be 9D. 我 们 便 得 到 了 了 矛盾 , 因为 由 条 件 , 区 域 D 在 点 5 为 局 部 伪 
i 
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注 . 在 第 8 目 我 们 曾 引 进 过 哈 托 格 斯 级 数 
SE SBAD (7) 
/一 0 


的 收敛 区 域 , 它 是 这 个 级 数 的 收敛 集 D = {('z, zx) :ze 'D,|zn| < R('z)} 的 开 核 (在 
这 里 , 我 们 假定 了 g,, 在 'D 中 全 纯 ). R(z) 显然 是 区 域 D 的 哈 托 格 斯 半径 . 重复 在 
'w 关 '0 情形 的 引 理 的 证 明 , 只 要 稍 加 变化 2 便 可 证 明 函 数 -ln R('z) 在 'D 中 为 多 
重 次 调和 |. 


定理 1. 如 果 区 域 D c C" 在 其 每 个 边界 点 为 局 部 伪 凸 , 则 和 它 是 整体 伪 凸 . 


证 明 . 函数 w(z) = 一 In 6(z,9D) 在 区 域 D 中 连续 (但 除去 平凡 情形 D = C")， 
并 且 当 z 一 9D 时 趋向 于 +oo. 还 要 证 明 它 在 D 中 为 次 调和 的 . 


以 1 表示 复 直 线 Cz 十 wl, 它 沿 同 量 w 的 方 同 通 过 点 ze D, 并 记 R,(z) = 
6(z,9D 门 ). 显然 , 对 所 有 的 ze D, 有 


(0 unt J a) 


其 中 下 界 是 对 所 有 we C",|w| = 1 取 的 . 

利用 复 旋 转 z -Cz, 其 中 C = (cjw) 为 n xn 的 本 矩阵, 方 网 w 可 以 变化 到 
zn 轴 的 方向 , 于 是 R, 变 成 了 区 域 D 的 哈 托 格 斯 半径 . 因为 这 样 的 旋转 保持 了 欧 几 
里 得 距离 和 伪 凸 性 (局 部 的 和 整体 的 ), 故 由 引 理 可 以 断言 函数 -ln R,,(z) 在 区 域 D 
中 为 多 重 次 调和 . 但 是 因而 


u(z) 三 一 In 6(z,0D) = ps I (2)) 


作为 多 重 次 调和 函数 的 连续 上 确 界 , 故 也 在 D 中 为 多 重 次 调和 ， 口 
定理 2， 任 意 伪 凸 域 D c Cr 在 每 个 边界 点 为 伪 西 . 


证 明 . 相反 地 设 DD 在 某 点 we 9D 不 是 伪 凸 的 . 于 是 存在 全 纯 圆 盘 序 列 S,, 使 
得 S 一 S.89, 一 905, 并 且 5,,8S C D, 而 S 包含 了 点 a. 由 于 万 的 伪 凸 性 , 存在 


0) 这些 变化 如 下 : 人 D 需要 取 -in R 在 直线 'z = !() 上 的 限制 ; 已 令 'b = !(Go)， 需 要 选取 
bn 使 得 liu| = R(5), 并 且 点 = (化 加 ) 为 『 的 奇 点 ;因为 在 每 个 圆 {'z,|zn| = 7('z)} 上 至 
少 有 一 个 『 的 奇 点 ， 故 这 是 可 以 做 到 的 ; 在 这 里 的 x('z) 为 级 数 (7) 对 固定 'z 的 收敛 半径 , 而 
R(b) = Le 网 z) (参看 第 8 目的 第 1 个 脚注 )， 从 而 在 圆 {75, |bn| = R(65)} 上 有 奇 点 的 极限 点 : 


G@) 函数 这 = g 十 ig: 需要 选取 得 使 G(C0) = in bn (因为 g(t0) = In lbw], 故 这 可 以 做 到 ), 又 蔡 代 
(6), 2 Si = ep zn 二 teS(9),C e U}. 断言 由 归 证 法 证 明 , 基于 的 事实 是 : 由 连续 性 原 
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在 D 中 多 重 次 调和 的 函数 wu(z), 它 在 z 一 6D 时 趋同 于 +eo. 按照 对 多 重 次 调和 也 
数 的 极 大 值 原理 (前 一 目 中 定理 4 的 推论 ) 


supu < supu <c < co， (8) 
Sy BS 

其 中 的 常数 c 与 v 无 关 , 这 是 因为 65, 的 并 为 团 包 紧 于 D. 然而 从 另 一 方面 看 , 存 
在 收敛 于 点 a € 8D 的 点 序 ze 5,, 于 是 由 此 得 到 w(z”) 一 co, 这 与 (8) 矛盾 口 


定理 1 和 2 联合 在 一 起 表明 了 , 区 域 的 整体 伪 凸 性 的 概念 实际 上 等 价 于 在 其 每 
个 边界 扣 的 伪 凸 性 . 我 们 还 发 现 有 


推论 。 区域 DC C 为 伪 凸 当 且 仅 当 函数 一 ln 6(z,6D) 在 D 中 为 多 重 次 调和 . 


证 明 . 函数 -jn 5(z,9D) 的 多 重 次 调和 性 作为 充分 条 件 来 自 于 伪 凸 性 的 定义 . 
这 个 条 件 是 必要 的 : 设 DD 为 伪 凸 ; 由 定理 2, 它 在 每 个 边缘 点 为 伪 凸 , 然而 由 定理 1 
的 证 明 中 看 到 , 函数 -In 65(z,6D) 在 D 中 为 多 重 次 调和 .， 口 


对 于 具 二 阶 光滑 边界 的 区 域 , 整体 伪 凸 性 可 以 不 用 穷竭 的 语言 描述 (就 像 在 定 
义工 中 那样 ) 而 类 似 在 第 37 目 中 对 局 部 伪 凸 性 所 做 的 那样 , 利用 定义 函数 . 我 们 称 
函数 p 整体 定义 了 区 域 DC Cn 是 说 , 如 果 它 在 整个 边界 9D 的 某 个 邻 域 09 中 属于 
C2 类 , 并 在 此 邻 域 中 对 于 所 有 的 ze 8D 成 立 , 有 DNMQ = {ze QQ:y(z) <0} 且 梯 
度 守 ow 冯 0 (参照 第 37 目 ). 


定义 2， 称 具 C2 类 边界 的 区 域 DC C" 为 (整体 ) 伪 廿 的 是 说 , 如 果 它 有 整 
体 定义 函数 w, 使 它 的 莱 维 形式 电 ,(y,w) > 0, 其 中 所 有 的 z € 6D,w e Ts(9D); 
称 其 为 严格 伪 凸 的 是 说 , 如 果 它 有 界 , 并 且 刀 (eo,w) > 0, 其 中 所 有 的 z € 9D,w < 
T°(0D),w #0. 

像 在 第 37 目 中 那样 , 可 以 证 明 这 些 条 件 不 依赖 于 定义 函数 的 选取 , 故而 它们 对 
其 中 某 一 个 满足 , 则 对 其 他 所 有 的 也 满足 . 由 隐 函 数 定理 可 以 知道 , 对 于 具 二 阶 光滑 
边界 的 区 域 的 定义 函数 可 以 选 为 具 形 式 


eye | 6) SE QD 


, (9) 
OECD 2 € 0\D, 


其 中 5(z,6D) 为 点 z 到 9D 的 欧 几 里 得 距离 , 并 且 这 条 带 状 邻 域 充分 狭 罕 . 也 可 看 
出 , 区 域 为 (严格 ) 伪 凸 当 且 仅 当 它 在 每 个 边界 点 在 第 37 目的 意义 下 为 (严格 ) 伪 凸 . 

我 们 将 指出 整体 伪 凸 性 和 多 重 次 调和 性 之 间 的 关联 . 它 对 于 严格 伪 凸 的 区 域 特 
别 简 单 . 


定理 3。 区 域 DC Cn 严格 伪 凸 当 且 仅 当 它 具有 严格 多 重 次 调和 的 定义 函数 . 
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证 明 . 条 件 的 充分 性 是 显然 的 , 而 必要 性 的 证 明 实 质 上 与 第 37 目 中 定理 1 的 
证 明 相 同 . 设 y 为 区 域 D 的 某 个 定义 函数 , 例如 (9); 如 果 市 状 Q 充分 狭 窗 , 则 定义 
函数 从 而 也 可 以 是 函数 多 = yp 十 kyp?, 其 中 > 0 为 某 个 常数 , 并 且 对 所 有 z € 0D 
有 

Hz(V,%2) = Hz(p,w)+ 2k|Op(w)|’ (10) 


(参照 第 37 目的 (13))， 只 需 证 明 到 (Ww) 在 紧 集 DD 二 {(%w):%€0Dw € 
Cw ol 村 全 上 为 正 即 可 . 记 即 = {(zw) E :及 (9,w) 世人 j; 如 果 即 为 空 则 令 
k = 0, 如 果 非 空 , 则 选取 常数 M > 0 使 得 态 ,(y,w) > -M 对 所 有 (z,w) € Bo 成 立 . 

按照 在 olw) = 0 即 在 Te(8D) 上 时 严格 伪 凸 的 定义 , 对 于 所 有 z € 6D,w z 
0, 玉 -(yp,w) > 0, 因此 在 E06。 上 有 6wy(w) 关 0, 并 且 由 于 紧 性 , 存在 m > 0 使 得 
|ao(w)| > m， 选取 大 > M/(2m?), 我 们 由 (10) 得 到 : 在 po。 上 形式 Hs(yw,w) > 
一 M 十 2km? > 0, 而 在 E\B0 上 它 为 正 是 显然 的 . 由 连续 性 的 考虑 可 清楚 看 到 , 如 果 
Q 充分 狭窄 , 则 当 w 关 0 时 不 仅 在 9D 上 五 ,(w,w) > 0, 而 且 对 所 有 z e Q 也 成 立 ， 
然而 这 意味 着 函数 罗 为 严格 多 重 次 调和 . 口 


我 们 注意 到 , 函数 y 可 以 在 带 状 9 内 部 延 拓 到 负 的 严格 多 重 次 调和 函数 (例如 ， 
在 水 平 曲面 (z) = -s 内 部 令 它 等 于 -es, 然后 再 使 其 光滑 ; 对 此 详细 的 证 明 却 相当 
的 繁复 ). 因此 严格 伪 凸 的 区 域 可 以 定义 为 在 一 个 闭 区 域 的 邻 域 中 使 严格 多 重 次 调和 
函数 取 负 值 的 集合 . 

对 于 只 是 伪 凸 的 区 域 , 事情 更 为 复杂 . 在 一 般 情 形 它们 不 能 表示 为 次 调和 函数 
的 负 值 集合 . 


* 对 于 在 第 11 目 中 法 图 (Fatou) 映射 下 C* 的 像 而 言 , 证 明 上 面 所 说 的 断言 . 米 


但 是 不 久 前 狄 德里 希 (K. Diederich) 和 弗 纳 斯 (J. Fornaess) 证 明了 ”, 对 于 具有 
二 阶 光滑 边缘 的 任意 有 界 伪 凸 区 域 Dc Cn", 在 DD 的 邻 域 中 存在 C? 类 的 定义 方程 
yp, 使 得 在 7 > 0 充分 小 时 = -(-9)7 在 D 中 为 多 重 次 调和 (甚至 是 严格 的 ). 但 
是 , 我 们 发 现 , 函数 yp 本 身 不 必 是 多 重 次 调和 的 (函数 yp = 一 (一 7? 递增 却 不 是 凸 
的 , 参看 第 38 目的 定理 3), 而 区 也 不 为 定义 函数 ( 它 在 D 外 无 定义 , 而 在 6D 它 的 
梯度 可 能 不 存在 ). 

在 本 目 最 后 , 我 们 给 出 刻画 C” 中 全 纯 域 的 各 种 条 件 的 一 个 总 结 . 


定理 4。 下面 的 五 个 条 件 等 价 : 


(]) DD 为 全 纯 域 ( 即 存在 函数 fe 6(DD), 它 不 能 被 延 拓 到 更 大 的 区 域 中 , 参看 第 
33 有 目 ); 
0 我 们 已 知 , 严格 伪 凸 的 区 域 D 为 有 界 , 从 而 9D 为 紧 . 


2) 参 看 Diederich 和 J. Fornaess, Pseudoconver domains: bounded strictly plurisubharmonic ez- 
haustion functions, Invent. Math. 39 (1977), 129 一 141. 
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(I) 万 全 纯 凸 ( 即 对 任意 集合 K € DD, 其 全 纯 凸 包 Ke = {ze D:|f(z)| < flix, 
对 所 有 f e C(D)} e D, 参看 第 34 目 ); 

(TH) 在 其 每 个 边界 点 DD 不 能 全 纯 扩张 ( 即 对 每 个 点 ae 6D, 存在 邻 域 UV 及 函 
数 fe CD 站 DO), 它 不 能 延 拓 到 点 a, 参看 第 37 目 ); 

(IV) 在 其 每 个 边界 点 D 为 局 部 伪 凸 ( 即 在 每 个 点 os 9D 它 都 不 能 被 全 纯 圆 盘 
族 从 内 部 相 切 , 参看 第 37 目 ); 

(V) 万 为 伪 凸 ( 即 存在 D 中 的 多 重 次 调和 函数 , 当 点 趋向 9D 时 它 趋向 +co, 参 
看 第 39 目 ). 


证 明 . 在 前 面 我 们 已 经 证 明了 下 面 的 缠 含 关系 ; 


工会 工 


V 
HUH>IVSOV 


(等 价 关 系 工 会 工 构成 了 第 34 目的 定理 1 和 2 的 内 容 , WV 是 本 目的 定理 1 和 
2, 蕴含 五 > WV 为 第 36 目的 连续 性 原理 ,I 局 亚 是 平凡 的 ). 在 下 一 章 中 , 我 们 将 证 
明 (第 45 目 ) 在 Cn 中 任何 一 个 伪 凸 域 是 全 纯 域 , 即 证 明了 毕 含 关系 V 全 工 这样 就 
使 我 们 的 等 价 链 封闭 了 起 来 . 


8314. 全 纯 包 


如 果 DD 不 是 全 纯 域 , 则 任意 函数 fe OC(D) 可 全 纯 延 拓 至 更 大 的 区 域 . 这 便 产 
生 了 找寻 所 称 做 的 区 域 D 的 全 纯 包 的 问题 , 即 那个 使 G6(D) 中 所 有 函数 均 在 其 中 可 
延 拓 的 最 大 区 域 . 这 个 问题 不 仅 作为 基础 性 观点 看 是 重要 的 , 而 且 从 应 用 的 观点 看 ， 
例如 在 量子 物理 中 0, 也 是 重要 的 . 


40. 单 叶 包 


在 第 33 目 中 我 们 曾 给 出 了 一 个 区 域 D 的 例子 , 其 上 的 每 个 全 纯 函 数 都 可 延 拓 
至 更 大 的 区 域 , 并 且 在 延 拓 时 某 些 函数 被 发 现 是 多 值 的 , 从 而 这 个 区 域 的 全 纯 包 是 
个 黎 曼 (多 时 ) 区 域 . 我 们 将 在 下 一 目 中 考虑 这 种 区 域 , 而 在 这 里 我 们 仪 局 限于 那些 
不 会 产生 类 似 现象 的 情形 .但 是 我 们 将 给 出 的 定义 要 使 其 能 推广 到 多 叶 人 情形 . 


定义 ， 称 区 域 DC Cn 为 区 域 DC Cn 的 ( 单 叶 ) 全 纯 包 是 说 , 如 果 : 
1) Dc D, 且 每 个 函数 fe CULD) 可 延 拓 为 D 中 全 纯 的 函数 ; 


1 参看 N. N. BOGOLYUBOV 和 D. V. SHIRKOYV, Introduction to quantum field theory, 3rd 
revised ed.,“Nauka”, Moscow, 1976; 英 译 本 , Wiley, New York, 1980. 
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2) 对 任意 点 z0 € D, 存在 函数 fo es C(D), 它 在 球 B(z0,r) 的 限制 不 能 全 纯 延 
拓 到 球 B(z0, R), 其 中 7 = 56(z0,6D), 忆 > 7D. 


由 前 面 所 谈 到 过 的 , 并 不 是 所 有 C" 的 区 域 都 有 单 叶 全 纯 包 . 在 这 一 目 中 我 们 
将 考虑 单 叶 全 纯 包 的 基本 性 质 , 也 考虑 对 最 简单 类 型 的 区 域 构造 全 纯 包 的 问题 . 

首先 我 们 注意 到 , 全 纯 包 是 在 第 33 目的 意义 下 的 区 域 的 全 纯 扩 张 . 因此 由 第 33 
目 定理 1 知 , 任意 在 区 域 D 中 全 纯 的 函数 在 该 区 域 的 全 纯 包 D 中 所 取 的 值 , 只 是 它 
在 D 中 所 取 的 那些 值 . 特别 地 , 有 界 区 域 的 全 纯 包 总 是 有 界 区 域 (这 个 论断 由 前 面 
所 说 得 到 , 这 时 只 要 应 用 它 到 坐标 zy = 1,:…,n 上 ). 

进一步 , 在 全 纯 包 定义 中 极 大 性 条 件 2) 可 以 实质 性 地 强化 . 这 个 条 件 是 6(DD) 
中 某 个 函数 的 不 可 局 部 延 拓 的 性 质 , 然而 可 以 断言 , 在 6(D) 中 存在 整体 不 可 延 拓 的 
函数 . 换 句 话说 成 立 

定理 1。 区域 D c Cr" 的 单 叶 全 纯 包 D 是 个 全 纯 域 . 


证 明 . 根据 第 34 目的 结果 只 需 证 明 万 为 全 纯 凸 . 设 K ED 以 及 p(K,6D) =7， 
按照 同步 延 拓 引 理 (第 34 目 ), 任意 函数 fe C(D) 可 全 纯 延 拓 到 以 任意 点 xz e 天 cp) 
为 中 心 的 多 圆柱 U(z,r) 中 .， 由 全 纯 包 定义 中 的 条 件 2) 推出 p(z,6D) > +, 从 而 
p( 天 ， 方 ,6D) > r. 然而 因为 这 个 距离 不 可 能 大 于 7, 故 p( 玉 ~ ,97D) = p(K,8D)， 
从 而 DD 为 全 纯 凸 ， 口 


50D)， 


推论 。 如果 区 域 D c Cn 具有 单 叶 全 纯 包 D, 则 后 者 是 包含 D 的 最 小 全 纯 域 
( 即 所 有 包含 D 的 全 纯 域 的 交 ). 


证 明 . 如果 G 为 包含 万 的 全 纯 域 , 则 G 2 D (因为 6(G) C 6(D), 故 任意 
fe 6G(G) 可 全 纯 延 拓 到 DD). 但 由 定理 1, 万 是 全 纯 域 , 从 而 DD 是 包含 D 的 最 小 全 
纯 域 .， 口 


注 . 初 看 起 来 可 能 表明 了 : 相似 于 定理 1, 从 局 部 的 非 扩 张 区 域 可 推导 出 它 的 
整体 不 可 扩张 性 , 即 在 上 一 目的 定理 4 中 的 强 含 关系 ( 亚 ) = (0). 但 是 在 条 件 ( 亚 ) 中 
考虑 的 函数 不 是 在 整个 区 域 上 全 纯 , 而 只 是 在 边界 点 的 邻 域 中 全 纯 , 因而 定理 1 的 
证 明 在 这 里 过 不 去 . 正 像 我 们 已 经 说 过 的 , 郁 含 ( 亚 ) => (D 构成 了 非常 精妙 的 冈 涪 定 
理 的 内 容 . 


为 了 证 明 后 面 的 定理 我 们 需要 一 个 引 理 . 


引 理 . 如 果 万 为 全 纯 域 , 则 它 的 7- 收缩 D; = {z € D : p(z, 8D) >7} 的 和 任 一 
连通 分 支 A 也 是 全 纯 域 . 


“代替 球 可 以 取 多 辆 前 U(z0,7), 其 中 > = p(z0,8D). 


§14. 全 纯 包 * 199 . 


证 明 . 设 KK€ A,p(K,0A)= p:; 对 任意 虑 ze K 和 Ce 96D, 在 线段 [|z,d| 上 在 
在 点 z e BA 使 得 
NBO (zp 


因此 p(K 6D) > p+7, 而 因为 DD 为 全 纯 域 , 故 由 第 34 目 定 理 3 有 
p(Ke(p),0D) > p+r. Bn, 


我 们 十 时 WE 四 Ro ON 和 对 作 意 不 有 0 HA 2eE oN 有 
a2 Bp 区 而 因为 雄二 DIN Kona, 全 Kegp,, 从 而 网 区 Kepy. 并 根据 
(四 有 vOD Co 7 (因为 双全 BA, 我 们 有 
p(z',9D) = 站. 由 此 得 到 p(z0,z) > p. 口 


定理 2， 如 果 D c G 并 且 这 两 个 区 域 都 有 单 叶 全 纯 包 D 和 相应 的 G, 则 DD Cc 
@ SE 
p(8D,8G) > p(0D,0G). (2) 
证 了 明 . 因为 6(G) c 6(D), 故 任意 函数 fe C(G) 可 全 纯 延 拓 到 D, 从 而 D c 
G. 设 p(8D,6G) =r> 0 (对 7 = 0, 定理 为 平凡 ), 于 是 DC GC (G) 显然 , D 属 


于 集合 (G), 的 某 个 连通 分 支 , 根据 所 证 的 引 理 它 是 个 全 纯 域 . 但 是 D 属于 此 分 支 ， 
从 而 也 属于 集合 (G);; 故 p(8D,8G) >r. 口 


推论 。 如果 刀 为 有 界 区 域 , 并 具有 单 叶 全 纯 包 D, 则 交集 D 门 6D 非 空 . 
证 明 . 对 区 域 D 和 G = 万 应 用 定理 2: 
p(0D,0D) < p(8D,0D)=0 


(我 们 利用 的 事实 是 : 全 纯 域 的 全 纯 包 等 于 此 区 域 ). 因为 6D 为 紧 (因为 D 有 界 ), 故 
由 等 式 p(8D,68D) = 0 得 出 集合 9D 和 8D 相交 口 


我 们 来 描述 一 些 最 简单 类 型 的 区 域 的 全 纯 包 . 
(1) 管状 域 . 我 们 记得 , 称 做 底 为 B Cc Rn” 的 管状 域 的 是 区 域 了 = B x R"(y), 即 
T= {z=z+ 记 ECr :ze B} (参看 第 2 目 ). 


定理 3。 管状 域 7 的 全 纯 包 是 其 凸 包公 . 


证 明 . 显然 ,到 = B x R"(y), 其 中 B 是 底 B 在 空间 R"(z) 中 的 凸 包 . 我 们 来 
证 明 , 任意 函数 fe CT) 可 全 纯 延 拓 至 你 区 域 B 是 线段 [zl z2?] 中 点 的 集合 ,其 中 
zlz2 € B. 如 果 zl 和 zx? 可 以 在 B 中 用 两 段 折线 相连 接 [zl zo] U[zo,z3], 则 由 楼 
柱 引 理 (第 36 目 ) 直接 推出 f 可 延 拓 到 集合 [zl,z?3] x 了"(y) 的 邻 域 中 . 
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在 一 般 情 形 , 点 zlz2 € B 可 以 由 B 中 有 限 条 折线 相连 接 (图 42). 利用 同一 个 
引 理 , 我 们 对 折线 的 条 数 进行 归纳 , 再 次 证 明了 了 可 全 纯 延 拓 到 [x1,x?] x R"(v) 的 
邻 域 中 . 同一 个 引 理 还 证 明了 函数 f 在 所 描述 过 的 延 拓 中 保持 了 单 值 . 事实 上 , 设 
7 为 两 条 线段 [zlz23 和 [z1,32] 的 交点 , 其 中 这 两 条 线段 的 端点 属于 B 并 且 在 点 
z 二 Zz 十 记 我 们 得 到 两 个 值 f 和 f. 考虑 棱柱 [zl, x,X!] x R"(y); 由 所 引述 的 引 理 知 ， 
函数 f 和 了 在 其 中 为 全 纯 , 而 因为 它们 在 点 x1 +iy 和 1 填 iy 的 邻 域 中 相等 , 故 由 
唯一 性 定理 , 它们 在 整个 棱柱 上 相等 . 


图 42 


因此 , 任意 函数 fe C(T) 可 全 纯 延 拓 到 代 . 然而 到 是 个 凸 域 从 而 是 全 纯 域 (第 
33 目 ). 故 个 为 区 域 的 全 纯 包 ， 口 


(2) 赖 因 哈 特 域 . 在 第 7 目 中 我 们 曾 证 明 , 任意 在 中 心 为 点 a 的 完全 赖 因 哈 特 

域 0 D 中 全 纯 的 函数 f, 可 全 纯 地 延 拓 到 这 个 区 域 的 对 数 凸 包 Dr 中 . 这 种 延 拓 通 
过 的 泰勒 展 式 

f(z)= > cr(z—a)" (3) 


Ik|=0 
实现 , 此 级 数 的 收敛 区 域 是 对 数 凸 的 区 域 (第 7 目的 定理 3). 
定理 4， 完 全 赖 因 哈 特 域 D 的 全 纯 包 是 它 的 对 数 凸 包 D1. 


证 明 . 因为 任意 函数 fe 6(D) 都 可 全 纯 延 拓 全 Di, 故 还 需 证 明 的 只 是 Di 为 
全 纯 域 . 不 难看 出 , Dr 相对 于 单项 式 类 zx = zi .zi 为 凸 , 这 里 的 ,为 非 负 整 数 . 
事实 上 , 区 域 的 对 数 凸 性 意味 着 其 在 映射 入 :z 一 (in |z1|,… ,In|zn|) 下 的 像 为 几何 
凸 (参看 第 7 目 ). 在 此 映射 下 , 单项 式 转换 为 线性 函数 和 an |zi| 十 … 十 ki ln|znj, 而 
由 入 (五 ;) 的 几何 凸 性 得 到 Dz 的 相对 于 单项 式 类 的 凸 性 . 因为 当 ,> 0 时 单项 式 
zc O(D1), 故 由 第 34 目的 定理 1 (参看 随 其 后 的 附注 ) 知 DL 为 全 纯 域 . 口 


推论 。 任意 对 数 凸 的 完全 赖 因 哈 特 域 是 茶 个 竺 级 数 的 收敛 区 域 . 
完全 赖 因 哈 特 域 的 定义 见 第 2 目 . 
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证 明 . 由 刚刚 证 过 的 定理 知 , 这 样 的 区 域 是 全 纯 域 , 从 而 存在 函数 fe C(D) 不 
可 延 拓 到 DD 的 范围 之 外 . 的 泰勒 展 式 便 以 DD 为 其 收敛 区 域 . 口 


注 . 如 果 我 们 不 考虑 泰勒 展 式 而 替代 地 考虑 洛 朗 展 式 , 则 会 得 到 更 加 一 般 的 结 
果 : 任意 相对 完全 的 赖 因 哈 特 域 (参看 第 8 目 ) 的 全 纯 包 是 它 的 对 数 西 包 . 


(3) 哈 托 格 斯 域 0). 为 了 使 书写 简化 , 我 们 仅 局 限于 具 对 称 平面 ov = 0 的 区 域 ， 
这 并 季 矢 二 服 任 : 


定理 5。 其 在 空间 C"-! 上 投影 'D 为 全 纯 域 的 完全 哈 托 格 斯 域 D = {z = 
(2 2 : ZE 'D,|zn| <7('z)} 的 全 纯 包 是 个 哈 托 格 斯 域 


De (C= (2 .2 | 二 2 (4) 
其 中 V(z) 为 函数 In 7('z) 在 区 域 'D 中 的 最 佳 多 重 次 调和 的 优势 函数 . 


证 明 . 事实 上 , 由 第 8 目 中 所 证 明 的 事实 知道 , 任意 函数 fe 6(D) 可 由 在 D 
中 的 哈 托 格 斯 级 数 _， 
人 (5) 
LL=0 
表示 , 从 而 可 全 纯 地 延 拓 到 这 个 级 数 的 收敛 区 域 Gy = {'z € D,|zn| < Rj(z)}. 显然 ， 
Rs 是 区 域 Gy 的 哈 托 格 斯 半径 . 由 第 39 目的 引 理 (参看 随 其 后 的 附注 ), 函数 In Ry 
在 'D 中 为 多 重 次 调和 , 即 Gf 是 形 如 (4) 的 区 域 , 其 中 的 V=In Rr 是 函数 In > 的 
某 个 多 重 次 调和 的 优势 函数 . 因此 , 对 任意 fe 6(D), 区 域 Gj 2 D, 其 中 DD 为 (4) 
中 所 定义 的 区 域 , 而 因为 区 域 D 的 全 纯 包 是 所 有 这 种 Gy 的 交集 , 故此 全 纯 包 包含 
下 
还 需 证 明 D 是 个 全 纯 域 . 因为 由 定理 条 件 , 'D 是 个 全 纯 域 , 故 它 为 伪 凸 , 即 存在 
在 'D 中 的 多 重 次 调和 函数 wi('z), 当 点 趋同 边界 时 它 趋 加 +co. 进而 , 由 于 V 的 多 重 
V 
次 调和 性 知 函 数 in Ee = jn |z| 一 V, 以 及 由 第 38 目 定理 3, 函数 wo(z)= 一 In 二 
都 在 万 中 为 多 重 次 调和 . 于 是 函数 w(z) = max(u1('z),u2(z)) 在 DD 中 为 多 重 次 调和 ， 
而 当 趋 近 8D 时 它 趋向 +oo. 故而 D 伪 凸 , 从 而 由 第 39 目 定理 4 得 到 结论 : 它 是 个 
全 纯 域 . 口 


注 . 如 果 考 虑 哈 托 格 斯 - 洛 朗 展开 , 则 可 以 得 到 更 为 一 般 的 结果 : 其 投影 'D 是 
空间 IEY 贡 中 的 舍 见 医护 5 D 硅 {((z9000 2 Nni( 人 ja <3(z) 的 全 纯色 是 


ya 人 ee a EY (6) 


0 了 哈 托 格 斯 域 的 定义 见 第 2 目 . 
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其 中 Wi 是 函数 In mi 的 最 佳 多 重 次 调和 优势 函数 , 而 V2 是 In ma 的 最 佳 多 重 次 调 
和 优势 函数 1. 


在 定理 5( 及 其 推广 ) 中 , 实质 性 的 条 件 是 区 域 D 的 投影 'D 是 个 全 纯 域 , 不 然 
的 话 , 区 域 (4) 和 (6) 将 不 再 是 个 全 纯 包 而 仅仅 是 个 D 的 全 纯 扩 张 . 我 们 发 现 , 不 是 
任何 一 个 哈 托 格 斯 域 都 有 单 叶 色 . 为 了 确信 这 点 , 只 要 在 G3 中 取 一 个 区 域 , 其 在 C? 
中 的 投影 为 第 33 目的 例子 中 的 那个 具 非 单 叶 全 纯 包 的 区 域 即 可 . 


41. 多 时 包 


我 们 现在 考虑 黎 曼 区 域 的 扩张 问题 (参看 第 22 目 ) 及 在 其 上 全 纯 函 数 的 延 拓 . 
为 此 , 首先 需要 推广 藤 入 概念 到 这 样 的 区 域 . 


定义 1。 设 给 了 两 个 在 C"” 上 的 黎 曼 域 (Di,71) 和 (Da2,r2); 如 果 存 在 连续 映 
射 p : D1 一 Dz, 使 得 在 Di 上 有 


7 一 To 0 ( 因 
则 称 第 一 个 区 域 弱 w%- 嵌入 到 第 二 个 区 域 中 , 并 记 作 (D1,71) CG (D2T). 如 朱 此 时 
0 为 相互 一 一 的 Di 到 Ds 中 的 映射 , 则 说 (Di,71)p 一 工 入 到 (Do,7?) 中 . 如 果 wp 
还 是 Di 到 D 上 的 同 胚 , 则 称 (Di,71) 与 (D2,7*) 等 价 . 

这 个 定义 推广 了 通常 的 藤 入 概念 : 如 果 Di C D2 是 在 通常 意义 下 的 , 则 x = 
?| 是 函数 ? 在 Di 上 的 限制 , 可 以 取 自 然 的 包含 映射 作为 p : Di -、D2, 其 中 
的 2 把 每 个 后 pe D1 变 到 同一 个 点 p, 但 将 其 看 作 是 Da 中 的 点 2. 显然 , 等 价 的 
区 域 (Dr) 和 (Daz,r2) 相互 藤 入 (一 个 方 回 借助 于 y, 另 一 方 癌 借助 pg-!). 在 弱 
奶 入 (Di,r1) 5 (D2,7) 情形 , 第 一 个 区 域 可 以 表现 为 比 第 二 个 有 “更 多 的 分 歧 ”. 
于 是 , 函数 w = Wz 在 Cl 上 的 黎 曼 面 表现 为 到 w = Vz 的 黎 曼 面 的 弱 舱 入 (作为 
”需要 取 那 样 的 映射 , 它 把 第 一 个 曲面 的 一 对 点 烙 合 为 Vz 在 其 上 取 相 同 值 的 那个 
点 ). 任意 歼 曼 区 域 x :万 一 Cn 是 到 C" 中 的 弱 站 - 姐 入 . 

我 们 注意 到 在 C"” 上 的 黎 曼 域 (Di,r0 和 (Da2,r2) 间 的 (甚至 弱 ) 嵌入 映射 
2 : D1 一 D2 无 疑 是 全 纯 的 . 事实 上 , 由 x 在 点 po e D1 的 邻 域 中 的 同 胚 性 和 条 件 
(1), 我 们 有 z? ow oi!|1(z) = z, 其 中 zi!|, 为 tt 的 限制 , 且 z = 1(p) (参看 流 形 
的 全 纯 映 射 的 定义 , 第 12 目 ). 黎 曼 域 的 等 价 性 意味 着 双全 纯 等 价 . 


定义 2. 设 (Di,7!) 和 (Da2,r2) 为 两 个 C" 上 的 黎 曼 域 , 并 且 Di 5 D2 和 
户 : D2 一 C 为 在 第 二 个 区 域 上 的 函数 . 称 函 数 户 : Di 一 C 为 户 在 Di 上 的 -=- 
1 参看 V. S. Vladimirov, Methods of the theory of functions of several complexr variables, Chapter 


IH, §21, subsection 3, “ Nauka” , Moscow, 1964, p.217; 英 译 本 , MIT Press， Cambridge, MA, 1966. 
2) 因 为 映射 p(p) =p 相互 一 一 , 故 通常 的 包含 是 个 pg 一 髓 入 . 
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限制 ( 记 为 i= plsY 是 说 , 如 果 对 所 有 pe Di 有 
fi(p) = fe ° ¥(p); (2) 
这 时 则 称 fo 为 有 的 2- 延 拓 . 


如 果 Di C Ds, 而 2 是 目 然 的 包含 映射 , 故我 们 有 通常 的 限制 映射 有 = po 

为 了 正式 阐述 多 叶 的 全 纯 包 的 定义 , 我 们 约定 , 称 复 流 形 M 为 全 纯 可 分 的 是 
说 , 如 果 对 任意 两 个 不 同 的 点 p,g e M, 存在 函数 fe C(M) 分 离 这 两 个 点 , 即使 得 
fp fF(0). 

如 果 M 是 Cn 的 子 空 间 (特别 地 , 是 个 单 叶 区 域 ), 则 全 纯 可 分 性 的 条 件 自动 满 
足 , 这 是 因为 作为 分 离 函 数 可 取 为 其 坐标 之 一 . 然而 一 般 情形 则 不 是 这 样 的 : 例如 我 
们 考虑 区 域 D = C2\T 上 的 二 叶 履 羡 D, 其 中 = {|zi| = 1,|z2| = 1} 是 个 环 面 , 在 
43 中 所 表示 的 是 它 的 赖 因 哈 特 图 (这 是 具有 分 上 时 点 (1,1) 和 co 的 二 时 黎 曼 面 的 
语 横 


|22] 


图 43 


我 们 考虑 在 D 上 全 纯 的 任意 函数 f. 它 在 DD 两 叶 中 任 一 叶 上 的 值 在 {|z| > v2} 
上 为 全 纯 , 其 原因 在 于 分 歧 流 形 ( 即 环 面 T) 位 于 球面 {|z| = V2} 之 上 , 并 且 在 球 之 
外 的 履 又 为 非 分 歧 的 . 由 关于 紧 奇 异 点 集 的 定理 (第 31 目 ) 知 , 这 些 值 可 延 拓 为 整 
函数 , 而 因为 在 TT 上 它们 必须 相等 , 故 它们 恒 等 (参看 第 一 章 的 问题 9). 因此 , f 在 
区 域 万 的 不 同时 中 位 于 同一 个 点 z e C? 上 的 点 有 相同 的 值 : D 中 具 相 同 投影 的 点 
不 可 分 . 

定义 3， 称 全 纯 可 分 的 黎 面 域 (D, 直 ) 为 黎 曼 域 (D,7) 的 全 纯 包 是 说 , 如 果 

1) 存在 w- 己 入 了 D - 万 使 得 任意 函数 fe C(D) 可 以 -扩张 到 函数 六 CD); 

2) 对 任意 点 pe D 存在 函数 je OG(D), 对 它 在 U(z0,p) 的 限制 foo 超 -1 不 能 
解析 延 拓 到 某 个 半径 为 R > p 的 多 圆 盘 Wu 其 中 z0 = i(p),p = pl(p, aD) ( 参 
照 第 40 目的 定义 , 在 那里 以 多 圆 盘 蔡 代 球 没有 本 质 的 影响 ). 


正如 我 们 曾 看 到 的 , 在 C7 中 的 ( 单 叶 ) 区 域 类 中 的 全 纯 包 构造 问题 并 不 总 有 解 . 
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在 这 里 我 们 要 证 明 在 黎 曼 域 的 类 中 这 个 问题 总 有 解 . 这 个 证 明 的 基础 是 对 全 纯 函 数 
族 的 同步 延 拓 和 由 这 种 族 的 芽 去 构造 它们 的 包 . 

考虑 个 对 (U, 下 ), 它 由 多 圆 盘 7 CC 和 某 个 函数 族 FC 6(U) 构成 ; 这 个 族 可 
假设 以 某 个 参数 为 指标 集 : = {fa}aea. 我 们 固定 任意 点 z e U, 并 称 第 二 个 这 样 的 
偶 对 (7 G) 在 点 z 等 价 于 第 一 个 侦 对 是 说 , 如 果 多 圆 盘 V 3 z, 且 族 G 可 以 以 相同 的 
指标 集 参数 化 (G = {ga}aea) 使 得 f(z') = 9a(z') 对 所 有 ae 4 和 所 有 ze UNV 
成 立 . 由 此 等 价 关 系 得 到 的 等 价 类 称 为 族 下 在 点 z 的 芽 , 记 为 Fs (特别 地 , 如 果 于 
就 由 一 个 函数 『 构成 , 我 们 得 到 通常 的 薄 f,). 

在 所 有 可 能 的 全 纯 函 数 族 的 芽 组 成 的 空间 gm" 中 按 通 常 的 办 法 引进 拓扑 : 设 F。 
为 某 个 芽 , 而 (U, 耳 ) 为 它 的 一 个 代表 元 ; 点 Fo 的 邻 域 是 指 那 些 芽 G,,z ez 的 集合 ， 
它 具 有 在 z 点 等 价 于 (U, 下 ) 的 代表 元 . 不 难看 出 , 空间 89” 连同 投射 x : RR" 一 C" 
是 C" 上 的 一 个 层 (如 果 考 虑 的 只 是 一 个 函数 构成 的 族 , 我 们 便 得 到 了 全 纯 函 数 芽 
层 ; 参看 第 28 目 ). 

7 的 连通 和 开 的 子 集 显 然 是 个 黎 曼 域 , 9" 的 连通 分 支 , 即 它 的 极 大 连通 子 集 ， 
起 着 特殊 的 作用 , 这 是 因为 9%" 为 局 部 连通 , 故 它 们 是 些 开 集合 , 即 区 域 . 这 些 分 支 
不 仅 在 连通 性 上 为 极 大 而 且 关 于 同步 解析 延 拓 也 是 极 大 . 就 是 说 , 成 立 


定理 1。 空间 gm 的 任 一 分 支 DD 与 自己 的 全 纯 包 相等 . 


证 明 . 我 们 取 恒 同 映射 作为 定义 3 中 的 w; 于 是 这 个 定义 中 的 1) 自动 满足 , 还 
需 证 明 条 件 2). 假设 它 不 被 满足 , 即 存在 点 po e D 使 得 对 所 有 函数 fe C(D) 在 多 
圆 盘 U(a,7) 上 的 限制 Forr-1 可 延 拓 到 多 圆 盘 U(a, R), 其 中 a = T(p0 ,7 = p(p°,0D) 
及 半径 R > 7. 按 空 间 gm” 的 构造 , 点 p? 是 在 点 a e zx(D) 的 一 个 带 指标 的 全 纯 函 
数 族 请 = {f。} 的 芽 . 因为 在 任意 固定 a 下 f。(z) 的 值 对 于 芽 F。 = p 的 所 有 代 
表 元 都 是 相同 的 , 故 六 。r(z) 可 以 看 成 是 D 上 的 函数 , 它 显 然 是 全 纯 的 .由 我 们 
所 做 的 假定 , 所 有 fo zx om-1l = fo 可 全 纯 延 拓 到 多 圆 盘 U(a, R), 因此 , 族 三 在 
这 个 多 圆 盘 的 点 上 的 芽 在 9%" 中 构成 了 中 心 在 po, 半径 为 R 的 多 圆 盘 U, 而 这 与 
p(p9,8D) =7 < RR 相 了 矛盾 . 口 


空间 9" 是 万 有 的 : 每 个 黎 曼 域 均 可 弱 yp - 嵌入 (在 定义 1 的 意义 下 ) 到 gr" 的 
某 个 分 支 中 , 使 得 在 此 区 域 全 纯 的 函数 被 p - 延 拓 (在 定义 2 的 意义 下 ) 到 这 个 分 文 
中 . 这 便 建 立 了 


定理 2， 对 任意 黎 曼 域 (D,r) 和 任意 族 Fc 6(D) 存在 空间 9 的 分 支 Dr 
和 映 映 p : D 一 Dz, 使 得 DD 5 Dp 和 任意 f。e F 为 某 个 函数 fo € 6O(DF) 的 - 
限制 . 


证 明 . 对 任意 点 pe D, 我 们 以 yp(p) = Fs 表示 在 点 z = r(p) 的 族 已 or 的 
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芽 ; 我 们 所 定义 的 pg 显然 是 连续 的 . 按照 在 RG" 上 投射 的 定义 , 我 们 有 zx : Fo 一 :> 
使 得 zx o w(p) = 7(p) 并 且 vv 为 弱 冉 入 . 像 pg(D) 连通 , 因而 属于 空间 8" 的 某 个 分 
支 DR. 

对 任意 点 pe D 和 函数 六 e F, 我 们 以 f 表示 对 于 芽 o(p) = Fs 取 值 f。(7p) 
的 函数 , 显然 , 这 个 函数 被 全 纯 延 拓 至 万 r. 由 构造 有 fo(p) = 所 ow(p), 故而 定义 2 
的 条 件 被 满足 , 并 且 f。 = 所 |%， 口 


我 们 转向 本 目的 基本 定理 的 证 明 , 这 是 关于 全 纯 包 的 存在 性 和 唯一 性 的 定理 , 其 
中 的 唯一 性 是 在 定义 1 意义 下 的 等 价 关 系 内 的 唯一 . 


定理 3。 设 (D,7) 为 任意 全 纯 可 分 的 黎 曼 域 , 而 6 = C(D) 为 D 上 所 有 全 纯 
函数 的 族 . 于 是 由 定理 2 对 应 的 D 的 分 支 De 是 区 域 D 的 全 纯 包 , 并 且 这 个 区 域 
的 任意 全 纯 包 都 等 价 于 Dec. 


证 明 . 设 :了 一 Do 为 定理 2 的 证 明 中 所 描述 的 那个 映射 . 因为 D 全 纯 可 
分 , 故 对 任意 的 不 同 点 p,g e D 存在 f。€ OC(D) 使 得 fo(p) 关 fa(9), 从 而 族 6 的 芽 
在 这 些 点 不 同 , 即 y(p) 关 wp(q). 因此 , 映射 p 相互 一 一 , 即 为 借入, 于 是 定义 中 的 条 
件 1) 得 到 满足 . 这 个 定义 中 的 条 件 2) 由 定理 1 得 到 满足 , 故 定理 的 第 一 部 分 得 证 . 

为 了 证 明 第 二 部 分 , 我 们 假设 (G, 神 为 区 域 D 的 另 一 个 全 纯 包 ,y:D 一 G 它 
的 相应 嵌入 . 在 区 域 pg(D) c De 中 定义 了 到 G 中 的 双全 纯 上 映射 x = wo ww-1, 又 根 
据 定 义 1, 在 p(D) 中 处 处 有 


XT oxX(p) = AX(p)- (3) 


因为 De 是 DD 的 全 纯 包 , 故 x 被 延 拓 到 全 纯 映射 De 一 G. 事实 上 , 由 (3) 可 看 出 ， 
局 部 地 有 x = 元 or, 而 且 这 个 映射 延 拓 的 障碍 只 可 能 在 下 述 情况 中 遇 到 : 即 如 果 
存在 点 pe D6, 当 通 近 它 时 x(p) 趋向 8G. 但 是 因为 G 局 部 地 不 可 扩张 到 它 自身 
的 边界 点 , 故 存在 函数 Je 06(G) 使 得 f = ox 不 能 全 纯 地 延 拓 到 点 p; 而 这 是 不 可 
能 的 , 理由 是 : 在 中 我 们 有 foy = 9ow, 并 由 全 纯 域 的 定义 知 , f 必定 能 延 拓 为 
De 中 的 全 纯 函 数 . 

因此 , x 全 纯 地 映 Dg 到 G 中 , 而 因为 前 面 的 讨论 可 以 对 在 V(D) 中 等 于 x-! = 
woy-1 的 映射 同样 进行 , 故 x 是 De 到 G 的 双全 纯 映 射 . 因为 它 显然 保持 了 投射 ， 
故 G 等 从 于 Ds: 辐 


最 后 我 们 要 讨论 全 纯 黎 曼 域 . 


定义 4， 称 黎 曼 域 (D,7) 为 全 纯 域 是 说 , 如 果 存 在 函数 fe C(D), 它 具 有 如 下 
性 质 : 如 果 某 个 区 域 (Di, 71) 2 (D,7) 以 及 函数 有 € 6(D1) 是 函数 f 的 vo - 延 拓 ， 
则 可 得 到 (Di,rD 等 价 于 (D,7) ( 即 2 为 也 到 Di 上 的 相互 一 一 的 映射 ). 
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由 定理 3 看 出 全 纯 可 分 的 黎 曼 域 的 全 纯 包 是 个 全 纯 域 . 全 纯 域 的 一 个 充分 必要 
条 件 由 下 面 的 定理 给 出 . 


定理 4 ( 嘉 当 -图 伦 ). 和 歼 曼 域 (D,7) 为 全 纯 域 当 且 仅 当 它 为 全 纯 凸 了 并 且 全 
纯 可 分 . 
我 们 将 不 详细 地 叙述 其 证 明 而 只 描述 在 需要 引进 多 叶 情 形 时 的 变化 . 


证 明 . 必要 性 . 同步 延 拓 引 理 的 证 明 (第 33 目 ) 可 以 没有 实质 改变 地 转移 到 黎 
曼 域 上 , 而 由 此 定理 得 出 全 纯 域 D 的 全 纯 凸 性 . 

为 了 证 明 全 纯 可 分 性 , 我 们 按照 定理 2 将 具有 由 一 个 函数 了 依 定义 4 构成 的 族 
F 的 区 域 D yp 一 骨 入 到 空间 9" 中 , 另外 , 根据 同一 定义 , 映射 y 为 相互 一 一 的 . 设 
p 和 9g 为 万 中 不 同 的 点 , 于 是 p(p) 六 w(q), 因而 由 函数 yp 的 构造 知 fox-! 的 芽 在 
点 x(p) 和 x(q) 不 同 , 而 这 表明 在 点 p 和 9 函数 或 它 的 某 个 导数 的 值 不 同 . 

充分 性 . 设 KK, (> = 1,2,.…) 为 区 域 D 的 一 个 紧 的 穷竭 序列 . 利用 DD 的 全 纯 
凸 性 我 们 可 假定 K, = (KK,)ocn). 我 们 以 有 限 个 多 圆 盘 覆 盖 8K,, 并 在 它们 中 每 个 
与 D\K, 的 交集 中 取 上 点 pw (7 = 1,… ,已 ); 以 f, 表示 6(D) 中 的 函数 使 得 

yo ed | le hn a 
国 数 二 >》 JR 人 OW 简 
| Sal (4) 

利用 全 纯 可 分 性 , 可 以 修改 函数 f 使 得 在 保持 在 D 中 的 全 纯 性 和 满足 不 等 式 
(4) 下 , 它 在 任意 两 个 不 同 点 za e D, r(p) = 7(g) 有 不 同 的 元 素 (关于 如 何 实现 这 种 
修正 可 参看 福克斯 (B.A.Fuks) 的 书 2, 193 页 ) 

我 们 将 证 明 (D,7) 是 (修改 过 的 ) 函数 f 的 全 纯 域 . 设 存在 函数 了 在 区 域 
(Di,7!) 的 2- 延 拓 ; 我 们 需要 证 明 是 D 到 Di 上 的 一 一 映射 . 如 果 yp(p) = 2(9)， 
则 按 定 义 1 和 2 有 7(p) = x(q) 和 f(p) = f(gq). 由 了 的 构造 推出 p= g. 除 此 之 外 ， 
w(D) = D1, 这 是 因为 设 车 相反 , 区 域 2(D) 在 Di 中 具有 边缘 点 , 而 在 此 点 由 不 等 式 
(4) 知 函 数 户 = f ov 不 可 能 是 全 纯 的 口 


注 . 冈 洁 在 1953 年 证 明了 任意 在 C" 上 全 纯 凸 黎 曼 域 为 全 纯 可 分 . 因此 定理 4 
的 条 件 并 不 是 彼此 独立 的 . 


作为 全 纯 域 的 黎 曼 域 属于 一 个 重要 的 类 , 即 施 坦 (Stein) 流 形 . 被 如 此 称谓 的 这 
个 n 维 复 流 形 M 具有 如 下 性 质 : 1) 全 纯 凸 ; 2) 全 纯 可 分 ; 3) 对 任意 点 pe M 存在 
n 个 函数 f,, e O(M), 它 构成 其 在 点 p 的 邻 域 中 的 局 部 坐标 . 
0 将 全 纯 凸 的 定义 转移 到 黎 曼 域 上 不 需 作 改变 . 例如 , 可 以 把 它 叙 述 为 这 样 的 条 件 : p(K,6D) = 
p(Kec,6D), 其 中 K 为 DD 中 的 任意 紧 子 集 , 而 Ke 是 它 关 于 在 D 上 全 纯 函 数 类 的 包 . 
2 福克斯 ，1Ptroduction to the theory of analytic functions of several cornplez variables, Fizmatgiz、 
Moscow, 1962; 英 译 本 , Transl. Math. Monographs, vol.8, Amer. Math. Soc., Providence, RI, 1963. 
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我 们 不 加 证 明 ? 地 引进 施 坦 流 形 的 一 些 性 质 , 它们 表明 这 种 流 形 是 全 纯 域 的 自 
然 推广 . 

1) 复 流 形 M 为 施 坦 流 形 当 且 仅 当 在 其 上 存在 光滑 的 严格 多 重 次 调和 函数 以, 它 
在 MM 的 边界 无 穷 增 大 , 即使 得 集合 {p E MM :wu(p) < a} € MM 对 任意 QE 民 成 立 . 

IT) 如 果 施 坦 流 形 M 是 一 个 复 流 形 MM 的 开 子 流 形 ( 具 诱 导 复 结构 ), 则 存在 函 
数 fe O(M), 它 不 能 全 纯 延 拓 到 M\M 的 点 上 . 

我 们 还 注意 到 , n 维 施 坦 流 形 可 作为 团子 流 形 岁入 到 C2?+1, 或 者 换 句 话说 ， 

亚 ) 对 于 任意 施 坦 流 形 M 存在 逆 紧 的 租 入 2 了: M 一 C27+1, 其 中 n= dimcM. 


42. 奇 点 集 的 解析 性 


在 这 一 章 的 最 后 我 们 将 讨论 某 些 与 解析 函数 在 广泛 意义 下 的 奇 点 有 关 的 问题 . 
其 意义 是 这 样 的 : 每 个 在 Cn” 中 某 个 区 域 里 的 全 纯 函 数 『 可 以 解析 延 拓 到 它 的 全 纯 
( 单 叶 或 黎 曼 ) 域 ; 称 后 面 这 个 区 域 的 边界 点 为 函数 『 的 奇 点 . 

在 一 般 情形 这 个 奇 点 集 具有 实 维 数 2n -1 并 且 不 必 具 有 任何 光滑 性 的 性 质 . 但 
是 在 某 些 重要 的 特殊 情形 中 可 以 证 明 这 个 集合 的 解析 性 . 我 们 由 那个 在 许多 应 用 中 
都 有 用 的 说 入 边 定 理 (1932 年 ) 开始 . 


定理 1 (K. 克 内 泽 尔 (Kneser)). 设 两 个 C? 类 实 超 曲 面 S; = {z € Cn : 
pi(z) = 0} 相交 于 处 于 一 般 位 置 的 (2n - 2) 维 边 下, 即使 得 在 下 上 处 处 有 
dpi 人 dpz 关 0 ， (1) 


并 设 函 数 了 在 工 的 邻 域 里 至 少 有 一 个 oj < 0 的 部 分 中 为 全 纯 (图 44). 如 果 f 不 能 
全 纯 延 拓 到 上 的 任意 点 , 则 工 为 复 超 曲面 . 


证 明 . a) 设 存在 点 a eT, 在 其 上 有 
Op1 人 Op2 关 0. (2) 


我 们 考虑 函数 yp = p11 十 po 一 k(y? 十 p82), 其 中 大 > 0 是 个 我 们 马上 就 要 选取 的 第 数 . 
因为 pi(a) = wz(a) = 0, 故 由 第 37 目的 莱 维 形式 的 性 质 b) 有 


Ha(p,%) = Ha(p1,w) + Ha(p2,%) 一 28(opl(o) + Ow2(%)|), (3) 


其 中 Dopji(w) 一 (w, 9) 表示 问 量 We we ， 和 曲面 Ss 在 所 Q 的 法 回 量 Tee = WO 的 
埃 尔 米 特 内 积 (参看 第 17 目 ). 
JU 这些 论断 的 证 明 可 以 在 赫 尔 曼 德尔 (L. Harmander) 的 书 hn introduction to compler analysis 
in several variables, Van Nostrand, Princeton, NJ, 1966 找到 , 见 和 定理 5.2.10, 5.4.2 和 5.3.9. 
2) 我 们 记得 , 映射 /: M 一 N 为 逆 紧 是 说 的 每 个 紧 子 集 的 逆 像 为 M 的 紧 子 集 . 称 映射 为 
嵌入 是 说 , 如 有 果 它 是 M 到 了 (M) 的 同 胚 . 


3) 这 表明 在 F 上 秆 阵 ( 诊 , 绽 ) 的 秩 等 于 2, 其 中 j= 12 而 上 = 了 
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曲面 S = {e(z) = 0} 在 点 a 的 复 切 平面 Tc(9) 的 方程 显然 为 (z 一 a, ni 十 n2) = 0; 
使 we Te(S) 当 且 仅 当 (w,ni+n2) = 0. 然而 条 件 (2) 从 几何 上 意味 着 向 量 n1 = yp1 
和 ns = 六 pz 复线 性 无 关 (参看 第 17 目 ), 故 当 条 件 满足 时 , 存在 同 量 we 7c(S) 使 
得 Bpj(w) = (n,n;) 关 0,i = 1 或 2. (事实 上 , 如 果 对 所 有 weTe(S) 有 (w,n;) = 0， 
则 两 个 向 量 n; 复 正 交 于 超 平面 Te(S), 从 而 相互 成 复 比 例 .) 

对 于 这 样 的 w 可 以 选取 如 此 大 , 使 得 


2k(|(w, no) + lw,n2l) > Ha(p1,%) + Ha(y2,w), 


于 是 根据 (3), 莱 维 形式 太 ,(w,w) < 0. 由 第 37 目的 莱 维 - Krzoska 定理 的 推论 可 以 
断言 , 在 点 a 的 邻 域 中 使 gp < 0 的 部 分 中 全 纯 的 任意 函数 可 全 纯 延 拓 到 这 个 点 . 但 
是 当 0< wi<1/k 和 0< yo<1/k 时 函数 p= oil 一 kpi1) 十 gp2(1 一 kp2) 为 正 ， 
而 曲面 S$ = {ww = 0} 在 a 的 邻 域 中 位 于 至 少 有 一 个 wj < 0 的 部 分 . 在 这 一 部 分 中 ， 
定理 所 考虑 的 函数 f 由 假设 条 件 为 全 纯 . 但 在 这 里 也 有 a 的 邻 域 中 yp < 0 的 部 分 ， 
从 而 由 刚才 所 证 , f 全 纯 延 拓 到 点 a, 这 与 假设 条 件 矛 盾 . 

因此 , 情形 a) 被 排除 , 并 且 在 工 的 所 有 点 上 有 


OP!1 和 人 Do = (4) 


b) 条 件 (4) 表明 , 在 所 有 点 z eT 上 同 量 wi = yy1 和 ma = 了 yp2 成 复 比 例 , 即 
Te(S1) = Te(S2), 从 而 TE(T) = Te(S1) 人 站 TE(S2) = Te(S;) 具有 实 的 维 数 2n 一 2. 然 
而 根据 条 件 (1), 实 切 平面 (S51) 和 7,(S2) 互 不 相同 , 并 且 7,(T) = (51) 门 T2(52) 
的 实 维 同样 为 2n - 2. 因此 ZT(T) = Te(T) 在 所 有 点 z eT 成 立 , 并 由 第 17 目的 列 
维 - 齐 维 塔 (Levi-Oivita) 定理 我 们 的 结论 是 :T 为 复 超 曲面 . 口 


* 证 明 在 全 纯 于 环 面 工 = {z € C? : |zi| = |zz| = 1} 的 邻 域 中 或 |z1| < 1 或 |z2| < 1 的 部 
分 的 函数 『 可 全 纯 延 拓 到 [. 米 


推论 。 如 果 函 数 f 在 某 个 C2 类 (2n - 2) 维 子 流 形 FT c C" 的 2n 维 邻 域 中 全 
纯 , 并 不 能 全 纯 延 拓 到 下 上 , 则 工 是 个 全 纯 曲 面 . 
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证 明 . 设 z0 efF 为 任 一 点 . 因为 下 C C2 并 为 (2n 一 2) 维 曲面 , 则 在 2z9 的 邻 域 
它 由 两 个 实 方程 yi = 0, yz = 0 给 出 , 其 中 oj e C2, 并 在 此 邻 域 中 有 dpl 人 dyp2 关 0. 
因为 f 在 T 的 邻 域 中 的 min(wi,w2) < 0 部 分 确 为 全 纯 并 不 可 延 拓 到 T 上 , 从 而 工 
为 全 纯 曲 线 . 口 


在 推论 的 证 明 中 , 奇 点 集合 的 解析 性 由 其 光 靖 性 和 余 维 2 所 保证 . 在 下 面 更 加 
经 典 的 结果 (1909 年 ) 中 并 没有 假定 奇 点 集 的 光滑 性 , 但 却 转 而 要 求 它 与 平行 于 东 
方 同 的 直线 最 多 交 于 一 个 扩 . 


定理 2 ( 险 托 格 斯 )， 设 a 为 函数 f 的 奇 点 并 对 每 点 'z,|'z 一 'al| < s, 在 多 圆 盘 
U(a,e) 中 存在 最 多 一 个 点 ('z,z) 为 此 函数 的 奇 点 . 于 是 存在 多 圆 盘 'V('a,6) 使 得 
每 个 点 "ze 'V 恰好 对 应 一 个 数 z,, 使 每 个 ('z,z) 是 了 在 乙 中 的 奇 点 , 并 且 函 数 
sgt Ve 


证 明 . a) 函数 g 的 连续 性 . 不 失 一 般 性 可 设 a = 0. 因为 0 是 了 的 唯一 一 个 其 
射影 为 '0 的 奇 点 , 故 圆 yo = {z = '0,|zn| = },0 <7 < es 属于 三 的 全 纯 的 区 域 . 
圆 盘 族 Ks = {2 尘 吉 |zn| 寺中 在心 一 '0 时 欧 同 于 Ko = z= 二 '0,| 思 | 立 w}, 并 且 
BF 一 Ko = Yo. 因为 Ko 包含 了 奇 点 0, 故 由 连续 性 原理 (第 36 目 ) 存在 6>0 使 
得 当 ||'bl| < 6 时 , 在 圆 盘 K。 上 至 少 有 一 个 f 的 奇 点 .由 假设 条 件 知 , 最 多 只 有 一 
个 这 样 的 点 , 因此 , 函数 z= g('z) 在 'V = {p('z,'0) < 6} 中 被 唯一 确定 . 同样 的 讨 
论证 明 9 在 点 "0 的 连续 性 : 我 们 有 9('0) = 0, 并 且 对 任意 ” > 0 存在 5 > 0 使 得 
当 [zz] <6 时 |g('z)| < 9. 因为 作为 '0 可 以 取 'V 中 的 任意 扩 , 故 g 在 整个 人 Y 中 为 

b) 函数 g 的 全 纯 性 . 可 以 假定 数 6 为 如 此 之 小 , 以 致 当 ze 'V 时 有 |g('z)| < 
s/3, 并 且 当 f 在 区 域 {2 区 Ya 人 :ec| 时 为 全 纯 . 选取 数 m， ae 有 5 
和 点 20 = pei; 于 是 f 在 多 圆 盘 {z e 水 ,| 次 一 20| < p 一 2/3} 中 为 全 纯 . 根据 这 些 
构造 , 对 于 任意 ,ze'V 点 ('z,g('z)) 是 了 的 奇 点 , 而 所 有 满足 |z 一 台 | < jg('z) 一 台 | 
的 点 ('z,z) 为 正则 点 . 因为 函数 9 连续 , 故 


R(z)= |g(z)— zl (5) 


是 哈 托 格 斯 半径 (参看 第 39 目 ). 由 于 |g('z)| < e/3, 而 |z0| = p> ef/3, 故 R(z) > 
ze| 一 lg9(z)| > 0, 从 而 In R('z) 在 人 连续 . 

我 们 将 用 第 39 目 中 所 证 明 的 函数 -jn R('z) 的 多 重 次 调和 性 来 证 明 9 的 全 纯 性 . 
只 要 证 明 当 固 定 z, = ay,|ay| < 7,4 关 v 时 , g 对 每 个 变量 zy = 1,:… ,n 一 1 在 某 个 
圆 盘 |z| < 7 为 全 纯 即 可 . 为 简单 起 见 , 我 们 以 R(z) 替代 R(a1,… ,zy,… ,an-1)， 
以 及 类 似 的 记号 g(z). 因为 -In R(z,) 在 圆 盘 {|zn| < 7} 为 次 调和 并 在 {|zn| < 7] 
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中 连续 , 故 
in R(0) = | jn R(reit)dt 
或 者 根据 (5)， 
In|g(0) — pe™| > 一 ， i [Te pe (6) 
这 个 不 等 式 对 所 有 0 e [0, 2 了 ] 成 立 ; 对 其 按 2 进行 积分 并 改变 右 端的 积分 顺序 ( 它 
显然 是 合理 的 ), 我 们 有 
人 . In|g(0) — pe |d6 > eg w < dt ln |g(re’t) — pe’*|db. (7) 


由 留 数 定理 , 对 任意 w,|w| <p 有 


Cw 
1 El 
es AR 
dc 


27 
In |pe’? — wldb = Re / ln(( 一 ee 过 Re 上 In¢ 
0 {Cl=p} ¢ {ltl=p} a 6 


与 w 无 关 , 即 在 圆 盘 {|w| < p} 上 为 常数 . 因为 对 所 有 ze 'V 我 们 有 |g('z)| < p, 故 
而 可 在 (7) 的 右 端 以 g(0) 替换 g(reit). 但 是 由 此 我 们 看 出 (7), 从 而 (6), 对 所 有 6 
转变 为 等 式 , 即 次 调和 函数 一 In|g(z) - pe2| 在 点 z= 0 等 于 它 自己 的 调和 优势 也 
数 . 由 此 得 到 (参看 卷 I, 附录 的 第 3 目 ), 函数 了 lo(z) -pe**| 在 圆 盘 {lz| <7} 中 
对 任意 6 e [0, 27| 为 调和 . 


从 此 看 出 , 积分 


从 (5) 我 们 得 到 
R?=(g— pe )(g9— pe *)=g99—p(e "gt+e"g)+p’, (8) 


另外 由 于 In R 的 调和 性 , 这 个 函数 属于 C% 类 (相对 于 变量 z,, 和 z,), 其 中 9 为 任 
意 . 构造 (8) 在 6 = 0o 和 0 = 0o 十 的 差 值 , 我 们 看 到 e-ibog + eibog € Ce, 而 在 此 


令 go =0 和 /2, 则 求 出 g+ 怠 g -5e Ceo, 从 而 ge Ce. 还 需 证 明 党 要 | 
为 此 , 我 们 利用 的 事实 是 , 替代 In R, ln R? 是 在 任意 p e (e/3,2e/3) 和 任意 0 e 
[0, 27] 时 对 zz 为 调和 函数 . 对 于 jn R? 的 拉 普 拉 斯 方程 的 形式 为 
a 
OF 02, D2, 0%, 
并 且 函 数 (8) 对 上 述 区 间 中 的 p 和 6 应 该 满足 它 . 将 表达 式 (8) 代入 并 将 p3 前 的 
系数 等 于 零 , 我 们 发 现 


0 Og 2 0°g 
0 0 02503% 
1 在 此 公式 中 , g(0) = g(al1,… ,0,:… ,an-1) 不 必 等 于 0. 


问 题 Se | 


其 中 9 为 任意 , 由 此 当 |z| <7 时 
零 我们 得 到 


三 0. 让 p? 前 的 系数 等 于 (将 其 考虑 在 内 ) 


2 
e2i0 0g 0g 0 OOMOg hs 


om 


对 任意 0 成 立 , 因此 对 |z,| < i 
7 OZv 


于 是 , 在 圆 盘 {lz | < 7} 中 每 个 点 上 或 者 | Se 9 = 


除 第 一 种 可 能 性 , 以 函数 f(z,zn 十 也 ) 代替 f(z,zn) (我 们 将 不 写 出 对 其 他 变量 
zh 闫 v4 闫 1 的 依赖 关系 ). 它 满足 定理 的 所 有 假设 条 件 ， 而 它 的 奇 皮 曲面 方程 由 
wi 人 (= 故而 , 重复 我 们 的 讨论 , 我 们 对 在 z,, = 0 的 邻 域 中 


的 g 发 现 条 件 2 = | 和 09 _1 -0 中 的 一 个 能 够 被 满足 . 考虑 到 先前 得 到 的 结 
果 我 们 得 到 在 z 二 0 No ee 中 名 0. 0 


成 立 更 一 般 的 定理 . 


定理 3 ( 险 托 格 斯 )， 设 ae Cn 为 函数 『 的 奇 点 并 且 对 每 个 'z,|'z 一 'al| < es， 
在 多 圆 盘 U(a,e) 中 存在 有 限 个 点 ('z, zt 外), 它们 是 这 个 函数 的 奇 点 . 于 是 在 a 的 某 
个 邻 域 中 『 的 奇 点 构成 一 个 解析 集 , 其 定义 方程 为 


人 (9) 


其 中 的 函数 co 在 反 'a 全 纯 . 


问题 


1. 所 谓 区 域 D CC 中 的 亚 纯 曲线 是 指 映射 六 :也 一 CE, 它 的 分 量 是 D 中 的 亚 
纯 函数 . 称 点 Co e DD 为 f 的 零点 是 说 在 其 上 所 有 的 f(t0) = 0; fu(v = 1,… ,n) 的 
零点 阶 数 最 低 的 那个 被 称 做 f 的 零点 阶 数 . 称 点 coe D 为 曲线 f 的 一 个 极点 是 说 ， 
在 此 点 至 少 有 一 个 f(t0) = eco; 在 此 点 fu 的 极点 阶 数 中 最 高 的 被 称 做 f 在 此 极点 
的 阶 . 证 明 , 对 于 亚 纯 曲线 的 下 列 类 似 的 辐 角 原理 : 


本 1 《省 De © 0) 

0 i A 

(在 这 里 假设 9D 为 光滑 曲线 , f 全 纯 地 延 拓 到 3D 中 f 关 0 的 地 方 ; W 和 三 为 了 在 
DD 中 的 零点 和 极点 个 数 , 包括 它们 的 重 数 ; (z, w) 为 埃 尔 米 特 内 积 ). 这 时 右 端 的 第 二 
项 为 非 正 与 为 零 当 且 仅 当 曲线 f 位 于 通过 0 e Cn 的 直线 . 


i 第 亚 章 解析 延 拓 


2. 证 明 下 面 的 广义 马丁 内 利 - 博 赫 纳 积分 公式 : 如 末 对 多 重 指标 k= (ki,…, ja) 
引进 形式 


vl1zkvt+ 


ls a CE E 


k+l1 
[Qn 0 [le 


wk(2 = a 


故 对 任意 函数 fe 6(D) 在 点 ze D 有 


de f(z 
B=/ fOr -2 
(Andreotti-Norguet 公式 , 是 对 导数 的 柯 西 公式 的 高 维 类 比 ). 
3. 设 本 = {z e cn :|pys(z)| < 1 = 1 …, 品 为 Cn 中 的 多 项 式 多 面体 , 使 得 


det (到 ) 在 它 的 骨架 TT 上 不 等 于 0. 证 明 , 任意 函数 je CI) CGIUT) 可 被 多 


项 式 一 致 逼近 (因此 特别 地 , 可 延 拓 到 C(T) 中 的 函数 ). 

4. 设 5 C Cm 为 光滑 的 实 超 曲面 f : 5 一 Cn 为 光滑 上 映射。 证明 其 图 像 
{(z, f(z)) :ze S} 为 极 大 复 流 形 当 且 仅 当 f 的 坐标 为 CR - 函数 . 

5. 设 M = {z EC? :pi1(z) =… = gx(z) = 0} 为 一 生成 流 形 ,5 为 定义 函数 . 
证 明 fe CID 为 让 上 的 CR - 函数 当 且 仅 当 6fABp1 信 :…AOpkp=0 在 及 上 
1 
设 /为 在 多 圆 盘 Uc C" 上 的 全 纯 函 数 , 并 且 在 集合 UUJT 上 连续 , 其 中 工 
海 罗 Wat 证 明 了 可 延 拓 为 C(D) 中 的 函数 . 

7. 设 函 数 f 在 单位 多 圆 盘 Uc Cn 的 边缘 87 上 连续 并 在 每 个 圆 盘 A, 。 = 
人 可 延 拓 为 
ZU)PC(Z) 中 的 函数 . 

8. 设 函 数 f 在 单位 多 圆 盘 Uc Cn 的 骨架 TT 上 连续 . 证 明 f 可 延 拓 为 G6(U0) 站 
C(D) 中 的 函数 当 且 仅 当 三 f(CO)C*dc = 0 对 所 有 = (有 ,… ,kn), 其 中 心 为 整数 ， 
月 其 中 人 至少 有 一 个 和 0. 

9. 设 函 数 大 在 区 域 D C R27? 中 对 每 个 坐标 Ti Ton 为 解析 ， 并 且 在 某 个 球 
中 对 复 坐 标 z= 十 这 = 1,… ,n 全 纯 . 证 明 f 在 D 中 (相对 于 坐标 z,) 
全 纯 . 

10. 证 明 , 广义 单位 圆 盘 (参看 第 10 目 ) 为 凸 域 . 

11. 证 明 , 连通 紧 集 的 多 项 式 凸 包 仍 为 连通 . 

12. 证 明 下 列 集合 为 多 项 式 凸 : 

a) 韦 伊 多 项 式 多 面体 ; 

同和 伍 是 位 于 让 条 半 于 全 国有 案 舍 : 

c) 在 法 图 例子 中 映射 下 的 像 G = f(C?) (第 11 目 ). 

13. 证 明 由 多 项 式 (相应 地 ， 有 理 函 数 ) 组 成 的 级 数 的 收敛 域 是 多 项 式 (有 理 ) 
凸 的 . 


问 题 2 


14. 证 明 , 紧 集 K Cc Cn 的 有 理 凸 包 KR 与 集合 {z e Cn : p(z) e p(K) 对 所 有 多 
项 式 p} 重合 . 

15. 证 明 由 缺 一 小 段 弧 的 圆 {z = e*,6 < t < 2n,z2 = 0} 和 圆柱 {z1 = e*i,0 < 
t < 6;|z2| = 1} 组 成 的 集合 M CC” 的 多 项 式 凸 包 包含 了 圆 盘 {|zi| < 1,z2 = 0}. 

16 奸 朋 - 公 域 JD = EC | 下 2 让 6 不 是 全 向 戌 

17. 设 万 为 全 纯 域 , M 为 D 中 的 解析 集 ; 证 明 对 任意 紧 集 K C AM 其 相关 于 
OC(D) 的 凸 包 属于 MM. 

18. 证 明 , 紧 集 K = {|zi| < 1,|z2| < |z1|} 不 能 表示 为 全 纯 域 的 递 降序 列 的 极限 . 

19. 证 明 , 属于 C2 的 完全 实 流 形 Mc Cn 是 全 纯 域 的 递 降序 列 的 极限 . 

20. 证 明 , 对 于 实 函 数 pe C2?, 所 谓 菜 维 行列 式 


Ov 

DZ 
Oo D20 
Oz; Ozi02k 


等 于 五 :(o,w) 在 Tcfo = 0} 上 限制 的 特征 值 的 乘积 乘 以 | 二 yl?. 
21. 证 明 第 37 目 中 定理 2 的 下 列 条 件 : 如 果 区 域 D 在 点 0 e 9D 为 严格 伪 凸 ， 
则 在 该 点 邻 域 中 存在 双全 纯 坐 标 变换 把 它 的 定义 函数 转变 为 形式 


2( 2 三 Re zam 十 2 十 o(lz|). 


22. 证 明 , 在 点 a € 6D 为 严格 伪 凸 的 区 域 D 可 以 从 内 部 由 全 纯 函 数 f 的 水 平 
曲面 切 于 它 , 即 {f = 0} 站 8D = {a}. 

23. 证 明 , 区 域 Dc Cn 伪 凸 当 且 仅 当 对 任意 全 纯 圆 盘 S Cc D, 距离 6(S, 8D) = 
6(05, 0D). 

24. 设 具 C2 类 边缘 的 区 域 D Cc C" 属于 球 B; 证 明 D 在 其 所 有 切 于 2B 的 边 
缘 点 上 为 严格 伪 凸 . 

25. 证 明 , 区 域 D = {z e C" : |z| < 1,z 承 0} 是 个 伪 凸 域 , 并 且 它 不 是 由 使 多 
重 次 调和 函数 为 负 值 的 集合 [提示 . 利用 Grauert-Remmert 定理 ( 见 第 38 目的 最 后 ) 
和 极 大 值 原理 |. 

26. 次 调和 性 的 定义 不 加 改变 地 转移 到 空间 R™ 的 情形 , 这 时 只 要 把 优势 函数 假 
定 为 m 个 实 变量 的 调和 函数 就 可 以 了 . 证 明 在 区 域 D C C"(= R*?) 多 重 次 调和 也 
数 构成 DD 中 次 调和 函数 的 子 类 . 

27. 证 明 每 个 在 区 域 D c Cn 中 调和 并 在 某 个 球 B Cc D 中 多 重 次 调和 的 函数 ， 
在 D 中 为 多 重 调和 . 

28. 紧 集 KC Cn 的 多 项 式 凸 包 等 于 集合 


12€ Cs sup 4 对 所 有 在 C" 中 为 多 重 次 调和 的 函数 v}. 


第 IV 章 
亚 纯 函数 和 留 数 


在 本 章 中 将 考虑 具 最 简单 类 型 奇 点 的 函数 类 , 即 亚 纯 函 数 类 . 我 们 将 给 予 库 赞 
(Cousin) 问题 以 特殊 的 关注 , 这 个 问题 是 要 按 所 给 主 部 和 零点 去 构造 一 个 亚 纯 函 数 . 
一 开始 , 我 们 将 考虑 这 些 问题 在 最 简单 情形 下 的 初等 解 , 然后 我 们 将 使 读者 去 认识 
那些 导出 一 般 性 解 的 方法 . 在 最 后 一 节 中 我 们 将 致力 于 高 维 的 留 数 论 及 其 相关 的 分 
析 问 题 . 


815. 亚 纯 函数 


43. 亚 纯 函 数 的 概念 


称 函 数 f 在 区 域 DC C" 中 的 亚 纯 是 说 , 如 果 它 : 1) 除了 茶 个 集合 P, 在 DD 中 
处 处 全 纯 , 2) 不 能 解析 延 拓 到 P 中 的 任 一 个 点 , 3) 对 任意 点 ze P 存在 邻 域 U 以 
及 在 其 中 全 纯 的 函数 少 去 0, 使 得 在 DF{U\P} 中 的 函数 o = fy 可 全 纯 地 延 拓 到 
U 中 . 

显然 , 在 每 个 点 ze PNU 有 (20) = 0 (否则 与 fw 同时 , 函数 f 被 延 拓 9 到 了 
点 20 的 某 个 邻 域 ). 如 果 假 设 对 点 z? € 已, 函数 p 和 在 z0 的 某 个 邻 域 中 没有 在 
其 中 全 纯 并 在 此 点 为 0 的 公 因 子 (总 可 从 yp 和 水 中 消去 这 些 因 子 ), 则 % 只 可 能 在 

合 已 上 化 零 . 因此 . 已 是 解析 集 : 在 邻 域 Vo 中 的 任意 点 上 , 它 由 条 件 


P={fzerUo:wW(z)=0} (1) 


定义 , 其 中 水 e OC(Uzo). 称 集合 已 为 函数 了 的 极 集 . 
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但 是 并 不 是 在 极 集 P 中 所 有 点 上 亚 纯 函数 f 的 性 态 都 是 一 样 的 . 可 将 把 ze P 
分 成 极点 , 这 时 函数 yp = fy 在 此 处 不 为 零 ; 以 及 无 定义 点 , 这 时 有 2 = 0 (我 们 首先 
假定 和 无 在 此 点 全 纯 上 是 为 零 的 公 因 子 ). 当 副 近 极 点 z? 时 . 函数 f= /yp 无 限 增 
大 , 而 在 无 定义 点 的 邻 域 中 它 可 取 任 意 复数 值 ( 即 解析 集 {z se Uzo : p(z) 一 woy(z) = 
0} 中 的 值 wo, 这 个 集合 显然 包含 了 无 定义 点 z?). 无 定义 点 集合 的 复 维 数 至 少 是 极 
点 集 维 数 减 1, 这 是 因为 无 定义 点 由 与 条 件 VW(z) = 0 无 关 的 附加 条 件 yp(z) = 0 刻画 . 


例题 。 对 在 C? 上 为 亚 纯 的 函数 f = zo/zi, 其 极 集 为 复 直 线 {z1 = 0}. 此 直线 
上 除去 人 2 外 都 是 极点 , 而 后 者 是 个 无 定义 点 . 


我 们 现在 来 引进 在 任意 复 流 形 M 上 亚 纯 函数 的 一 般 定义 ; 利用 层 的 概念 (第 28 
目 ) 能 方便 地 叙述 这 个 定义 . 对 于 固定 的 点 pe M 我 们 定义 葵 .Up 为 在 p 点 的 全 纯 
函数 芽 的 环 6, 的 一 个 商 域 . 对 其 的 理解 如 下 : 由 6, 构成 的 偶 对 (中 ,由 和 (pi1, 中 1)， 
其 中 中 和 中 不 是 恒 为 0 的 函数 芽 , 被 称 为 等 价 是 指 了 中 = pi (验证 其 满足 等 价 性 
的 公理 是 初等 的 ). 由 此 关系 给 出 的 等 价 类 叫做 在 点 bp 的 亚 纯 函数 芽 ; 包含 了 (%, 中 ) 
的 芽 被 记 为 f =p/ 中 .在 集合 .4 中 所 有 这 些 芽 间 引 进 了 运算 


Ci 
中 ， 中 中 中 中 ; 中 中 1 中。 
其 中 右 端 运用 了 全 纯 函 数 芽 之 间 的 运算 (参看 卷 I 第 29 目 ), 不 难看 出 , 定义 (2) 是 
合理 的 (首先 , 因为 如 果 中 头 0 和 中。 关 0 可 推出 中 中 。 取 0, 故 右 端 属 于 .Up, 其 
次 , 它们 不 依赖 于 类 中 代表 元 的 选取 ). 对 于 这 些 运算 .Up 是 个 交换 域 , 我 们 称 其 为 
环 6, 的 商 域 
域 _N 的 加 法 群 的 单位 元 为 0 = 0/ 中 ,中 关 0; 它 可 以 恒 同 于 恒 等 于 0 的 全 纯 函 
数 芽 . 不 恒 等 于 零 的 亚 纯 函 数 芽 的 集合 .NU = .Wp\ 0 构成 域 NW 的 乘法 群 , 其 单位 
元 为 1 = 页 , 其 中 多 #0, 而 元 素 f 一 9/ 沾 的 逆 元 为 二 = 也 /9 (因为 9 六 0 它 也 必 
于 .AN). 
现在 可 以 在 复 流 形 M 上 引进 亚 纯 函数 层 , 即 其 空间 为 


uM)= |) .A (3) 
PEM 

的 域 层 , 而 其 投射 和 拓扑 如 在 层 GC(M) 中 那样 引进 . 在 此 拓扑 下 运算 (2) 为 连续 . 层 
MN(M) 在 域 Dc M 上 的 截 影 被 称 做 在 此 区 域 上 的 亚 纯 函数 ; 这 些 亚 纯 函 数 的 集 记 

作 工 ( 记 ,. 矿 ) 或 简单 地 记 作 .XK(D). 
相对 于 亚 纯 函 数 fe .NM(D) 可 将 区 域 D 中 的 点 分 为 两 种 类 型 。 我 们 说 函数 f 在 
点 pe D 有 定义 是 指 , 如 果 f 对 点 p 对 应 的 芽 fe .Wo, 它 有 代表 元 (p, 由 ,9 中, 下 < 0,， 
使 它们 在 点 p 不 能 同时 为 零 .0 亚 纯 函数 f 有 定义 的 每 个 点 p 具有 复数 值 f(p) = 

0D 全 纯 函 数 芽 在 一 点 的 值 理解 为 在 此 点 它 的 代表 函数 的 值 


(2) 
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Pp(p)/ 中 (p), 当 中 (p) 关 0 时 为 有 限 , 而 当 中 (p) = 0 时 为 无 穷 (显然 , 这 个 值 并 不 依 于 
芽 f 的 代表 元 (yw,y) 的 选取 ). 半 纯 函数 fe .HM(D) 在 D 中 无 定义 的 点 构成 了 这 个 
函数 的 无 定义 点 集 . 这 是 那样 的 点 p, 对 于 芽 f e . 对 应 的 所 有 代表 元 (9, 中 ) 同时 
有 P(p) = 中 (p) =0. 

函数 fe .WU(D) 的 D 中 有 定义 的 点 构成 了 D 中 一 个 开 的 并 且 笛 密 的 集合 . 这 
是 因为 它 的 补 集 是 f 的 无 定义 点 集 , 而 它 是 个 解析 集 . 完全 同样 地 , D 中 函数 f 有 
定义 并 取 有 限 值 的 点 集 也 是 开 和 笛 的 . 由 形 如 /1 代表 的 芽 f e .N 从 而 可 等 同 于 
芽 pe 6. 它 所 对 应 的 这 个 点 集 因 而 被 称 为 函数 矿 的 全 纯 集 . 称 它 在 区 域 D 中 的 补 
集 为 f 的 极 集 ( 它 由 f 的 无 定义 点 和 那些 f 有 定义 但 取 无 穷 值 的 点 组 成 的 集合 ). 

作为 例子 , 我 们 考虑 在 C” 和 了 上 的 亚 纯 函 数 . 在 C” 中 对 z = (z1,… ,zn) 的 
所 有 多 项 式 和 有 理 函 数 都 是 亚 纯 的 . 


例题 。 对 函数 zz。 在 C” 中 的 无 穷 远 点 的 集合 是 其 极 集 , 在 其 上 (0,co) 和 
(co,0) 是 无 定义 点 ， 对 函数 zzz/(zi + z2) 极 集 是 直线 {z = 一 z1}, 无 定义 点 为 
(0,0), (co,co), 其 他 的 无 穷 远 点 为 全 纯 点 . 


在 到 中 z = (z1,… ,zn) 的 多 项 式 不 是 函数 (如 果 它 不 是 沼 数 的 话 ), 而 在 有 理 
函数 中 只 允许 那些 齐 次 函数 , 它们 在 z 到 和 z 的 变换 下 不 变 , 其 中 和 e C, ( 即 同 次 齐 
次 多 项 式 的 比 ); 后 者 是 CP” 中 的 亚 纯 函 数 . 原来 ,有 理 函 数 穷竭 了 在 此 区 域 中 全 部 
的 亚 纯 函数 . 


定理 1.。 任意 在 P" 或 CE ” 上 的 亚 纯 函 数 都 是 有 理 函数 . 


证 明 . 这 两 个 空间 的 仿 射 部 分 都 是 C"; 如 果 z = (2 ,zn) 为 Cn 中 的 坐标 ， 
则 了 在 任意 复 直 线 C = {z,} 的 限制 在 其 他 坐标 固定 时 是 单 变量 z 的 亚 纯 函数 , 它 
在 点 z= oo 为 极点 或 者 可 去 点 (v = 1,… ,n). 由 卷 I 第 25 目的 定理 知 这 个 限制 是 
2 的 有 理 函 数 . 但 是 在 其 他 变量 固定 时 对 每 一 个 变量 的 有 理 函 数 是 对 整个 变量 组 的 
有 理 函数 (参看 第 1 章 的 问题 10). 由 唯一 性 定理 . f 在 整个 空间 Pr 或 C 上 为 有 理 
函数 ， 口 


我 们 转向 亚 纯 函数 的 除 子 概念 . 对 于 单 变量 函数 的 除 子 , 这 是 函数 带 有 阶 数 的 
零点 和 极点 的 集合 . 并 且 堆 点 的 阶 数 设 为 正 , 而 极点 的 为 负 . 过 渡 到 一 般 情形 时 , 我 
们 假定 在 ” 维 复 流 形 M 上 给 出 了 一 个 亚 纯 函数 f. 设 局 部 地 . 在 点 po EM 的 邻 域 
U 中 , 它 被 表示 为 U 中 全 纯 函 数 的 比 : 

2(D) 

vw(p) 
其 中 wp 和 没有 公共 的 同时 取 0 的 全 纯 因 子 (我 们 称 这 种 表示 为 简约 的 ). 我 们 以 
4 记 此 函数 f 的 零点 集 N 和 它 的 极点 集 P 的 并 , 这 显然 是 个 余 维 1 的 解析 集 (或 为 


ki (4) 
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空 ). 无 定义 点 即 交 NP 是 4 的 临界 点 , 故 任意 正则 点 ae 4? 要 么 属于 N. 要 么 属 
于 PP (参看 第 24 目 ). 另外 , 这 样 的 点 只 能 属于 NN 或 已 的 一 个 不 可 约 分 支 (因为 一 
些 分 文 的 交集 中 的 点 为 临界 点 ), 从 而 相应 于 它 有 完全 确定 的 自然 数 , 即 在 函数 ”或 
y 分 解 为 不 可 约 因 子 的 分 解 式 中 它 的 对 应 因子 的 指数 (参看 第 24 目 ). 如 果 ae N 
我 们 约定 取 这 个 数 以 + 号 , 而 如 果 a e 书 加 以 符号 -, 并 称 其 为 这 个 分 支 的 阶 . 显 
然 , 它 不 依赖 局 部 代表 式 (4) 的 选取 . 
称 偶 对 

ARE (5) 
为 亚 纯 函数 有 的 除 子 , 它 由 余 维 1 的 解析 集 4 = NUP 和 整数 函数 大 = k(p) 组 成 ， 
它 在 4 的 正则 点 集 40 上 定义 并 在 它 的 每 个 不 可 约 分 文 上 取 常 值 , 并 等 于 此 分 支 的 
阶 ; 函数 在 40 连续 . 


44. 第 一 库 赞 问题 


作为 开始 , 我 们 重新 叙述 按照 其 极点 和 主 部 构造 单 变量 亚 纯 函 数 的 问题 ( 卷 工 第 
45 目 ). 设 在 区 域 rh C 中 给 出 了 点 序列 a,, 它 在 D 中 没有 极限 点 , 并 设 有 函数 序 
列 gv(2) = 六 5- 考虑 区 域 D 中 由 区 域 V。c DD 组 成 的 获 盖 % = {Uo}oe4， 
它们 中 的 每 一 个 集 只 包含 了 有 限 个 点 a,, 并 且 以 f。 记 对 所 有 点 ov e U6 对 应 的 
9， 的 和 ; 如 果 U。 不 含有 点 w， 则 令 f。 = 0. 所 有 f。 为 亚 纯 函数 , 男 外 ， 如果 
[站 Us 闪避 则 在 此 交集 上 f。 - jp = hap 为 全 纯 函 数 . 这 个 问题 化 成 了 在 整个 区 
域 D 上 构造 一 个 亚 纯 函 数 f, 使 得 差 f 一 fo 在 Us。 上 全 纯 . 其 中 a 为 4 中 的 所 有 
指标 . 由 米 塔 - 列 夫 勒 (Mittag-Lefaer) 定理 ( 卷 1, 第 45 目 ) 知 此 问题 对 任意 平面 区 
域 可 解 . 

可 以 对 任意 复 流 形 M 以 这 样 的 形式 提出 问题 , 并 称 其 为 对 于 履 善 的 第 一 或 加 
法 库 赞 问题 . 

以 后 , 我 们 对 流 形 M 上 的 一 个 覆盖 理解 为 组 UY = {Uo}aea, 其 开 子 集 U。 使 得 
UU = M 并 且 每 个 点 pe M 只 属于 有 限 个 U6。( 即 局 部 有 限 性 条 件 ). 我 们 这 样 来 提 
出 问题 : 

给 出 复 流 形 M 的 一 个 覆盖 2 = {Uajauea 和 在 每 个 Uo 给 定 的 亚 纯 函数 fo, 男 
外 还 满足 下 述 的 相 容 条 件 : 在 任意 非 空 交集 Vae = Uo 站 Va 上 差 


fo — fe = hoap € Ol(Uap), (1) 
即 为 全 纯 函 数 . 要 求 在 整个 流 形 M 上 构造 亚 纯 函数 f, 使 得 f 一 fe OC(U) 对 所 有 


QE A 成立. 


对 维 数 大 于 1 的 情形 , 这 个 问题 不 总 有 解 . 


例题 . 设 区 域 C2 = C2\{0} 被 两 个 区 域 U; = C2\{z; = 0}7 = 1,2 所 禾 蓄 . 
作为 有 i 我 们 选取 在 UV 上 的 亚 纯 函数 1/(z1z2), 而 在 U2 上 令 fo 三 0; 因为 Ui = 
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C*\{z1z2 = 0}, 故 这 些 库 赞 条 件 相 容 . 假设 所 提出 的 这 个 库 赞 问题 有 解 , 即 存 在 C2 上 
的 亚 纯 函 数 f, 使 得 f 一 所 = ge€E6() 以 及 fe 6O6(U2). 因为 2 所 = 1/z1 EC 
故而 zz 六 C(U). 从 而 函数 zof 在 (U2 = C2 全 纯 . 由 紧 奇 点 集 的 定理 知 zof 可 
延 拓 为 整 函 数 . 而 在 上 1/z1 = zf 一 2z291. 特别 , 在 去 掉 一 点 的 平面 {zo = 0}\{0} 
上 1/z2 = zf. 但 是 函数 zof 在 0 连续 . 而 1/z2 无 界 : 这 是 个 矛盾 . 

我 们 来 推导 库 赞 问题 可 解 的 充 要 条 件 , 但 是 它 十 分 接近 于 问题 本 身 . 使 得 可 以 
看 作 是 一 种 不 同 的 提 法 . 

函数 hp = fo 一 fo 显然 对 指标 是 反 称 的 , 即 hs。 = 一 hap, 而 在 每 个 三 重 交 集 
Up = Uo 人 Ua 作 U 关 8 上 ,它们 满足 条 件 


hopg + hpy + hya = 0. (2) 
任意 一 组 函数 he es CO(U66), 它 对 指标 为 反 称 并 对 所 有 三 重 交 U6py 满足 条 件 

(2) 时 , 我 们 就 称 其 为 对 所 给 流 形 的 履 盖 2 = {U6} 的 一 个 全 纯 上 闭 链 . 
如 果 这 些 函 数 以 关系 (1) 给 出 库 赞 条 件 , 于 是 上 闭 链 {hag} 被 称 做 对 应 的 库 赞 


问题 {f。}. 最 后 , 我 们 称 全 纯 上 闭 链 {hos} 为 一 个 上 边缘 是 说 , 如 果 对 所 有 a < 4 
存在 函数 hPa es O(U,)， 使 得 在 每 个 交集 Bs ii 


hap i hp 一 (3) 
所 引进 的 这 些 术 语 让 我 们 可 以 阐述 我 们 曾 谈 到 过 的 可 解 性 条 件 


定理 1， 对 于 流 形 M 上 给 出 的 覆盖 & 的 库 赞 问题 {f。} 有 解 的 充 要 条 件 是 对 
应 的 这 个 问题 的 全 纯 上 闭 链 {hap} 为 上 边缘 


证 明 . 如 果 库 赞 问题 {f。} 可 解 , 则 存在 在 M 上 亚 纯 函数 f, 使 得 所 有 的 差 
f 一 fo = ha(lae 4) 在 UV 中 全 纯 . 由 此 对 对 应 的 全 纯 上 闭 链 hss 有 


hap = fa — fe = hp — ho, 


而 这 意味 着 {hwo} 上 同调 于 零 . 

反 过 来 , 设 对 应 于 库 赞 问题 {f,} 的 全 纯 上 闭 链 {hao} 是 个 上 边缘 , 于 是 存在 
函数 he O(U6), 使 得 ho 一 ho = hos 在 每 个 交集 Us 成 立 , 即 在 每 个 Uss 上 有 
fo 一 f8 = hg 一 ho, 或 者 说 , 对 任意 的 a,6 有 


Joethe s/o th 


因此 函数 f+ ho 在 U6 中 亚 纯 , 不 依赖 于 邻 域 Uo 的 选取 , 从 而 在 整个 M 上 整体 
定义 了 一 个 亚 纯 函 数 f, 它 在 每 个 U 上 等 于 fo 十 ho. 它 解决 了 我 们 所 考 谍 的 库 赞 
问题 . 口 
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对 所 证 明 的 定理 我 们 来 重新 措 词 . 对 给 定 的 流 形 M 上 的 覆盖 {U6。}. 全 纯 上 闭 
链 haa 可 以 相 加 (在 每 个 交集 Ua 逐 点 相 加 ), 并 且 相 对 于 这 个 运算 它们 构成 了 一 个 
群 , 我 们 记 其 为 Z1(%,O), 并 称 做 对 所 给 覆盖 % 的 全 纯 上 闭 链 群 . 在 此 群 中 有 一 个 
上 边缘 的 子 群 B1(2 ,CO). 称 商 群 


Z'(Y,06)/BI(Y,06) = Hi(Y, 0) (4) 


为 对 流 形 M 的 履 盖 的 (第 一 ) 上 同调 群 ( 具 全 纯 系 数 ) 

H1(Y,O) 中 的 元 素 是 相互 上 同调 的 全 纯 上 闭 链 的 类 .这 个 群 为 平凡 表明 ,对 所 考 
虑 履 盖 所 有 全 纯 上 闭 链 为 上 边缘 . 因此 定理 1 可 如 此 叙述 : 

定理 1. 对 复 流 形 M 的 履 共 的 任意 第 一 库 赞 问题 可 解 的 充 要 条 件 是 其 具 
全 纯 系 数 的 第 一 上 同调 群 为 平凡 : 


Hi(2Y.06)=0. (5) 


上 面 所 引进 的 概念 可 以 直接 类 推 到 光滑 (无 限 可 微 ) 函数 类 和 光滑 流 形 上 . 设 光 
滑 流 形 M 由 开 集 系 2 = {Ua}oea 覆盖 , 并 且 相 伴 于 每 个 非 空 交 Ue 对 应 了 函数 
ho € 多 (Uop), 即 在 Uwe 光滑 使 得 ha。 = 一 hws. 如 果 在 每 个 三 重 交 上 满足 条 件 (2)， 
则 我 们 称 {hag} 为 对 履 盖 2 的 光滑 上 闭 链 . 如 果 还 满足 类 比 的 光滑 条 件 (3), 即 对 
任意 ae 4 存在 函数 h。e 多 (U6) 使 得 在 Ce 上 有 hog = he 一 ho 对 所 有 a,B eA 
成 立 , 则 称 上 闭 链 {hao} 为 上 边缘 . 

完全 像 在 全 纯情 形 可 定义 具 光 滑 系数 的 第 一 上 同调 群 万 !(2 ,有 罗 ). 但 是 , 实际 成 
立 有 


定理 2. 对 光滑 流 形 M 上 任意 覆盖 多 , 具 光 滑 系 数 的 第 一 上 同调 群 为 平凡 : 
人 (6) 
证 明 . 对 {Ua} 构造 1 的 分 解 , 即 一 个 函数 族 ec es Cse(M) 使 得 》 ea(p) = 1 


aEA 
对 所 有 点 pe M 成 立 , 并 且 每 个 ea 的 支 集 闭 包 紧 于 Us 利用 这 个 1 的 分 解 , 我 们 
变换 hg 为 函数 
le oD ol 
“ . 在 WADa 
以 将 hs 光滑 化 . 这 时 我 们 已 将 hs 延 拓 到 了 整个 Uw, 然而 它 实 际 只 在 交集 Us。 上 
不 为 零 . 现在 在 每 个 U， 上 我 们 可 以 定义 函数 


这 里 的 取 和 遍及 整个 指标 集 , 但 是 在 每 个 点 pe U。 只 有 有 限 个 项 不 为 零 . 
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显然 , 所 有 ju e Ce 并 且 在 每 个 交集 Ce 中 任意 点 有 
0 (8) 


但 是 因为 {hag} 为 上 闭 链 , 于 是 在 交集 Usp 中 每 个 点 由 (2) 有 hig-hia = has+hip = 
hap, 因此 根据 (8), 在 每 个 Uap 有 


Ro/ SG = hes 
故而 族 {ha} 为 所 需要 的 , 即 {hos} 是 个 上 边缘 口 


读者 无 疑 已 注意 到 , 在 这 里 所 引进 的 术语 类 似 于 在 第 14 目 中 所 讨论 微分 形式 时 
所 引进 的 . 在 下 一 目 中 我 们 将 断言 在 微分 形式 和 库 赞 问题 之 间 的 联系 十 分 深刻 , 而 
不 是 能 由 相似 的 术语 所 能 彻底 表达 的 . 


45. 第 一 问题 的 解 


在 此 将 证 明 在 多 圆 盘 的 最 简单 情形 或 者 更 一 般 的 平面 单 连通 区 域 的 乘积 情形 中 
第 一 库 赞 问题 的 可 解 性 . 求解 将 分 两 步 实现 , 其 中 的 第 一 步 已 经 准备 好 , 而 第 二 步 要 
求 下 面 的 准备 . 


引 理 . 在 任意 单 连通 区 域 D Cc C 中 , 对 任意 函数 g e C™ 的 非 齐 次 柯 西 - 歼 
曼 方程 组 
3 = 92) 0 
在 C%(D) 类 中 可 解 . 如 果 在 此 g 为 某 个 参数 的 全 纯 (或 光滑 ) 的 函数 , 则 解 f 也 全 
纯 (或 光 请 ) 地 依赖 于 该 参数 . 


证 明 . 先 设 函 数 9 具有 紧 支 集 , 即 在 D 中 某 个 紧 集 外 等 于 零 . 由 柯 西 - 格林 公 
式 ( 卷 第 19 目 ) 于 是 有 


号 全 | Og dt 和 Ade 
0 (2) 


考虑 函数 
_ 1 / gO nd 
TO (3) 
我 们 可 以 把 9 延 拓 到 整个 平面 , 这 只 要 令 它 在 C\D 中 为 零 即 可 , 并 因此 假定 该 积分 
取 在 整个 C 上 . 我 们 再 做 积分 变量 的 变换 CC + z; 于 是 有 


= 大 ac Ad (4) 


271 


815. 亚 纯 函数 2 


在 积分 号 下 取 微分 (显然 这 是 合理 的 ), 我 们 发 现 有 

QT Og de AdC 

Oz 2m 人 6z ( 
或 者 恢复 到 老 的 积分 变量 . 有 

Of 1 Bg dC Adc 

Oz 2niJcoc CC—z 
将 其 与 (2) 比较 , 使 我 们 确信 f 满足 方程 组 (1). 对 积分 (4) 按 z 微分 可 进行 任意 次 ， 
因而 fe C%(D). 如 果 g 全 纯 依 赖 于 参数 , 从 而 此 积分 也 同样 全 纯 依赖 于 它 . 对 具 
紧 支 集 的 9 引 理 得 证 . 

在 一 般 情形 我 们 取 穷 蝎 D 的 紧 单 连通 区 域 G,(G, € G, 41)G, = DD), 并 构造 

函数 g, e C%(DD), 使 得 在 G, 中 g, = 9; 在 DAG 中 gu =0. 由 所 证 的 结果 知 . 每 
个 组 -wy 在 cee(D) 中 有 解 . 我 们 要 证 明 解 六 可 以 被 选择 为 使 得 在 每 个 G, 有 


0F 
VE A (5) 
事实 上 , 我 们 按 公式 (3) 选取 广 , 在 其 中 以 gi 替换 g, 然后 按 同 一 公式 以 g = gs 
取 育 并 注意 到 名所 在 G1 中 全 纯 (因为 在 那里 有 地 ( 访 一 所 ) 92 一 gr 一 0). 由 
龙 格 定理 ( 卷 第 23 目 ), 对 任意 区 域 Go e G1 可 以 选取 多 项 式 P 使 得 在 Go 上 有 


~ 站 
| 户 一 万 一 万 | < 2 


现在 可 看 出 , fo = 访 Pi 满足 方程 全 _ go 和 vw = 工时 的 条 件 (5). 完全 相同 方法 
可 以 应 用 于 v= 2.3,-.…. 
在 每 个 紧 集 Ke D 上 所 构造 的 序列 一 致 收敛 于 函数 


人 fi 六 ( 太 各 人 


= 
在 任意 G, 中 函数 f 可 表示 为 有 限 个 C~ 类 的 函数 和 , 并 且 是 由 全 纯 函数 f,11 - 
fv > hh 构成 的 级 数 的 一 致 收 化 的 和 ( 当 wv>k 时 在 G， 上 有 “人 E = “2 = 9 
因此 , fe Cee(D) 和 在 D 中 处 处 有 2 _ lim 0 尼 = g; 由 g 对 参数 的 全 纯 依赖 性 


v—00 OZ 
推导 出 f 对 其 的 全 纯 依赖 性 来 自 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 ( 卷 世 第 23 目 ), 而 光滑 性 的 情 
形 其 证 明 是 初等 的 ， 口 


库 赞 问题 求解 的 第 二 步 的 基础 在 于 所 谓 的 5 - 问题 可 解 性 定理 . 为 了 转述 它 我 
们 回忆 一 下 , 任意 一 个 关于 算 子 6 的 恰当 微分 w ( 即 可 以 表示 为 形式 w = ua 的 w) 
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必定 也 是 个 闭 形式 , 即 对 它 有 5 = 0: 这 可 由 关系 5 = 0 得 出 (参看 第 15 目 ). 
此 , 闭 条 件 是 形式 为 恰当 的 必要 条 件 . 5- 问题 的 可 解 性 表达 了 在 某 些 区 域 上 这 个 条 
件 也 是 充分 的 . 


定理 1. 如 果 区 域 D C C" 为 多 圆 盘 , 或 更 一 般 地 是 平面 单 连通 区 域 的 乘积 

D1 x… x D, 则 在 其 上 每 个 对 于 算 子 5 为 闭 的 双 阶 (0,1) 的 形式 w 为 恰当 , 其 中 w 
具有 光滑 系数 , 就 是 说 任意 方程 

Of = w, (6) 


起 市 三 > qudz,,av e C%(D) 且 B==0, 在 函数 类 fe Cee(D) 中 有 解 
证 明 。 把 (6) 改写 为 形 如 下 面 的 方程 组 


二 0Qr， VV=1,.…,n, (7) 


OZ 


它 在 C%(D) 类 中 的 可 解 性 将 由 对 的 归纳 来 证 明 . 当 n= 1 时 论断 由 引 理 得 证 ; 设 

当 变 量 个 数 不 超 过 n 一 1 时 论断 成 立 ; 我 们 将 证 明 方程 (7) 在 ”个 变量 的 情形 也 成 

立 . 

考虑 这 个 方程 组 中 的 最 后 一 个 方程 

of 
DZ 

并 以 9 表示 它 在 区 域 D, 中 的 解 , 这 是 一 个 关于 zz, 的 函数 , 它 依赖 于 作为 参数 的 

1 二 (2 ,zn-1). 我 们 来 求 出 方程 组 (7) 的 形 如 f= g 十 vw 的 解 ; 于 是 w 应 该 对 

zn 在 D, 中 全 纯 . 而 对 其 余 的 变量 在 区 域 D = Di x :… x Dn_1 中 满足 方程 组 


一 Qn, 


= QC— 三 b,, v=1...….n—1. (8) 


, 故 对 全 ye 


: Ca oa Oav Oo Og 
因为 形式 w 为 财 , 故 2 
Ob, Ob, 


有 5 一 5 于 是 ,形式 > budz, 也 为 闭 , 并 且 由 归纳 假定 , 存在 方程 组 (8) 的 解 
Lv 凡 2 一 


oe Cece(D), 它 依赖 于 参数 z. 还 需 验证 wp 全 纯 地 依赖 于 zm, 为 此 内需 断言 方程 组 
(8) 的 右 端 全 纯 依 赖 于 z, 即 可 ?. 但 是 


0b, “06% 大 Og _ Oa, 有 Dan 
0 00 
因 形 式 台 为 闭 , 故 对 所 有 了 三 五 ,nn 一 1 成 江口 
1 这 个 论断 可 利用 引 理 对 ”归纳 证 明 . 


§815. 亚 纯 函数 2 


我 们 以 记号 
FH1!(D) = 2Z01/ B01 (9) 
表示 双 阶 (0, 1) 的 对 算 子 6 的 有 具 D 中 光滑 系数 的 闭 形式 的 群 2%! 对 于 其 子 群 BI 
的 商 群 , 其 中 B01 为 恰当 (0.1) 一 形式 的 群 (与 第 15 目 相 比较 , 在 那里 相似 的 群 是 
对 算 子 d 定义 的 ). 于 是 定理 1 可 阐述 为 
定理 1'。 对 于 平面 单 连通 区 域 的 乘积 D, 商 群 (9) 平凡 . 


现在 对 库 赞 问题 可 解 性 的 证 明 已 全 部 就 绪 . 


定理 2， 如 果 区 域 DC C" 为 平面 单 连通 区 域 的 乘积 , 则 对 它 的 任意 履 六 {U4}， 
任意 一 个 加 法 库 赞 问题 {f。} 有 解 . 


证 明 . 像 已 经 说 过 的 , 证 明 分 两 步 进行 . 设 hap = fo 一 fo 是 相应 的 全 纯 上 闭 链 
问题 ( 即 在 覆盖 区 域 的 交集 Uws = Uo 站 Ue 上 全 纯 函 数组 ). 首先 , 利用 上 一 目的 定 
理 2, 我 们 分 解 这 个 上 闭 链 为 光滑 函数 , 即 存在 函数 gu s C™”(U6), 使 得 在 Uws 上 有 


hap 二 06 一 4a. (10) 


在 第 二 步 , 我 们 来 修正 这 个 解 , 将 ga 换 为 全 纯 函 数 . 为 此 我 们 注意 到 , 由 于 hop 
在 每 个 交集 U。s 上 的 全 纯 性 , 我 们 有 6hap = 5os - 5gu = 0. 由 此 看 出 , 有 一 个 在 每 
个 U。 上 等 于 6g6, 实际 上 在 整个 区 域 DD 整体 定义 的 双 阶 (0, 1) 形式 w (因为 在 每 个 
交集 上 6g。 = 6g6). 这 个 形式 显然 在 D 上 为 闭 (因为 每 个 点 z e D 连同 其 某 个 邻 域 
属于 某 个 UV, 而 在 那里 w = 6ga, 从 而 6w = 0) 并 具有 光滑 的 系数 . 

由 定理 1, 存在 在 D 中 的 光滑 函数 g 使 得 6g = w. 于 是 对 所 有 a, 函数 ha = 
ga -9 在 Us 中 全 纯 . 这 是 因为 在 这 里 6h。 = 6ga 一 w= 0. 还 需 替代 (10), 写 出 


hop = (98 — 9) — (ga — 9) = hp — ha (11) 


我 们 已 分 解 上 闭 链 {hag} 为 全 纯 函 数 . 而 由 前 一 目的 定理 1, 这 对 于 相应 的 库 筑 
问题 的 可 解 性 已 足够 了 口 


注 ， 求解 第 一 库 赞 问题 我 们 所 根据 的 两 个 事实 中 的 第 一 个 是 具 光 请 系数 的 上 同 
调 群 互 !(2, 懈 ) 的 平凡 性 , 它 对 任意 光滑 流 形 的 任意 开 宪 盖 均 成 立 (参看 第 44 目 定 
理 2). 第 二 个 事实 是 , 在 流 形 M 上 5- 问题 的 可 解 性 , 或 者 , 相同 地 , 闭 (0.1) 一 形 
式 相对 于 恰当 形式 的 商 群 五 ICWV) 的 平凡 性 则 非常 微妙 并 不 总 成 立 . 

在 解 5- 问题 时 出 现 的 困难 是 由 于 当 ”> 1 时 方程 组 9f = w 的 超 定 引起 的 : 
它 化 为 在 一 个 未 知 函 数 f 上 的 ”个 复 条 件 . 但 是 , 如 果 在 右 端的 形式 w 在 区 域 D 
中 具 紧 支 集 (当然 , 为 5- 闭 ), 则 此 问题 容易 解决 : 只 需 在 文集 外 令 其 为 零 便 延 拓 w 
在 任意 包含 D 的 多 圆 盘 中 , 并 利用 已 证 明了 的 定理 1. 因此 , 在 此 问题 中 的 主要 困难 
在 于 要 排除 掉 区 域 边 界 的 影响 . 
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许多 涉及 9 一 问题 的 研究 由 拉 尔 斯 : 赫 尔 曼 德尔 (Lars Hormander) 的 工作 所 完 
成 . 他 证 明了 可 以 对 所 有 伪 凸 域 , 亦 即 意味 着 对 所 有 全 纯 域 (对 其 边界 的 光滑 性 没有 
任何 要 求 ) 排除 掉 边界 的 影响 . 我 们 不 加 证 明 地 给 出 这 个 结果 1. 


定理 ( 赫 尔 曼 德尔 )， 在 任意 伪 凸 域 Dc C" 上 方程 Of =w 在 C%(D) 类 中 对 
任意 具 D 上 光滑 系数 的 5- 闭 的 (0.1)- 形式 有 解 , 即 对 这 样 的 区 域 有 


万 1(D) = 2%1/B™! = 0. (12) 


根据 这 个 所 引述 的 事实 , 我 们 可 以 重复 定理 2 的 证 明 从 而 得 到 对 窗 盖 的 第 一 库 
赞 问题 的 可 解 性 定理 : 


定理 3。 对 于 伪 凸 域 D Cc C” 上 的 任意 覆盖 {Uo}, 任 一 个 第 一 库 赞 问题 { f。} 
都 有 解 . 


* 设 区 域 Di D。C C", 使 Di 门 Da = DD 为 全 纯 域 . 证 明 , 任意 f € C(D) 可 以 表示 为 
及 十 所 的 形式 , 其 中 fj; € 6(D;j),7 = 1,2.* 


816. 层 论 的 万 法 


在 这 一 节 里 我 们 想 使 读者 认识 一 些 方法 , 它 出 现在 将 复 分 析 的 思想 与 代数 和 拓 
扑 思想 的 结合 之 中 . 在 这 些 方法 的 创建 中 的 主要 成 果 属 于 法 国 数学 学 派 , 首要 归功 
于 H. 嘉 当 和 J. P. 塞 尔 . 我 们 的 目的 不 在 于 方法 本 身 而 是 它们 的 应 用 . 所 以 有 些 论 
哮 将 没有 证 明 . 

我 们 从 在 第 44 目 中 引进 的 术语 的 推广 着 手 , 把 它们 从 亚 纯 函 数 推广 到 茶 个 代数 
结构 的 任意 层 的 截 影 . 为 了 有 确定 性 , 我 们 总 把 层 看 成 是 以 加 法 为 运算 的 阿 贝 尔 群 
的 层 . 


46. 上 同调 群 
我 们 考虑 拓扑 空间 M 的 覆盖 Y = {Ua}aea, 在 其 中 给 出 了 一 个 阿 贝 尔 群 层 .7. 
固定 一 个 整数 7 > 0 并 对 任意 一 个 多 重 指标 a = (a0,… ,ar) e 4rf+1 记 


Do— CR [Oo (1) 


为 此 覆盖 中 r+ + 1 个 集合 的 交 . 

对 空间 M 上 所 给 履 盖 多 , 称 以 层 .9 为 系数 的 + 阶 上 链 指 的 是 一 个 函数 h, 它 
把 每 个 多 重 指标 a e 47+1 指派 某 个 截 影 ha。e I(Uo,w) (参看 第 28 目 ), 并 且 它 对 指 
标 为 反 称 , 即 在 指标 的 偶 置 换 下 不 变 , 而 在 奇 置换 下 改变 符号 ( 记 住 , 在 从 上 的 运算 


“参看 赫 尔 曼 德尔 书 的 定理 4.2.5, 其 在 814 中 引述 过 
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推广 到 了 层 的 截 影 上 ). 如 果 U。 为 空 则 假定 hs。 = 0. 所 有 7 阶 上 链 的 集合 我 们 记 之 
为 Cr( 多 .9), 其 中 的 上 链 是 关于 才 盖 多 , 且 以 层 .9 为 系数 ; 这 是 一 个 作用 在 茎 上 
运算 下 的 群 . 
我 们 现在 来 定义 上 边缘 算 子 5. 它 把 每 个 7 阶 上 链 带 到 ”+ 1 阶 上 链 5h, 其 规则 
是 
7 十 | 


CR (2) 


2 一 0 
( 右 端 指标 ov 略 去 ). 英 射 


DC CW (TS) (3) 
显然 是 对 应 上 链 群 的 同 态 . 
算 子 5 类 似 于 边缘 算 子 8 (第 14 目 ), 像 6 那样 它 也 是 等 暴 的 , 即 其 平方 为 零 : 
5 =6.6=0. (4) 
称 上 链 he C" (YY,.9) 为 上 闭 链 是 说 , 如 果 它 的 上 边缘 5h = 0; 称 集合 
Zr(2,.9G) = {hecC"(Y,.F):6h=0) (5) 


为 (系数 为 . 的 ) 第 > 个 上 闭 链 群 ， 称 上 闭 链 h e C7 上 同调 于 零 或 者 是 个 上 边 
缘 是 说 , 如 果 存 在 上 链 g e Cr-I(2 ,.Z) 使 得 6g = h; 这 样 的 上 闭 链 群 被 记 以 符号 
B" (VY,.9). 它 是 群 (5) 的 子 群 , 而 称 商 群 


H"(Y,.F) = 2Z"(Y,.F)/B'(Y, .IF) (6) 


为 对 覆盖 儿 的 (系数 为 .98 的 ) 第 7 个 上 同调 群 . 

在 特殊 情形 > = 1, 上 链 {hoa} 定义 在 履 盖 集合 的 交集 Usuu 上 使 得 hea 十 
hPa ou = 0 (对 指标 的 反 称 性 ). 上 边缘 算 子 把 它们 转换 为 2 阶 上 链 , 使 得 (5P)auaias = 
说 下 闭 链 是 于 种 止 链 , 对 其 有 2 秆 
hose Phe ON (0 EE 
上 边缘 为 那样 的 上 闭 链 , 对 其 有 ho,。， = ha, -= hoo. 在 这 里 对 + = 1 的 情形 引进 的 
术语 与 在 第 44 目 中 所 考虑 的 相同 , 而 在 那里 所 定义 的 上 同调 群 就 是 群 H'(, O). 

我 们 再 考虑 零 阶 上 同调 群 . 在 这 里 上 闭 链 为 上 链 {h。}, 它 在 每 个 交集 Uooa, 上 
有 ha, - has = 0. 因此 , 每 个 0 阶 上 闭 链 h 定义 了 在 整个 空间 M 上 的 .9 的 一 个 
截 影 , 即 一 个 整体 截 影 : 群 (MM,.9) 中 的 一 个 元 素 , 它 在 每 个 VU。 上 的 限制 等 于 ho 
-1 阶 上 链 按 定义 是 个 空 集 , 从 而 0 阶 上 边缘 仅仅 是 零 上 链 . 相对 于 它 作 商 群 是 平凡 
的 , 因而 成 立 


定理 1.。 在 拓扑 空间 M 上 对 任意 覆盖 多 , 系数 为 .98 第 0 个 上 同调 群 等 于 这 
个 层 的 整体 截 影 群 : 
HY A STO (7) 
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我 们 还 注意 到 , 第 44 目的 关于 群 H1(, 多) 平凡 性 的 定理 2 几乎 可 以 原封 不 
动 地 搬 到 前 面 上 同调 上 . 就 是 说 , 成 立 


定理 2。 对 复 流 形 M 的 任意 开 和 覆盖 多 . 系数 为 光滑 的 (0.s)- 形式 芽 层 多 0。 
的 上 同调 群 为 平凡 : 


对 所 有 7r>1 和 s>0,，H’(2Y,F%)=0. (8) 


证 明 . 要 求证 明 任 一 个 上 闭 链 ww = { ae 二 又 二 是 个 下 边缘 出 选取 属 
于 覆盖 的 1 的 分 解 ,其 满足 在 第 44 目 定理 2 的 证 明 中 所 指出 的 条 件 , 另外 对 
a = (a0,-… ,Qr_-1) € 4” 和 be h, 我们 令 


U, ) 
a 村 .~ 在 Ba a 议 i 和 > 人. 
0, 在 Us \O se BEeA 


我 们 得 到 了 7 一 1 阶 上 链 w’; 它 的 上 边缘 


7 
oO 一 SC = > eB > Cg 
v=0 


BEA v=0 


1 


但 是 Cao…ayr 一 泡 人 
2 一 0 


= 0, 这 是 因为 w 是 个 上 闭 链 , 因此 


Am 
Dao-..Qp…Qr 


/ mi 
(0w jae = ; CEBwao.…ar Lao.aQ， CH cao.…ay 9 
BEA BEA 


即 6w 一 ww 口 


* 设 正 : = {fwo, wi|} 被 标准 的 两 个 区 域 Uo = {wo 夭 0} 和 = {wi 关 0} 所 履 盖 . 证 明 ， 
对 此 有 覆盖 有 万 "(2 ,65) = C, 厅 (2 DO) = 0,k > 1.[ 提 示 : 考虑 函数 按 局 部 坐标 z = wi /wo 的 客 
级 数 展开 , 并 比较 在 Uo, Ui 和 Uo1 = {0 < |z| < oo0} 中 的 展 式 ; 当天 > 1 时 结果 为 平 几 .] * 


现在 我 们 从 对 覆盖 的 上 同调 群 过 渡 到 空间 本 身 的 上 同调 群 . 为 此 必须 建立 局 部 
化 过 程 , 这 类 似 于 第 28 目 中 从 预 层 过 渡 到 层 的 过 程 . 就 是 说 , 我 们 赋予 履 善 的 集合 
以 包含 关系 作为 偏 序 , 并 定义 与 这 两 个 履 盖 相关 联 的 群 之 间 的 同 态 , 这 两 个 宪 新 中 
的 一 个 细 于 另 一 个 , 并 利用 这 些 同 态 过 渡 到 正 同 极限 . 

设 给 出 了 两 个 覆盖 多 = {Ua}aea 和 YY = {Ve}peB; 称 第 二 个 履 盖 为 第 一 个 的 
加 细 ( 记 为 多 < 多) 是 说 , 如 果 存 在 映射 


pP:B—o4 (9) 


使 Va Cc Ug) 对 所 有 6 e B 成 立 . 在 所 给 的 p 下 , 每 个 上 链 he C"(Y) 可 相伴 于 一 
个 上 链 ph e Cr(Y): 对 每 个 多 重 指标 6 e Bt1, 令 (ph)p 等 于 neo 在 Ve 上 的 限 


816.” 层 论 的 方法 . 227 . 


制 0. 因为 我 们 对 任意 上 链 h 有 5(ph) = p(5h) (在 这 里 5 为 上 边缘 算 子 ). 则 p 诱导 
出 映射 
p* :HT(Y,.9) 一 有 (YY 90 (10) 


所 
沪 
?各 
> 
对 
| 
+ 


[ 
引 理 . 如 果 < 多 , 则 同 态 p* 不 依赖 于 映射 (9) 的 选取 


证 明 . 对 7 = 0, 由 定理 1 知 , 引 理 的 断言 显然 正确 , 故 可 设 + > 1. 设 际 去 
p 外 还 给 出 了 映射 mw : B 一 4 使 得 Ve C Up),B € B 为 任意 ， 我们 定义 映射 
0 : CTH1(Y) 一 Cr(Y) : 设 对 每 个 6 e Br+l 具有 序 指标 Bo < B1 <… < B. 和 对 每 
个 下 链 五 EC@r2O 有 


7 


(oh)a = >_(—1)” hp(p)-p(B)p (8)--p'(B): (11) 
v=0 


直接 计算 2 证 明 , 对 所 有 he Cr+1( 多 ) 有 
o(6h) +6(oh) = p'h— ph. 


特别 地 , 如 果 h 为 上 闭 链 (5h = 0), 则 pih 一 ph = 5(oh). 从 而 ph 和 p'h 属于 按 上 边 
缘 做 商 时 同一 个 等 价 类 . 由 此 看 出 . p 和 p' 对 应 了 同一 个 从 群 万"(2) 到 H"7(Y) 的 
同 态 . 口 


依照 这 个 引 理 , p* = pwy 只 依赖 于 这 两 个 覆盖 (在 给 定 M 和 .9 时 ) 由 其 也 
可 看 出 它 满足 可 迁 性 : 如 果 关 <Y < 经, 则 


pw = pyw oPYY: (12) 


因此 , 实际 上 我 们 处 在 与 第 28 目 中 的 相同 的 状况 (与 其 唯一 的 差别 是 将 集合 在 
这 里 换 作 考虑 集合 的 族 , 即 履 盖 ), 从 而 可 以 实现 想 要 的 局 部 化 . 

为 此 我 们 考虑 空间 M 的 所 有 可 能 的 履 盖 并 约定 元 素 f e H7() 和 9 e H"(Y) 
等 价 是 指 , 如 果 存 在 覆盖 六 使 得 六 < 多 ,六 <Y 并 且 pwyw(f) = pyw(9). 在 此 关 
系 下 的 等 价 类 的 集合 , 即 正 向 极限 


lm H"(%,.7) = H'(M,Y) (13) 


0 对 应 对 前 面 采 用 的 记号 , 6 = (Bo,:… ,Br),p(B) = (p(Bo),… ,p(Br)) 和 W = Vso 门 … 门 Vai 
层 的 记号 .Y 在 群 Cr 和 其 他 一 些 地 方 已 被 省 略 . 

2) 我 们 对 > = 1 进行 计算 . 设 6 = (Bo,B1),p(Bv) = av,p'(Bv) = oo; 我 们 有 (om -ph)e = 
heros Br hoaoai. nl (Oona a haia2 pF haoas 十 haoal， ， 从 而 由 (11) 有 [c(0h)]e = C2 
(6h)ooar os — (Hh) ooaras = hosas +hooas 一 (haias +haooi). 但 是 对 应 于 7 = 0 时 (11) 的 公式 ,我 
们 得 到 (六 = haoas, 由 此 ye = (oh)p: —(oh)po = huias —haoas: 因此 ， [oc (Sh) +6(oh)]g = 


h:.:—h y 
Coa:] COCLEL 
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被 称 做 空间 M 的 第 7 个 上 同调 群 (系数 为 层 .9). 


注 . 由 此 定义 看 出 , 如 果 对 空间 M 存在 任意 细 的 覆盖 2 使 得 万 "( 多 ,79) = 0， 
则 对 此 空间 有 FH"(M,.9) = 0. 

我 们 发 现 . 当 7 = 1 时 其 逆 也 成 立 : 如 果 Hi(M,.9) = 0, 则 Hi(,.y)=0 对 
任意 覆盖 多 均 成 立 . 这 是 因为 当 7 = 1 时 . 同 态 p* : 矶 1(2) 一 万 L(Y) 为 单 射 , 即 
上 边缘 的 原 像 仍 是 上 边缘 . 

为 证 明 这 个 事实 , 我 们 考虑 上 闭 链 he 2Z1(D), 满足 p*h = 5h'. 其 中 hr € Co(V). 
于 是 对 任意 fo, B81 € B, 在 交集 Voop, (而 它 包 含 在 Uooa, 中, 其 中 oj = p(B;)) 中 我 
们 有 hasa, = h5, 一 hs. 因为 h 为 上 闭 链 , 则 对 任意 a se 4, 在 交集 Ce 人 了 We 中 成 
立 关系 ho,a, 一 howa 十 haya = 0, 或 者 考虑 到 前 面 所 说 , 有 


hp, + hoooa = hg, 十 Paaa- 


这 意味 着 它 定 义 了 T(C) 中 一 个 截 影 , 对 任意 6 e B 它 在 U6 站 Ve 上 由 等 式 
i = hp 上 ha aye a 因而 在 交集 Daa 人 Ve 上 得 到 了 


ho, — hoo = hg + hoppyas — hp — hp(B)ao = hp(pas — hp(B)oo 


/ 


(我 们 在 这 里 再 一 次 利用 了 h 是 上 闭 链 的 性 质 ), 即 h 是 个 上 边缘 . 

由 覆盖 的 上 同调 到 空间 上 同调 的 一 个 简单 的 充分 条 件 由 勒 雷 (Leray) 的 一 个 定 
理 给 出 : 如 果 改 盖 2 = {Uo} 使 得 对 所 有 > 0 和 所 有 交集 Ua = Uo 门 … 门 Uo 
本 


47. 层 的 正 合 序列 


我 们 从 层 之 间 的 映射 的 概念 开始 , 这 个 概念 完全 类 似 于 黎 曼 域 间 的 映射 (参看 
第 22 目 ). 设 在 同一 个 空间 M 上 给 了 两 个 层 (.9,o) 和 (2 ,7). 我 们 称 从 .98 的 拓扑 
空间 到 .9 的 空间 的 连续 映射 
2: 一 2 人 (1) 
为 层 映射 是 说 , 在 .7 上 处 处 有 
a (2) 
如 此 引进 的 层 的 映射 概念 保持 了 纤维 ( 茎 ) 不 变 : 对 任意 氮 pe M 有 yp( 和 %) C %. 
它 也 保持 了 截 影 不 变 : 如 果 f 为 层 .Hj 在 开 集 UC M 上 的 一 个 截 影 , 则 瞻 射 wo f 
在 U 上 连续 并 且 7o (wo f) = oof 为 恒 等 映射 (由 .9; 的 截 影 的 定义 ), 而 这 表明 
pof € Yi. 
称 映射 yp : .9 一 为 层 的 同 态 是 说 , 如 果 它 是 这 两 个 层 之 间 的 映射 , 并 且 除 此 
之 外 还 保持 了 茎 之 间 的 代数 运算 . 称 层 的 同 态 为 它们 之 间 的 一 个 同 构 是 说 , 如 果 mw 
是 到 .93 上 的 相互 一 一 映射 ， 
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进一步 . 设 (8 ,co) 为 M 上 的 阿 贝 尔 群 层 , 且 集 合 9 C .98; 称 (9 ,co) 为 层 (Yo) 
的 也 县 是 这 0 末 下 于 和 02)G(F] 二 WO 有 和 3) 对 尾音 训 pEWVW 芝 52 是 群 
.9 的 子 群 . 
如 果 9 是 阿 贝尔 群 层 .9 的 子 层 . 则 对 每 个 点 pe M 可 以 构建 商 群 ,= 
.9/.2; 这 些 商 群 的 并 
F179 = 时 Hp) Dp (3) 
pPEM 


在 赋予 商 拓 扑 ?时 便 被 称 为 M 上 的 商 层 . 


例题 . 

(1) 设 0 是 复 流 形 M 上 的 平凡 层 (在 每 点 pe M, 这 个 层 的 茎 由 单个 元 0 组 成 )， 
C 为 常 层 , 6 为 全 纯 芽 层 , 而 多 为 在 同一 流 形 M 上 的 无 限 可 微 函 数 的 芽 层 . 在 这 
里 的 每 一 个 前 面 的 层 就 随后 一 个 的 子 层 (验证 子 层 定义 中 的 开 集 条 件 ). 

(2) 在 复 流 形 M 上 层 6 是 M 上 的 亚 纯 函 数 芽 层 . 的 子 层 . 我 们 把 C 和 .WY 
看 成 是 加 法 群 (关于 函数 相 加 ); 于 是 对 任意 点 pe M, 茎 6, 是 .NW 的 子 群 并 可 构成 
商 层 

HO ND. (4) 
PEM 
这 个 商 层 中 的 元 素 在 点 pe M 的 亚 纯 函数 芽 的 类 中 , 两 个 元 素 的 差 是 个 全 纯 函 数 菠 . 
( 换 句 话说 , .UV/C 中 元 素 是 芽 fe .A 的 等 价 类 , 其 中 名 和 fr 被 认为 是 等 价 , 是 指 
如 果 f; 一 fe€ Co.) 就 像 我 们 马上 就 会 看 到 的 , 这 个 层 与 第 一 库 赞 问题 有 关 . 

(3) 从 层 .X 中 除 掉 对 应 于 零 截 影 ( 即 在 M 上 恒 等 于 零 的 函数 ) 的 芽 : 于 是 , .NM* = 
AM\{0} 可 以 被 看 成 是 以 乘法 为 群 运算 的 乘法 群 . 设 C* 为 在 每 点 pe M 的 6, 中 的 
可 逆 元 组 成 的 层 , 即 那些 对 应 于 在 点 p 不 化 为 零 函 数 的 元 素 . 显然 . 0* 是 .6 的 子 
层 , 并 可 构建 商 层 

Ol | (5) 
pPEM 
它 的 元 素 是 不 恒 等 于 零 的 亚 纯 函数 芽 的 类 , 这 些 亚 纯 函 数 的 商 是 不 为 零 的 全 纯 函 数 
芽 ( 换 句 话说 , 这 是 芽 f € .WNW* 的 等 价 类 . 其 中 f 和 到 被 认为 等 价 是 说 ， 如 林 
f'(f")-1 € C0*). 就 像 我 们 马上 就 会 看 到 的 , 这 个 层 与 所 谓 第 二 库 赞 问题 相关 . 


我 们 转向 在 这 一 目 中 基本 的 概念 , 即 层 的 正 合 序列 的 定义 . 设 给 了 两 个 阿 贝 尔 
群 层 的 同 态 : 
I i A 2 -72; (6) 


0.919 中 的 拓扑 是 商 拓扑 的 理解 是 , 在 其 上 的 一 个 开 集 必须 是 空间 .x 中 一 个 开 集 的 等 价 类 的 
人 


[| 
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称 序 列 (6) 在 项 .7 为 正 合 是 说 , 如 果 

lm 1 一 ker (p92. (7) 
我 们 记得 ， 人 符号 im %1 = Pp1(.90) 表示 了 yi 中 元 素 的 子 群 . 这 些 元 素 是 70 中 元 素 
的 像 ( 同 态 el 的 像 ), 而 符号 ker yp2 是 由 .A 中 那些 被 pz 带 到 .9 中 零 的 那些 元 素 


组 成 ( 即 同 态 yp 的 核 ). 因此 , 序列 (6) 的 正 合 性 表明 ws 变 到 0 的 元 素 正 好 是 由 .7 
带 过 来 的 元 素 (图 45). 


im p=ker w， 
图 45 
任意 个 阿 贝 尔 群 层 组 成 的 序列 
下 (8) 
被 称 为 正 合 是 说 它 在 每 个 .% 正 合 . 
例题 . 
(4) 序列 
0 (9) 


的 正 合 性 , 其 中 两 端的 元 素 为 平凡 层 (它们 的 所 有 茎 为 由 单个 零 元 组 成 的 群 ), 而 i 为 
铝 入 映射 , 这 表明 yp 是 .FA 到 .多 上 的 同 构 . 事实 上 . 因为 ker yp = im i = 0, 故 映射 
0 为 单 , 而 因为 im wo = ker j = .%, 故 其 为 满 . 
(5) 序列 
人 (10) 


其 中 .9 为 9 的 子 层 , i 为 典 入 映射 , 而 y 为 自然 同 态 , 它 把 2 中 每 个 元 对 应 于 包 
含 这 个 元 的 等 价 类 , 是 正 合 的 . 事实 上 , (10) 在 .Y 的 正 合 性 来 自 i 为 单 射 , 在 项 9 
则 由 pg oi 将 .9 变 为 0, 而 在 919 则 因 ” 为 满 . 

(6) 更 一 般 地 , 阿 贝尔 群 层 的 序列 


0 0 (11) 
的 正 合 性 表明 op。 为 满 而 
54 TPP1(H) (12) 


为 群 .加 的 像 im ws = . 匈 , 它 同 构 于 .多 对 核 ker yp2 = 1(. 殉 ) 的 商 群 . 


816. 层 论 的 方法 - 231 . 


最 后 我 们 不 加 证 明 5 地 引进 两 个 定理 中 的 一 个 , 这 两 个 定理 是 层 论 在 分 析 中 应 
用 的 基础 . 至 于 第 二 个 定理 我 们 将 在 下 一 目 中 谈 到 它 . 


定理 工 (序列 的 正 合 性 )， 设 空间 M 为 附 斯 多 夫 的 并 具有 可 数 的 开 集 基 . 于 是 
在 M 上 任意 层 的 正 合 序列 


人 (13) 
对 应 于 上 同调 群 的 正 合 序 列 
0 BO 7 2 0 2 Om) 
a) 
Ea a (14) 
等 等 , 对 所 有 维 的 上 同调 群 . 
48. 局 部 化 的 第 一 库 赞 问题 


在 复 流 形 M 上 的 亚 纯 函 数 芽 层 .U 可 以 由 在 这 个 流 形 的 覆盖 多 = {U6}aes 的 
区 域 上 截 影 T(U。,.N) 的 预 层 得 到 了 局 部 化 的 结果 : 履 盖 的 收缩 系统 的 极限 过 程 ( 参 
看 第 28 目 ). 对 覆盖 Y 给 出 了 的 第 一 库 狗 问题 , 这 是 截 影 六 es (Uo,.N) 的 组 , 它们 
满足 相 容 条 件 : 在 所 有 履 盖 的 区 域 的 交集 Us = Us 站 Ue 中 差 大 -jpeFUao,O)， 
即 全 纯 , 而 问题 在 于 求 函 数 fe T(M,.N) 使 得 f -fs eT(UVo,0O) 在 每 个 Us,ae 有 
成 立 . 因此 , 问题 的 表述 具有 预 层 的 特性 . 

但 是 , 不 难 给 出 它 的 局 部 化 的 翻版 , 这 时 替代 截 影 的 预 层 我 们 考虑 层 .U 本 身 . 在 
这 个 形式 中 , 相 容 的 库 赞 条 件 是 商 层 .WU/C 在 整个 流 形 M 上 的 截 影 , 即 群 T(M, .UVO) 
中 的 元 素 . 事实 上 , 每 个 点 p < M 该 截 影 给 出 了 商 群 .NW,/6, 中 一 个 芽 即 一 个 亚 纯 
函数 芽 , 它 确定 到 在 此 点 的 一 个 全 纯 函 数 芽 的 项 . 问题 便 是 求 出 截 影 fe TT(M,.W)， 
在 这 样 的 意义 下 对 应 于 所 给 出 的 那个 截 影 : 对 每 个 点 pe M, 芽 f, 等 于 所 给 出 的 那 
个 芽 , 但 可 以 相差 一 个 全 纯 函 数 芽 的 项 . 

对 于 局 部 第 一 库 赞 问题 的 解 需要 关于 5- 问题 可 解 性 的 赫 尔 曼 德尔 的 一 般 性 定 
理 , 其 特殊 情形 已 在 第 45 目的 末尾 引述 过 : 代替 其 中 (0,1) 一 形式 的 叙述 要 进行 有 
关 (0,s)- 形式 的 叙述 , 而 代替 伪 凸 域 的 是 任意 的 施 坦 (Stein) 流 形 (参看 第 41 目 ). 


定理 (6 问题 的 可 解 性 ). 在 任意 施 坦 流 形 上 第 s 个 关于 算 子 5 的 上 同调 群 
( 即 关 于 5 的 双 阶 (0, s) 的 M 上 具 光 滑 系数 的 闭 形式 群 2%s 对 于 恰当 (0,s)- 形式 
子 群 B%s 的 商 群 ) 对 任意 s > 1 是 平凡 的 : 
亲人 放 二 1 (1) 
) 见 第 41 目 末尾 的 脚注 所 引 的 赫 尔 曼 德尔 的 书 的 推论 5.2.6 
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换 句 话说 , 在 施 坦 流 形 上 方程 
O00 (2) 


在 类 多 %s-1 中 对 于 任意 形式 w e .多 %s.6w = 0, 有 解 . 证 明 略 去 1Y. 利用 定理 工 便 证 
明了 


定理 1 (多 比尔 特 (Dolbeault)). 对 任意 复 流 形 M, 具 全 纯 系 数 的 s 维 , s > 1， 
上 同调 群 同 构 于 群 万 *(M): 


HM ON 7 DR = 1 0 (3) 


证 明 . 以 多 s 和 Zs 分 别 表示 流 形 M 上 光滑 的 和 (对 算 子 ) 闭 的 双 阶 (0, s) 
的 形式 的 层 , 并 将 它们 看 成 是 对 于 加 法 的 阿 贝尔 群 层 . 层 的 序列 


|&I 


0 


2 二 (4) 


其 中 i 为 散 入 , 对 任意 s > 1 为 正 合 . 事实 上 , 在 第 一 项 有 im i = ker i = 0. 在 这 二 项 
有 im i == ker 6 = Zs-1, 而 在 第 三 项 有 im 5 = 2s; 最 后 面 的 这 个 论断 来 自 这 样 的 事 
实 , 即 在 每 点 p e M 有 可 缩 的 邻 域 系 而 这 些 邻 域 是 施 坦 流 形 (例如 , 是 局 部 坐标 空 
间 中 球 的 双全 纯 像 ), 而 由 定理 I, 这 样 的 邻 域 中 每 个 闭 形式 为 恰当 . 

由 前 一 目的 定理 I 有 上 同调 群 的 正 合 序 列 


四 HO(Zs-1) 2 HO(Fs-1) HO(Zs) -0 Hi1(Zs-1) 


HP i ® 


(在 这 些 群 的 记号 中 我 们 略 去 了 符号 M). 我 们 回忆 , 第 0 个 上 同调 是 整体 截 影 , 并 由 
第 46 目的 定理 2 万 (多 s) = 0. 对 所 有 7>1 和 s > 0, 故 由 (5) 得 到 


(2 (0 
从 而 , 由 于 前 一 目的 公式 (12) 有 
(2 (6) 
由 同一 个 序列 (5), 我 们 进一步 对 r+>1 和 s>1 有 
A ee lh 
由 此 得 到 (参看 前 一 目的 公式 (9))， 


BT 1 (7) 
“参看 前 面 所 引 赫 尔 曼 德尔 的 书 , 推论 5.2.6. 
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根据 (6) 和 (7) 最 后 得 到 序列 : 
站 


还 要 注意 , 20 是 光滑 复 函 数 f 的 芽 层 , 其 中 的 f 满足 6f = 0, 即 M 上 的 全 纯 函 数 
下 局 


结合 (1) 和 (3) 给 出 
推论 。 对 任意 施 坦 流 形 有 
HH:(MiO) 二 0 对 所 有 s1 成 并. (8) 
现在 不 难 给 出 第 一 库 赞 问题 的 局 部 形式 的 可 解 性 的 证 明 . 
定理 2 (H. 嘉 当 ). 对 于 任意 施 坦 流 形 M, 任意 第 一 库 赞 问题 可 解 
证 明 . 我 们 考虑 M 上 的 阿 贝尔 群 层 的 序列 
OO SMG SO (9) 


其 中 i 为 租 入 , 而 vo 为 自然 同 态 , 它 将 每 个 芽 f e . 对 应 于 .WN/C6 中 包含 f 的 类 . 
按照 上 一 目的 定理 工 序列 


HM,A) 全 HOM, A/O) —» Hi(M,O) 
正 合 , 而 因为 M 为 施 坦 流 形 , 故 五 !(M, 0) = 0, 从 而 映射 
px :TU .1 一 TUOM, .NA]C) 


为 满 射 , 即 层 .H/C 的 每 个 截 影 对 应 了 一 个 亚 纯 函数 fe T(V .0). 而 这 即 表 明了 
问题 的 可 解 性 口 


因此 , 第 一 库 赞 问题 (局 部 形式 或 对 于 履 盖 的 ) 对 所 有 的 施 坦 流 形 可 解 , 特别 地 
对 Cn 中 的 全 纯 域 可 解 . 
我 们 发 现 原来 C? 中 所 有 对 此 问题 可 解 的 区 域 被 全 纯 域 所 穷 剖 ; 


定理 3。 如 果 区 域 D c C? 对 任意 第 一 库 赞 问题 可 解 , 则 D 为 全 纯 域 . 


证 明 . 如 果 D 不 是 全 纯 域 , 则 存在 中 心 在 边界 点 Ce 9D 的 球 B, 所 有 的 函数 
fe CD) 可 解析 延 拓 到 其 上 . 取 任 意 点 z e DMB 并 在 线段 z¢ 选取 点 C0O e 6D 通 
近 于 z, 不 失 一 般 性 可 设 60 = 0 且 直 线 {zs = 0} 包含 了 线段 zc? Cc DN B. 利用 在 
DD 中 库 赞 问题 的 可 解 性 , 我 们 现在 可 以 构建 一 个 函数 ge C(D) 它 不 可 解析 延 拓 到 
球 B 中 , 而 这 导致 了 矛盾 . 
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函数 g 的 构建 可 以 像 在 第 44 目的 例子 那样 进行 . 像 在 这 个 例子 中 那样 , 我 们 选 
取 U1 和 Us, 并 考虑 相 容 的 库 赞 条 件 : 在 DN U2 中 所 =1/(z1z2); 而 在 DN Uo, f= 


0. 如 果 f 对 此 问题 有 解 , 则 函数 g = zf 在 DD 中 全 纯 . 但 是 在 g 二 = 的 区 域 
DAN{zz = 0} 包含 了 线段 [0,4] c B, 从 而 . 9 不 能 解析 延 拓 到 B 中 ， 口 


这 个 定理 不 能 推广 到 空间 C",m > 3. 


例题 . 考虑 区 域 Dc C3, 它 由 单位 多 圆 盘 UV 中 去 掉 了 集合 {z :|zi| < 1/2, |z2| 
< 1/2, |zs| > 1/2} 得 到 ; 换 名 话说, D 是 多 圆 盘 , 在 其 上 的 边缘 |zs| = 1 就 像 图 46 那 
样 被 向 内 压缩 . 以 三 个 全 纯 域 覆盖 万 : 


图 46 


US 
Uo 2 2 < L112 < < lal < 1 (10) 
有 


并 考虑 相应 的 全 纯 上 闭 链 {hap}. 将 ho 在 区 域 V12s 中 展开 为 洛 朗 级 数 , 因为 这 个 
展 式 在 Use 中 收敛 , 故 得 到 ho3 和 jal 展 式 的 主 部 分 别 等 于 这 些 函 数 对 z。 和 zi 展 
成 洛 朗 级 数 的 主 部 . 因此 , 由 在 Vizs 中 的 等 式 


hiz + h23 + hai = 0, (11) 


我 们 得 知 函 数 hiz 的 洛 朗 级 数 的 主 部 可 分 解 为 两 部 分 , 其 中 一 部 分 对 z1 为 全 纯 , 故 
被 延 拓 到 万 , 另 一 部 分 对 zo 全 纯 从 而 延 拓 到 U2. 但 是 由 等 式 (11) 从 而 得 出 函数 hzs 
和 psi 的 洛 朗 展 式 的 主 部 分 别 延 拓 到 Us。 和 UU. 类 似 地 我 们 得 到 这 些 函数 的 正则 部 
分 也 可 延 拓 到 相应 的 区 域 . 以 hl 表示 hsi 在 中 的 延 拓 , hs 表示 hs2 在 V2 中 的 
延 拓 , 并 令 在 Us 中 hs = 0. 于 是 在 Ci 中 有 


hz — hi = hs2 — hai = hi2, 
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并 且 因 此 知 {hae} 是 上 链 {h。} 的 上 边缘 , 即 对 于 覆盖 (10) 的 第 一 库 先 可 解 . 由 我 
们 已 指出 过 的 不 难得 出 的 结论 , 局 部 形式 的 库 赞 问题 在 D 中 有 解 . 还 要 注意 , D 本 
身 不 是 个 全 纯 域 , 因为 它 不 是 一 个 对 数 凸 的 赖 因 哈 特区 域 . 


49. 第 二 库 赞 问题 


这 个 问题 推广 了 按 所 给 零点 构造 全 纯 函 数 的 问题 , 在 单 变量 情形 它 由 魏 尔 斯 特 
拉 斯 定理 所 解决 ( 卷 I, 第 46 目 ). 称 它 为 对 履 盖 的 第 二 或 乘法 库 赞 问题 , 并 叙述 于 
后 : 

给 出 复 流 形 M 的 覆盖 多 = {U6)aea, 并 在 每 个 U 上 给 出 了 函数 f。€ TT(Uo， 
MNM*), 即 不 恒 等 于 零 的 亚 纯 函 数 . 并 且 满 足下 述 的 相 容 条 件 : 在 任意 的 交集 Use = 
Uo 站 Ue 上 分 式 f/fe eT(Uap,0*), 即 为 没有 零点 的 全 纯 函 数 . 要 求 构造 流 形 M 
上 一 个 亚 纯 函 数 f. 使 得 f/f。e TT(Uo,0*), 其 ae 4 为 任意 . 

这 个 问题 的 解 函数 f, 在 每 个 U。 上 有 与 所 给 亚 纯 函数 大 相同 的 零点 和 极点 
(计算 上 重 数 ). 该 问题 的 局 部 形式 可 规定 如 下 : 对 所 给 层 .NU* /C06* 的 截 影 ( 相 容 条 件 ) 
求 对 应 于 它 的 在 整个 流 形 M 上层 .U 的 截 影 . 

我 们 还 引进 库 赞 第 二 问题 的 另 一 种 阐述 . 在 第 43 目 中 我 们 曾 引 进 所 给 亚 纯 函 
数 的 除 子 概念 . 我 们 现在 一 般 地 称 流 形 M 上 的 偶 对 A = (4.k) 为 除 子 是 说 , 它 由 余 
维 1 的 解析 集 4 ( 除 子 的 支 集 ) 和 整数 值 函 数 k ( 除 子 的 次 数 ) 组 成 , 其 中 上 在 4 的 
正则 点 集 40 上 连续 . 称 除 子 为 正 是 说 处 处 有 k > 0, 为 负 如 果 处 处 < 0 (与 第 43 
目 比 较 ). 我 们 约定 当 p e M\4? 时 k(p) 三 0, 于 是 可 以 引进 除 子 Ai = (hi,i) 与 
人 2 二 (hz, k2) 的 和 ( 差 ) 为 除 子 Al 土 Az = (A1U hz.ki 土 2). 称 Al = As 是 说 , 如 
果 Al 一 A* 具有 次 数 大 三 0. 

称 除 子 A 为 主 除 子 是 说 , 如 果 存 在 M 上 的 亚 纯 函 数 f, 使 得 A = Ay, 即 这 个 
函数 的 除 子 (参看 第 43 目 ). 在 任意 平面 区 域 D 关 C 中 任意 除 子 都 是 主 除 子 , 这 是 
由 卷 1 的 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 和 米 塔 - 列 夫 勒 定理 得 到 的 . 但 是 对 C 这 已 不 是 这 样 的 
了 : 除 子 (co,1) 不 是 个 主 除 子 , 这 是 因为 在 C 上 不 存在 这 样 的 全 纯 函 数 , 它 在 无 穷 
远 点 具有 一 阶 零点 (所 有 这 样 的 函数 为 常数 ). 在 C? 上 也 存在 这 样 的 区 域 , 它 不 是 这 
样 的 . 


例题 > 设 DD 为 C7 于 网 呈 于 (二 让 2 =00 5 二 除 于 人 二 (和 一 0) 
其 中 当 lz <1 时 k=0, 当 |zi| > 1 时 k= 1. 它 为 非 负 , 故 使 得 它 只 能 对 应 于 
D = C2?\y 中 的 全 纯 函 数 . 由 紧 奇 点 定理 , 这 个 函数 可 以 延 拓 为 整 函数 , 但 是 因 它 在 
{22 = 0} 上 的 限制 不 能 在 7 内 等 于 零 , 并 在 7 之 外 也 不 为 零 , 因此 人 不 是 主 除 子 . 


定理 1， 对 复 流 形 M 上 的 任意 覆盖 Y = {U6。}aea, 第 二 库 赞 问题 有 解 当 且 仅 
当 在 这 个 流 形 上 任意 除 子 是 主 除 子 . 


证 明 . a) 设 在 M 上 任意 除 子 都 是 主 除 子 且 设 {fo} 为 对 履 荔 和 的 任意 第 
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fo/fs es 0O*(Uap), 则 在 此 交集 上 有 4。 = 46 和 ko = ks. 因此 4 = | ] Ah。 为 余 


aEA 

维 1 的 M 的 解析 子 集 且 在 UU 上 二 人 是 在 40 上 整体 给 出 的 整数 函数 , 妈 
GC A 

取 函 数 f e .XM(MM), 使 其 Ay = A. 于 是 f/f。 对 任意 a e h 在 Uo\Ao 和 在 4。 
的 正则 点 中 全 纯 且 不 为 零 , 而 因为 4。 的 临界 点 集 的 余 维 不 小 于 2, 故 按 第 32 目的 
定理 4 f/f。 被 延 拓 为 G(U。) 中 的 函数 , 显然 并 不 取 零 值 . 因此 f 是 对 具 条 件 {f。} 
的 问题 的 解 

b) 设 在 M 上 该 问题 可 解 且 A = (4,k) 为 任意 一 个 除 子 . 因为 codim 4 = 1. 故 
对 任意 we 4 存在 有 限 个 函数 hu e OG(U6) 使 得 


a | 0): 


不 失 一 般 性 可 设 4。= {h。 = 0} 为 不 可 约 集 , 而 h。 为 不 可 约 函 数 (与 第 24 目 相 
比较 ). 次 数 在 4。 的 正则 点 集 上 为 常数 , 设 其 为 ke. 我 们 令 f= [TI(Pa )， 对 


那些 Us 站 4 #9 的 w 同时 对 其 他 的 a 有 fs = 1. 这 是 第 二 库 赞 问题 的 相 容 条 件 ， 
并 且 由 假设 条 件 . 存在 函数 fe .XN(11) 为 它 的 解 . 按 构造 A; = A， 口 


因此 , 对 于 和 履 盖 的 第 二 库 赞 问题 被 证 明 原 来 等 价 于 按 所 给 除 子 构造 亚 纯 负 数 的 
问题 . 对 于 局 部 的 阐述 情况 类 似 ， 在 这 种 情形 ,该 问题 的 相 容 条 件 可 作为 层 2 = 
MN*/0* 在 M 上 截 影 来 处 理 , 称 9 为 除 子 芽 层 , 而 这 个 问题 便 化 为 寻找 对 应 于 这 个 
截 影 的 函数 f eT(M, .Ar 

转 到 可 解 性 问题 有 了 第 二 库 赞 问题 的 相对 于 流 形 M 上 覆盖 %s = {U6。} 的 条 
件 {fa}, 则 可 以 在 每 个 交集 Up = U6 人 Up 上 考虑 公式 


hag 三 fo 会 EL C). (1) 
fe 
函数 hae 满足 条 件 
fe (2) 


它 是 第 44 目 中 条 件 的 乘法 类 比 , 它 定 义 了 全 纯 上 闭 链 , 我 们 称 对 所 给 履 芒 4 的 它 
们 的 组 为 一 个 乘法 上 闭 链 . 如 果 {hlo} 和 {hss} 为 两 个 这 样 的 上 闭 链 , 则 它们 的 乘 
积 即 函 数组 hae = 心 6 必 6 也 是 个 乘法 上 闭 链 . 这 样 的 上 闭 链 构成 了 一 个 群 , 以 记号 
ZV 
像 在 第 44 目 中 那样 , 第 二 库 赞 问题 是 可 解 的 当 且 仅 当 存在 函数 ha Ee TT(Uo, 2 *) 
使 得 在 每 个 Uee 上 有 
hag = hp/ha (3) 
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这 样 的 组 {hos} 被 称 做 乘法 上 边缘 ; 这 些 组 组 成 了 2Z'( 红 ,0*) 的 子 群 , 以 符号 BIG ， 
C0*) 记 之 . 称 商 群 
Hi(Y.0*)= 2Z1(Y.0°)/BI(Y Cs) (4) 


为 对 履 盖 2 的 以 层 0* 为 系数 的 第 一 上 同调 群 , 在 这 里 的 群 运 算 像 在 6* 那样 是 乘 
法 而 不 是 在 五 (2 ,C) 中 作用 的 加 法 . 由 五 1(2% ,2”) 的 平凡 性 显然 得 到 对 覆 凋 多 
的 任意 第 二 库 赞 问题 的 可 解 性 . 

产生 的 自然 想法 是 利用 对 数 映 射 把 库 赞 第 二 问题 化 成 第 一 问题 . 因为 函数 pan 
全 纯 并 不 同 于 零 , 故 当 假定 交集 Vae 为 单 连通 时 , 我 们 可 以 在 它们 中 每 一 个 中 选取 
in hap = gop 的 一 个 全 纯 分 支 , 并 且 由 于 (2) 的 第 一 个 条 件 使 得 gap 十 gpa = 0. 由 (2) 
的 第 二 个 条 件 , 我 们 于 是 得 到 , 在 交集 Us 上 有 


gap + gpy + gye = 27ikapy, 


其 中 Kaov 为 某 个 整数 . 如 果 所 有 这 些 数 等 于 零 , 我 们 便 到 达 了 第 一 库 赞 问题 ,而 解 
此 问题 就 得 到 了 第 二 问题 的 解 . 但 是 , 一 般 说 来 情况 并 非 如 此 , 而 且 在 流 形 M 上 除 
了 第 一 库 赞 问题 的 可 解 性 条 件 外 , 还 需要 附加 茶 些 拓扑 的 限制 条 件 , 它 应 该 能 保证 
选取 In Pae = gap 的 分 支 , 使 得 所 有 的 kapy 最 后 被 证 实 都 为 零 . 

这 个 限制 条 件 可 表达 为 对 于 覆盖 的 整 系数 的 第 二 上 同调 群 为 平凡 的 条 件 ， 
按照 在 第 46 目 中 所 采用 的 系统 , 它 以 符号 H2( 纹 ,Z) 表示 . 它 表明 任意 二 阶 整 数 
上 闭 链 , 即 三 指标 的 整 值 函数 Ko 对 指标 为 反 称 . 并 在 四 重 交 os 上 满足 条 件 
kpys — kays + Kags 一 papry = 0, 可 表示 为 


kapn = kpy 一 pan + Kap, (5) 
其 中 Rae 2 为 整数 . 


定理 2 ( 塞 尔 (Serre)). 设 Y= {Uo} 为 复 流 形 M 的 一 个 单 履 盖 , 即 所 有 交 
集 Up 连通 且 单 连通 . 如 果 对 这 个 覆盖 有 


(0 = 7 (6) 

则 任意 第 二 库 赞 问题 对 于 它 有 解 . 
证 了 明 . 设 {hag} € 21(2 .6*) 为 乘法 上 闭 链 , 按 公 式 (1) 所 对 应 的 第 二 库 赞 问 
题 的 条 件 为 {fa}. 由 相交 集 的 单 连通 性 , 可 选取 gs = jn hap 的 全 纯 分 支 , 使 它们 能 


做 到 对 所 有 a,6 为 Inhgo = 一 Inhop. 
在 三 重 交 集 上 我 们 有 


5 号 下 98y -a De = 2T2Kapn， (7) 
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其 中 {kapy} 为 22(2,Z) 中 的 整数 上 闭 链 . 按 条 件 五 (2 ,2Z) = 0, 表明 我 们 可 以 以 
形 (5) 代表 这 个 上 闭 链 , 并 令 在 Up 上 


90 = 9 — 27ihag: 
下 是 在 三 个 三 理 父 果 UnBs 止 由 (7) 和 (5) 有 


因此 , {gas} 是 ZL ,CO) 中 的 全 纯 上 闭 链 . 按照 定理 的 条 件 Hi( 双 ,6) = 0， 
此 , 它 也 是 个 上 边缘 , 即 存在 gw es O(U6) 使 得 gae = gs 一 ga. 我 们 令 ha = ege; 于 
是 hu e C0*(Us。) 和 hog = egee = egee = hg/ha. 这 表明 {has} e B1(Y,0*); 我 们 便 
证 明了 万 !(U ,6*) = 0, 从 而 定理 得 证 .， 口 

转 到 局 部 问题 , 我 们 发 现 如 在 拓扑 中 证 明 那 样 , 整 系数 上 同调 对 于 空间 的 同 伦 变 
换 不 变 (这 反映 了 它们 的 拓扑 特征 ). 我 们 已 知 , 拓扑 空间 的 两 个 连续 映射 f,g :XX 一 
Y 被 称 做 同 伦 是 说 , 如 果 存 在 连续 映射 族 fi : X 一 Y, 它 连续 地 依赖 于 参数 te [0, 1]， 
并 且 使 得 fo = f, fi 二 9 (与 第 21 目的 同 伦 方法 相 比 较 ). 称 两 个 空间 同 伦 是 说 , 如 果 
存在 连续 映射 1: 匀 一 Y 和 og :Y 一 X, 使 得 gof 同 伦 于 空间 XX 的 恒 同 映射 , 而 
fo9 同 伦 于 Y 的 恒 同 映射 . 

六 证明， 

1. 球 B" = {z € C" :|z| < 1} 同 伦 于 一 个 点 , 而 球 环 {z € C” :7 < |z| < R} 同 伦 于 球面 
{lz| = 1}. 

2. 对 于 球 , 当 s > 0 时 有 HH:(B",Z) = 0, 而 对 n 维 球面 当 0 < s <n 时 Hs(5”,2Z)=0, 
而 万 "(S",Z) = 也. 

3. 如 果 对 流 形 M 有 妃 *(M,Z) = 0, 则 对 它 的 任意 单 覆 盖 有 Hs*( 多 ,2) = 0. 洲 


现在 来 进行 定理 2 的 局 部 不 变性 的 证 明 . 
定理 3 ( 塞 尔 )， 在 施 坦 流 形 M 上 , 如 果 它 的 第 二 个 整 系数 上 同调 群 平凡 : 
Be (0 0 (8) 
则 M 上 的 任意 一 个 第 二 库 赞 问题 可 解 . 
证 明 . 考虑 乘法 群 层 的 正 合 序 列 
To NN 


其 中 i 为 奏 入 , 而 o 为 自然 同 态 (其 正 合 性 来 自 im i = ker p 和 im yp = .NM*/0). 对 
应 于 它 有 正 合 序列 


下 人 2) (9) 
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所 考虑 问题 的 可 解 性 条 件 是 映射 
CT TY TN A /0 


为 满 . 因为 序列 (9) 正 合 , 故 这 个 条 件 化 为 


Hi(M,0*)=0. (10) 
我 们 对 此 条 件 给 出 另 一 种 形式 . 为 此 我 们 再 考虑 一 个 正 合 序列 
Om 0 (11) 


其 中 为 嵌入 同 态 . 而 e :f 一 ex*t 为 从 加 法 群 层 C 到 乘法 群 层 C* 的 同 态  ?. 对 
应 于 它 的 序列 


1 全 全 


也 正 合 , 而 因为 M 为 施 坦 流 形 , 故 它 两 端的 群 均 平凡 . 由 此 得 知 中 间 的 两 个 群 同 构 ， 
并 由 条 件 (8), 等 式 (10) 的 确 成 立 . 口 


注 . 由 此 证 明 看 出 , 对 于 对 应 于 TT(M,.N*/0*) 的 某 个 截 影 , 具体 第 二 问题 的 可 
解 性 的 充分 必要 条 件 是 在 同 态 


o:T(M,MN*/O0”) —» Hi(M, 0”) 


下 这 个 截 影 的 像 为 群 1(1M, C6*) 中 的 单位 元 . 塞 尔 还 证 明了 对 于 施 坦 流 形 , o 总 是 
满 的 (另外 , 对 于 任意 元 ge Hi(M, 0*) 存在 对 应 于 它 的 元 素 fe TT(M,.NMN*/C*) 只 
由 全 纯 函 数 芽 组 成 )， 因 此 , 如 果 群 五 1(M.C0*) 关 0, 则 存在 T(M, .NM*/0*) 中 截 影 ， 
对 它 而 言 第 二 问题 无 解 , 即 对 施 坦 流 形 . 条 件 (8) 对 任意 第 二 问题 也 是 个 必要 条 件 . 


例题 。 存在 不 是 施 坦 的 流 形 , 但 是 第 二 库 赞 问题 也 可 解 . 空间 C? 中 的 区 域 D = 
{0 < |z| < 1|z2| < 1}(U{z1 = 0,|zz| < 1/2} 可 以 作为 这 种 例子 : 它 不 是 全 纯 域 , 但 
可 以 证 明 , 在 其 中 任意 一 个 第 二 库 赞 问题 都 可 解 . 由 前 一 目的 定理 3 看 出 , 区 域 D 
也 可 以 作为 对 第 二 问题 有 解 但 对 第 一 库 赞 问题 无 解 的 例子 . 在 前 一 目的 例子 (参看 
图 46 的 例子 ) 的 区 域 D c Cs 中 第 一 和 第 二 库 赞 问题 都 可 解 , 虽说 D 并 不 是 全 纯 
域 . 第 二 问题 的 可 解 性 来 自 及 1(9.06) =0 和 H2(D,2Z) = 0, 这 是 因为 D 同 胚 于 球 . 


塞 尔 定理 的 简单 推论 是 下 面 的 定理 . 


定理 4 ( 冈 洁 ). 如果 D = Di x… x D。 是 C* 中 的 多 圆 形 区 域 , 其 中 可 能 除 
去 一 个 外 其 余 所 有 的 D, 都 是 单 连通 的 , 则 在 中 任意 第 二 库 赞 问题 可 解 


序列 (11) 的 正 合 性 由 后 面 事实 可 以 看 出 : 恒 等 于 整数 的 函数 在 映射 e 下 映 到 了 1, 并 且 每 个 
函数 f 关 0 局 部 地 可 以 表示 为 e2rz9 的 形式 , 就 是 说 , 映射 e : 6 一 6* 为 满 
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证 明 . 和 有 先 , D 显然 是 个 全 纯 域 . 设 D,,… , D, 为 单 连通 区 域 ,于 是 H2(D,Z) = 
娓 “( Di,2), 这 是 因为 整 系数 的 上 同调 群 在 与 单 连通 平面 区 域 作 ( 笛 卡 儿 ) 乘积 时 不 
变 (我 们 不 打算 进入 这 个 拓扑 事实 的 证 明 ). 但 是 对 任意 平面 区 域 Di, 群 H2(D1,Z) 
平凡 (这 至 少 可 由 卷 志 第 46 目的 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 得 到 ); 因此 H?2(D,2Z) = 0.， 口 


例题 ， 特别 . 由 定理 4 得 到 第 二 库 赞 问题 在 任意 单 连通 多 圆 形 区 域 中 可 解 . 但 
是 对 任意 单 连通 的 全 纯 域 还 不 足以 保证 这 个 问题 的 可 解 性 , 这 里 是 相应 的 例子 ( 塞 
尔 ). 区 域 
De 省 云 1 


是 一 个 全 纯 域 . 这 是 因为 在 每 个 点 Ce 9D 存在 障碍 : 函数 fc(z) = {C2 十 人 十 (一 
(给 十 如 十 又 )}-! € CD) 当 z 一 C 时 无 界 . 该 区 域 为 单 连 通 , 这 是 因为 它 同 豚 于 
曲面 M = { 验 十 有 总 十 又 一 1 = 0} 和 单位 圆 盘 的 乘积 . 但 是 并 不 是 任意 的 第 二 库 赞 
问题 都 在 D 有 解 . 事实 上 , 区 域 D 同 伦 于 曲面 M. 而 它 是 个 二 维 球面 {fz e R3 : 
;D2) = (5 00 


817. 应 用 
我 们 将 考虑 在 上 一 节 中 得 到 的 一 些 结果 的 某 些 应 用 . 


50. 库 赞 问题 的 应 用 
作为 第 一 个 应 用 我 们 考虑 函数 从 施 坦 流 形 M 的 解析 子 集 的 全 纯 延 拓 问 题 . 


定理 1。 设 M 为 施 坦 流 形 , 并 且 
A= {pE€ M :wv(p)= 0} (1) 


为 余 维 1 的 解析 集 , pe OC(M) 为 它 的 定义 函数 0. 于 是 4 的 任意 点 上 局 部 全 纯 的 
函数 f 可 延 拓 为 f € 6(M). 


证 明 . 因为 了 在 4 的 点 局 部 全 纯 , 则 流 形 M 上 存在 开 覆 盖 {Ua} 如 此 细 , 使 
得 对 任意 满足 Us。 站 A 了 的 a 存在 函数 f。e 0O(U6), 满足 条 件 


falvsna = flvsna: (2) 


在 剩余 的 U。 中 , 我 们 令 f= 0, 并 且 我 们 取 函 数组 fo/p e .NM(Uo) 为 对 于 徐 瘟 
{Ua} 的 第 一 库 赞 问题 的 给 定 条 件 . 


1 参看 第 25 目 . 
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因为 在 任意 交集 Uwe = Us 人 Up 上 , 由 于 (2), 差 大 -jp 在 4 上 为 零 , 故 由 定 

义 函数 的 性 质 存在 函数 hap e C(Uap), 使 fs。 fa = napp. 由 此 看 出 所 考虑 的 这 些 
条 件 相 容 , 并 且 和 
ocx 

hap = Re (3) 

为 对 应 于 这 个 问题 的 全 纯 上 闭 链 . 依据 第 48 目的 定理 2, 这 个 问题 可 解 , 即 存在 函数 

ha。 € O(U6), 使 得 hae = he -ho. 将 其 与 (3) 比较 , 我 们 发 现在 任意 交集 Us 上 有 

fatwpha = fet+wphe. 因此 ,在 M 上 整体 定义 了 一 个 全 纯 函 数 f, 使 得 flu, = 万 +epa 

对 所 有 a 成 立 . 因为 在 A 上 w=0, 故 fla=f. 口 


*WM=EeC 1l<|lz<2 有 A = {eM z= 证 SC (2 ll) 
全 纯 于 4, 但 不 能 延 拓 至 M. 为 什么 在 这 里 不 能 应 用 定理 1? 水 

定理 1 让 我 们 得 到 赫 费 尔 (Hefer) 展开 式 . 我 们 在 第 30 目 推导 韦 伊 积分 公式 时 
曾 不 加 证 明 地 应 用 过 它 . 这 个 展 式 的 基础 是 下 面 的 引 理 

引 理 ， 设 D Cc Cnm 为 全 纯 域 , 并 且 (nm 一 ) 维 复 平面 I = {zeCn :za=…= 
zk 二 0} 与 它 有 非 空 交 . 于 是 任意 在 工 们 忆 为 零 的 函数 fe 6(D) 可 在 D 中 有 表达 
式 

k 
f(z) = zu9u(z), (4) 
v=1 

其 中 所 有 mw e 6(D). 

证 明 . 证 明 将 由 对 大 的 归纳 进行 . 在 上 = 1 的 情形 此 论断 是 显然 的 , 这 是 因为 
作为 gi 我 们 可 取 为 函数 了 /zi; 设 论断 对 上 一 1 成立. 记 G = DN{zx = 0} 这 个 交集 
的 所 有 连通 分 支 显 然 是 变量 z1,…- ,zk_1, zk+ ,zm 的 空间 C"-: 中 的 全 纯 域 . 限 


制 | _o, e 6(G) 并 且 按 所 设 条 件 它 在 G 站 {4 = … = am_: = 0} 上 为 零 . 根据 归 
纳 假定 , 由 此 推导 出 在 G 上 成 立 表示 


k—1 
0 
a 2 Zugv(Z1, “°° ,Zk—1, Zk+1l,"**， Zn), 
v=] 


其 中 所 有 go es C(G). 根据 定理 1, 所 有 go 可 从 G = DN{zx = 0} 延 拓 到 整个 区 域 
DD 为 函数 g,(z). 
我 们 现在 考虑 差 


k—1 
p22) = > 2095(2); 


显然 ， a = 0, 并 且 因 为 为 定义 函数 , 故 存在 g e 0O(D), 使 得 p(z) = zkgx(2z)， 
其 中 z e D 为 任意 . 由 此 看 出 表示 式 (4) 对 上 成 立 ， 口 
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由 此 引 理 可 十 分 简单 地 推导 出 


定理 2 ( 赫 费 尔 ).。 设 D c Cn 为 全 纯 域 且 W(z) e COD) 为 任意 函数 . 于 是 存 
在 这 样 的 函数 已,(C,z) € 6(D x DD),v = 1,… ,n, 使 得 对 所 有 ¢,z e D 成立 表 达 式 


WOR > A (5) 
大 = | 
证 明 . 函数 差 W(C) - W(z) e CD x D), 且 因 为 D x DD 为 C2* 中 的 全 纯 
i en lS 
一 ZZn4v = Zz(v = 二 1,-… ,n) 时 ,我 们 可 以 应 用 引 理 到 所 考虑 的 这 个 函数 差 上 . 我 
们 得 到 了 所 需要 展 式 (9). 口 


定理 1 可 以 强化 . 在 其 中 假设 集合 4 具有 在 整个 流 形 M 上 有 整体 全 纯 的 定义 
函数 ; 我 们 现在 指出 , 对 于 茶 些 流 形 M, 这 种 假设 自动 满足 


定理 3。 设 对 复 流 形 M 有 
WO. (6) 
于 是 对 任意 余 维 1 的 解析 子 集 4 C MM 存在 整体 定义 函数 we 6(M). 


证 明 . 任意 余 维 1 的 解析 子 集 都 具有 局 部 定义 函数 (第 25 目 )， 故 而 存在 流 
形 M 的 覆盖 Y = {Us} 如 此 之 细 , 使 得 在 每 个 满足 Ce 站 4 关 红 的 Uo, 存在 函数 
Va EO(Uo) 定义 了 集合 Uo 门 4; 在 剩 下 的 Uo 中 我 们 令 wa = 1. 不 失 一 般 性 , 可 设 
窗 盖 Z 为 单 的 (参看 上 一 目 中 定理 2 中 的 叙述 ) 并 使 得 2 


m2 = HE 0. (7) 


可 以 把 函数 组 {wa} 看 成 是 对 覆盖 和 的 第 二 库 赞 问题 的 条 件 ; 它们 是 相 容 的 ， 
这 是 因为 按照 定义 函数 的 性 质 , 在 任 一 个 交集 上 有 ya/yp e 0O*(Uo6). 由 上 一 目 定 
理 2, 这 个 问题 可 解 , 即 存在 在 M 上 全 纯 的 函数 yp (由 于 库 赞 条 件 的 全 纯 性 ) 使 得 
p/wa e 0O*(U) 在 任意 VU。 上 成 立 . 并 且 这 个 函数 yp 是 集合 4 的 整体 定义 函数 口 

我 们 还 要 推导 出 所 谓 庞 加 莱 问 题 的 解 : 把 流 形 上 的 亚 纯 函 数 表示 成 在 此 流 形 上 
全 纯 函 数 的 比 (局 部 地 这 样 的 表示 来 自 亚 纯 函 数 的 定义 , 而 此 问题 在 于 整体 表示 .) 

就 像 在 单 变量 的 情形 那样 ( 见 卷 I 第 46 目的 定理 3), 可 以 证 明 在 第 二 库 赞 问题 
可 解 的 流 形 上 庞 加 莱 问 题 也 可 解 . 利用 前 一 目 定 理 3 之 后 的 注 中 所 叙述 的 塞 尔 的 结 
果 可 以 证 明 , 对 于 任意 施 坦 流 形 的 这 个 可 解 性 问题 成 立 : 


定理 4 每 个 在 施 坦 流 形 M 的 亚 纯 函数 /可 表示 为 在 这 个 流 形 上 的 全 纯 函 数 
的 比 . 
0 利用 第 46 目 末 尾 的 注 和 上 一 目的 习题 . 
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证 明 . 我 们 把 函数 f 的 除 子 Ar 表示 为 T(WM, 9) 中 两 个 正 除 子 之 差 : A' 一 
A”, 取 元 o(A”) e Hi1(M, CO*), 并 利用 所 提 到 塞 尔 的 结果 可 以 找到 正 除 子 A”, 使 
得 o(A”) = -ao(A”). 因为 o 是 个 同 态 , 故 o(A” + A) = 0, 从 而 (由 第 49 目 
定理 3 后 面 的 注解 ) 对 应 的 库 赞 问题 可 解 . 并 存在 函数 四 eT(M, .NM*), 使 其 除 子 
Ay = A” 十 A”. 但 是 这 个 除 子 为 正 . 因此 vy 为 全 纯 函 数 . 最 后 , 我 们 考虑 乘积 的 除 
子 Ajyy = (A' 一 A") (A” +A”)=A’+A”; 它 也 是 正 的 , 因而 函数 p= fy 在 MM 
上 全 纯 . 故 所 给 函数 f = p/w， 口 


51. 莱 维 问题 的 解 


我 们 从 推广 由 解析 集 延 拓 函 数 的 问题 着 手 , 这 是 我 们 上 一 目 所 关注 的 问题 . 它 的 
意思 是 说 , 代替 余 维 1 的 集合 我 们 去 考虑 任意 余 维 的 集合 , 而 代替 全 纯 函 数 的 是 光 
滑 的 形式 但 它 是 关于 算 子 9 的 闭 形式 . 

以 X 代表 复 流 形 M 的 一 个 闭 子 集 , 而 以 3s(X) 表示 定义 在 X 的 某 个 邻 域 
中 对 算 子 6 为 闭 的 双 阶 (0, s) 的 形式 的 集合 (其 中 每 个 形式 有 它 目 己 的 邻 域 ). 设 
Bs(X) C Zs(X) 为 对 于 5 的 恰当 形式 的 子 群 , 并 令 互 *(X) = 2Zs(X)/Bs(X) 为 商 群 
我 们 需要 下 面 的 引 理 . 


引 理 . 设 X 为 复 流 形 M 的 一 个 闭 子 集 . 函数 yp 在 X 的 邻 域 中 全 纯 , A = {fpe 
X :oo = 0}. 如 果 对 某 个 s<>0 有 


万 s+1(X) = 0， (1) 
则 对 任意 形式 we Zs(4), 存在 形式 Qe Zs(X), 它 的 限制 Q = 另外 有 
万 *(X) = 0 人 万 s(4) = 0. (2) 


证 明 . 取 任 一 形式 w e Zs(A) 并 构造 一 个 函数 7 e Cee(X), 它 在 4 的 某 个 邻 
域外 等 于 零 , 且 它 及 其 闭 包 同属 于 一 个 使 w 有 定义 的 邻 域 中 , 而 它 在 较 4 的 那个 邻 
域 更 小 的 邻 域 中 等 于 1. 于 是 形式 nw 在 7 = 0 处 扩充 定义 为 0, 从 而 在 整个 X 为 光 
滑 . 因为 在 X\A,w 0 并 全 纯 (从 而 , y 在 那里 当 对 z 微分 时 就 像 常数 一 样 ), 故 形 
Te =B(ne) 在 此 处 为 闭 . 

在 7 三 1 的 那个 A 的 邻 域 中 , 我 们 有 O(nw) = 0, 这 是 因为 w 为 闭 . 故 可 令 ww 
在 4 上 等 于 零 , 从 而 扩充 了 w' 的 定义 , 于 是 得 到 w' e Zs+1( 义 ). 因 条 件 (1), 存在 在 
X 上 光滑 的 形式 Q 使 50' = w'. 由 此 推出 , 在 X 上 


O(nw FE p00") 和 0， 


即 形式 Q = nw 一 ypQ' e Zs(X). 因为 在 4 上 函数 =0 而 m= 1, 故 限制 Q| ,=w， 
从 而 引 理 的 第 一 个 论断 得 证 . 
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如 果 还 有 万 *(X) = 0, 则 形式 Q 在 X 上 为 恰当 , 因此 w 在 A 上 为 恰当 .因为 
we Zs(4) 是 任意 取 的 , 故 互 *(4) =0. 口 


现在 已 不 难 证 明 关 于 延 拓 的 一 般 性 定理 了 . 
定理 1. 设 M 为 复 流 形 , 且 
A={p€EM :wi1(p) = = pm(p) = 0}, (3) 
其 中 所 有 we 6(M). 如 果 
Hs+1(M) =...= Hs:t+™m(M) = 0， (4) 


则 和 任意 闭 于 4 的 邻 域 中 的 双 阶 (0, s) 形式 w, 是 在 M 上 的 一 个 闭 形式 9 在 4 上 的 
限制 . 


证 明 . 记 4 = {p € M : pi(p) = 0}， 由 条 件 (4) 按 引 理 所 有 217(A41),j = 
s,… ,8 十 m 一 1 的 形式 可 从 4 延 拓 到 M， 并 且 除 此 之 外 , Hs+1(A1) = …: = 
Hstm (Ai) = 0. We Ao= (DE A -GO) = 0 = (pe NM: OHO 0 0 
这 后 面 的 条 件 按 同 一 个 引 理 得 到 , 所 有 ZI(42),i = s,… ,s 十 m 一 2, 从 4 延 拓 至 
Ai, 并 且 五 5+1(42) 一 … = 厅 s+m-2(42) = 0. 继续 同一 讨论 , 最 后 得 到 所 有 2s(A) 
中 形式 从 4， = 4 延 拓 到 4， ={peMi:oip)=…=wnm_ip) = 0}. 因为 在 前 
一 步 我 们 曾 得 到 万 s+1(4,,_1) = 0, 故 被 延 拓 了 的 形式 又 被 延 拓 到 Aw_z, 等 等 . 沿 所 
构造 过 的 步骤 链 返回 , 我 们 得 到 这 些 形式 被 延 拓 为 在 整个 流 形 M 上 的 朵 形式 口 


推论 。 如 果 对 某 个 复 流 形 M 有 
HsS(M)=0, s=1,..…,m (5) 

则 在 解析 集 4 = {p € M : p1(p) =… = pm(p) = 0} 的 邻 域 中 全 纯 的 任意 函数 f 可 
延 拓 到 M 上 全 纯 的 函数 , 这 里 的 oj € 6(M). 

现在 可 以 转向 在 813 中 谈 到 的 莱 维 问题 的 解 , 它 在 于 证 明 任 何不 能 全 纯 扩 张 到 
它 自己 的 每 个 边界 点 的 区 域 D Cc C" 是 个 全 纯 域 (第 37 目 ). 在 第 39 目 我 们 已 看 到 
为 了 这 个 问题 可 解 只 要 证 明 : C” 中 任意 伪 凸 域 是 全 纯 域 ( 即 在 第 39 目的 图 示 中 的 
纺 含 关系 V = 了. 


定理 2， 区域 DC Cn 为 全 纯 域 当 且 仅 当 
Hs:(D)=0, s=1,..……,n—1. (6) 


证 明 . 必要 性 . 像 在 第 39 目 中 所 证 明 过 的 , 任意 全 纯 域 为 伪 凸 . 但 是 按照 薪 尔 
曼 德尔 关于 6 问题 的 可 解 性 定理 , 对 任意 伪 凸 域 条 件 (6) 满足 . 
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充分 性 . 由 第 33 目的 定理 2 知 , 如 果 在 处 处 稠密 的 集合 的 点 Ce 8D 存在 障碍 ， 
则 区 域 D c Cn 是 个 全 纯 域 , 其 中 ce 9D 为 障碍 , 表示 在 D 中 全 纯 的 函数 当 z 一 
时 无 限 增 大 . 设 点 Ce 8D, 使 得 在 这 点 8D 可 被 球 B Cc D 相 切 (于 是 Ce 9B 门 8D). 
这 样 的 点 集 稠 于 89D, 这 是 因为 对 任意 60 e 9D 和 任意 s > 0 可 取 点 z0 € D, 满足 
lz 一 C9| < ;于 是 逼近 zw 时 , 氮 Ce 9D 便 具 有 所 要 的 性 质 且 |¢ -59| < 2s. 

以 1 表示 通过 CC 和 球 B 中 心 的 复 直 线 . 这 条 直线 是 个 解析 集 并 交 DD 为 (1 上 ) 
一 开 集 4, 其 实 维 数 等 于 2. 点 Ce 684, 并 且 可 以 构造 一 个 在 4 中 全 纯 的 函数 , 它 以 
C 为 极点 (对 任意 平面 开 集 都 存在 这 样 的 函数 ). 由 条 件 (6), 按照 定理 1 的 推论 , 这 
个 函数 可 延 拓 为 函数 Fe CD), 它 在 z 一 5 时 无 限 增 大 , 即 在 点 5 有 障碍 口 

* 证 明 区 域 D C C”" 为 全 纯 域 当 且 仅 当 H5(D.6)= 二 0 对 ss 二 1,…,n 一 1 成 立 . 

52. 其 他 的 应 用 

我 们 在 前 面 曾 不 止 一 次 地 用 过 的 5- 问题 的 可 解 性 可 以 被 用 于 复 分 析 中 一 系列 
其 他 的 问题 . 我 们 在 这 里 给 出 这 类 应 用 中 的 两 个 例子 

作为 第 一 个 例子 我 们 考虑 CR - 函数 的 局 部 延 拓 问题 的 解 , 而 我 们 曾 在 第 31 目 
中 考虑 过 它 的 整体 延 拓 问题 . 如 果 在 整体 形式 中 问题 总 可 解 (在 某 些 自然 的 条 件 下 )， 
那么 从 超 曲 面 延 拓 函 数 的 局 部 形式 则 需要 再 加 上 对 超 曲 面 的 补充 条 件 . 例如 . 在 实 超 
平面 {yw = 0} 上 任意 只 依赖 于 xz; 的 C1 类 函数 都 满足 柯 西 - 黎 曼 切 条 件 , 但 是 显 
然 可 看 出 , 并 非 所 有 这 些 函 数 可 从 超 平 面 上 全 纯 地 延 拓 . 

我 们 来 给 出 一 个 结果 , 在 n = 2 时 它 由 莱 维 在 1956 年 得 到 ; 我 们 现在 要 讲述 的 
证 明 属 于 赫 尔 曼 德尔 . 


定理 1。 设 实 超 曲 面 S 在 它 自己 的 点 a 的 邻 域 UV 中 由 方程 p(z) = 0 给 出 , 其 
中 o e C%(D), 且 yy 关 0. 如 果 莱 维 形式 Hi(y,w) 在 复 切 平面 Te(S) 上 的 限制 至 
少 有 一 个 正 特征 值 , 则 在 S$ 上 满足 柯 西 - 黎 曼 切 条 件 的 任意 函数 fe C1(5) 可 全 纯 
延 拓 到 点 a 的 某 个 邻 域 中 使 o < 0 的 部 分 3 


证 明 .不 失 一 般 性 可 设 = 0, 平面 Tu(S) 等 同 于 {z1 = 0},72(S) 等 同 于 
[za = 0}, 而 op 在 点 0 的 泰勒 展 式 具 有 形式 
p(z) 一 Z1 十 万 604P, 动 十 o(|z|*) (1) 


(参看 第 37 目 )， 在 附加 一 个 非 退 化 的 C- 线性 变量 (zo,… ,zw,) 的 变换 后 , 还 可 假 
定 对 应 Ho 的 正 特征 值 的 特征 向 量 指向 ,一 轴 的 方向 , 于 是 展 式 (1) 具有 形式 


P(2) = 71+ ln + P(z; 3) +o(lz)), (2) 


其 中 P 是 关于 变量 'z = (1,… ,zn-1) 和 和 的 二 次 齐 次 多 项 式 . 
0 关于 术语 和 记号 参看 第 37 目 . 
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于 是 2('0,z) = |zw 上 ?十 o(|zw|>), 因而 可 选取 5 > 0 如 此 之 小 , 而 随后 可 选 7 > 0 
使 得 在 多 圆 盘 
V= Vx{lzn| < = 地 二 < 路， 
O20 


中 有 a 而 靠近 它 的 边界 {|z| = 6} 函数 p(z) > 0. 在 这 样 的 选取 下 , 对 任 


类 固 定 的 ‘eV 使 得 集合 并 [双轨 | 加 | 攻 6D( 于) S08 包 合 了 圆 {| 各 ,| 三 6} 的 邻 域 
并 且 连 通 , 这 是 因为 作为 z, 的 次 调和 函数 的 vy 在 圆 盘 {|z| < 5} 中 没有 局 部 极 大 . 

函数 f 可 以 光滑 地 延 拓 到 V, 而 由 于 在 S$ 上 它 满足 柯 西 - 黎 曼 切 方程 , 故 在 V 
上 有 


Dj = hoOw + pw1 (3) 


其 中 ho 为 光滑 函数 . 而 wi 为 双 阶 (0, 1) 的 形式 (参看 第 37 目 开 头 部 分 的 习题 ). 我 
们 将 在 Y 中 构造 一 个 光滑 函数 go, 使 得 


gols = 了 以 及 6go0 = 0O(w*) (4) 


在 S 的 邻 域 中 成 立 . 这 可 按 下 面 的 方式 来 进行 .首先 我 们 注意 到 ,由 于 有 (3), 故 
Of = Moo) 2 ol 2 Oho) Ww 由 此 0 二 "0(002) 一 OOWw2 | G0w2 故而 
6p 人 wzls = 0, 因此 , wz = hi6w + pws, 其 中 hi 为 某 个 函数 , 而 ws 为 形式 . 还 需 令 
9g0 = 二 了 一 hoyp 一 hig*/2, 于 是 


= 二 去 1 一 
Ogo = wa 一 hipow 一 (22/2)073 = 0 (we 一 Bhi ) 


从 而 这 个 函数 满足 条 件 (4). 
我 们 记 D= {zeEV :wp(z) <0), 以 及 
moo A Dh 
o-{ 在 V\D 中 ; 号 
因为 在 9P 门 站 有 yw2= 0, 由 (4) 知 此 形式 属于 Ci(V), 并 且 为 0- 闭 , 对 任意 '2 e' V， 
形式 Q 对 za 具 紧 支 集 (因为 在 {|z| = 6} 的 邻 域 中 yp > 0, 从 而 9 = 0), 另外 我 们 
jo = | a rats 


a zi an( 2 Zn + Cn) 
C 


了 已 dln 人 dkn， (6) 


其 中 a, 为 dz,, 在 的 表达 式 中 的 系数 . 
由 于 形式 Q 为 6- 闭 , 所 以 
8f=Q (® 
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(参看 第 45 目 ), 而 因为 在 万 之 外 Q = 0, 故 在 那里 了 为 全 纯 函数 . 但 是 , 从 (2) 可 
看 出 的 , 存在 点 'z9 e' Y 其 具有 正 的 x9, 靠近 这 个 点 总 没有 D 中 点 , 使 得 在 其 上 有 
an('z,zn) = 0 对 所 有 > 成 立 , 并 且 根 据 (6) 函数 f(z) = 0. 这 样 的 点 的 集合 为 开 , 而 
因为 由 前 面 的 证 明 , 对 任意 固定 的 'z e' 了 , 集合 {zw : p('z, za) < 0} 连通 并 包含 了 
{|zn| = 6}, 故 在 DD 之 外 f(z) =0. 

现在 我 们 考虑 函数 F = go 一 fe C2(V). 在 V\D 中 它 等 于 go, 并 且 根 据 (4), 它 
在 8DNV 中 等 于 f, 而 在 区 域 D 由 于 (5) 和 (7) 我 们 有 68F = 6go -Q = 0. 故而 
F 是 函数 f 从 S = 6D 到 区 域 DD 的 点 z = 0 的 邻 域 中 的 yp(z) < 0 部 分 的 全 纯 延 
拓 .， 口 


作为 第 二 个 应 用 , 我 们 考虑 在 第 16 目 中 得 到 的 麦克 斯 韦 方 程 解 的 积分 表示 的 
一 种 修订 . 我 们 在 这 里 将 要 得 到 的 公式 对 于 应 用 来 说 非常 方便 . 在 第 16 目 中 我 们 曾 
证 明 , 彭 罗斯 变换 多 把 扭转 子 空间 3 的 区 域 D; 中 系数 为 对 变量 ww; 为 -4 齐 次 
的 9- 闭 (0,1) 形式 联系 到 麦克 斯 韦 方程 


FT(Z)= fi®Br+ foBr + Er 


的 自 对 侦 解 , 其 中 Bi, Br 和 Bn 为 双 阶 (2.0) 的 特定 形式 , 而 系数 可 表达 为 在 射影 直 
线 1 = p(2) 上 的 积分 , 并 在 区 域 Me 上 全 纯 0 


F(a | 0 (wodw! — widwo), k= 1,2,3. (8) 
p(2Z) 


同样 注意 到 (参看 第 16 目 定理 1 后 面 的 注解 ), 65- 恰当 形式 对 应 于 零 解 , 使 得 变换 
多 实际 上 不 是 由 形式 w 而 是 由 它 的 上 同调 类 决定 . 由 多 比尔 特定 理 , 在 D; 中 具 
-4 次 齐 次 系数 的 5- 闭 的 (0,1) 阶 形式 对 于 同样 的 5- 恰当 形式 的 商 群 同 构 于 区 域 
D+ 上 的 -4 次 齐 次 系数 的 第 一 上 同调 群 Hi(D4,6( 一 4)). 

区 域 D; 不 是 全 纯 域 ( 它 包 含 了 多 条 射影 直线 , 并 且 在 它 的 边界 N 的 每 个 所 上 
莱 维 形式 在 Te(N) 上 的 限制 具有 不 同 符号 的 特征 值 ), 并 且 甚 至 也 不 能 被 全 纯 域 有 
限 履 盖 . 所 以 上 面 所 提 到 的 商 群 不 能 实现 为 区 域 D+ 的 有 限 履 盖 (参看 第 48 目 ). 但 
是 这 个 区 域 可 以 被 仅仅 两 个 区 域 所 覆盖 , 使 得 这 样 的 实现 对 于 限制 在 D+ 中 射影 直 
线 也 是 可 能 的 , 就 是 说 , 因为 In(wozma + wiwDs) 在 D; 中 不 等 于 零 (参看 第 13 目 )， 
故 在 那里 没有 同时 使 wo = wi = 0 的 点 , 从 而 这 个 区 域 被 两 个 区 域 U = {w e D+: 
ws QAO ea =08l 所 覆盖 . 对 于 点 Z € 1M°, 对 应 于 射影 直线 ! = p(2) 的 方程 有 形式 

Ws 三 2000 十 201W1， VW3 三 Zz10W0 十 Z11W1, (9) 
其 中 对 Ze Me , 此 直线 完全 位 于 Dj. 之 中 ( 见 第 13 目 ). 因为 在 每 条 这 样 的 直线 / 
没有 具 wo = wi = 0 的 点 , 故 它 也 被 两 个 区 域 ve = VU?! 所 禾 盖 , 其 中 每 一 个 由 1 
去 掉 一 个 点 得 到 . 
0 问题 是 要 考虑 区 域 D: 和 Me 的 确定 性 ; 也 可 将 其 换 作 Me 和 DD-. 
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我 们 将 证 明 . 在 任意 固定 的 直线 1 Cc D， 上 , 对 于 这 个 覆盖 的 , 系数 为 -4 齐 次 
全 纯 函 数 的 第 一 上 同调 群 同 构 于 对 应 的 微分 形式 的 商 群 . 其 证 明 在 于 构建 形式 和 全 
纯 函 数 之 间 对 应 关系 . 与 其 相关 地 , 我 们 所 得 到 的 形式 F+ 的 系数 fi 的 新 表达 式 对 
于 应 用 而 言 更 加 方便 . 

对 于 所 考虑 的 覆盖 只 存在 一 个 交集 00 = UU!, 并 且 在 其 上 任意 全 纯 的 -4 
齐 次 函数 , 即 齐 次 坐标 oo,… .ws 那样 的 函数 , 使 得 wpf 和 wtf 在 U1 中 可 通 
过 局 部 坐标 全 纯 表 出 的 函数 是 个 上 闭 链 .上 闭 链 中 当 存 在 函数 fe 使 得 wh fe < 
Oe 0 do 


fl = 人 5 1 (10) 
时 为 上 边缘 . 
定理 2. 分 解 式 (10) 成 立 当 且 仅 当 对 任意 闭路 径 y, cl 有 


| ws Kwe fw) (wodwi — widwo) =0, k= 1.2.3. (11) 
VY 


证 明 . 如 果 C =wi/wo 为 uo 上 的 局 部 参数 , 于 是 在 vo! = {0 <|c| < co} 上 函 
数 wé fli 被 表 为 洛 朗 级 数 
we fl 2 >》 Cn 


(11) 中 的 被 积 表达 式 可 写 为 C*-1wéfdc 并 选取 7 = {14| = p} 时 , 我 们 由 (11) 得 到 
c_1=c2z=cs=0. 由 (11) 因而 得 到 在 uw! 中 有 


lo 1 i 
f= te) 
这 里 的 第 一 个 和 式 在 u? 全 纯 , 而 第 二 个 在 区 域 ul 全 纯 , 其 中 1/¢ 是 参数 . 使 得 
用 三 真一 四 ,从 而 上 财 链 fl 为 上 边缘 . 
反 过 来 , 如 果 由 为 上 边缘 , 则 (10) 成 立 , 从 而 函数 wéf? 在 7 内 为 全 纯 . 而 
wu 由 = uC 由 按 1/A 的 宕 的 展 式 从 1/64 开始 , 故 使 (11) 的 积分 等 于 0， 口 


我 们 发 现 , 作为 使 上 闭 链 fli 为 上 边缘 的 障碍 的 积分 (11) 可 同时 作为 满足 麦克 
斯 韦 方 程 的 形式 的 系数 . 


定理 3。 对 任意 -4 齐 次 并 在 U?! 全 纯 的 函数 f, 具 系数 


CO 元 - /A we Mk lf(w) (wodwi — widwo), k= 1,2,3 (12) 
的 形式 F+ 是 在 区 域 Ms 中 麦克 斯 韦 的 解 , 其 中 y 为 在 射影 直线 ! = p(2Z) 上 闭路 
径 , 并 且 在 M4 上 这 些 方程 的 任意 自 对 侦 解 都 可 以 如 此 表示 . 
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证 明 . 我们 进行 证 明 的 方式 是 建立 全 纯 函 数 和 5- 闭 形 式 之 间 的 对 应 关系 , 使 
得 系数 公式 (12) 和 (8) 实际 上 恒 等 : 于 是 所 有 的 都 化 为 第 16 目 中 的 证 明 . 

设 给 出 了 函数 f, 它 满足 定理 的 条 件 , 又 给 出 了 直线 ! = p(2Z) 和 其 上 的 闭路 径 ， 
它 包 住 了 点 ¢ = 0, 其 中 的 5《 = wi/wo 是 mn: 上 的 参数 . 我 们 以 x 代表 一 个 光滑 
函数 , 它 在 xy 上 和 其 范围 之 外 为 1, 而 在 点 6 = 0 的 邻 域 中 为 0. 微分 形式 


3 
二 作 坟 必 = fliOx, 


它 为 双 阶 (0.1) 并 为 -4 齐 次 ; 它 被 延 拓 为 ! 上 的 5- 闭 形式 . 按照 它 和 公式 (8) 所 
构造 的 系数 为 


有 ) = Gre 
a 


(我 们 利用 的 事实 是 , wd 用 作为 《 的 函数 全 纯 ). 根据 斯 托 克 斯 定理 并 考虑 到 函数 x 
在 y 上 等 于 1 并 在 “= 0 的 邻 域 等 于 0, 我 们 得 到 


J i. Ce-lwd fhde. 


而 它 (由 于 麦克 斯 韦 方 程 的 线性 性 其 准确 到 一 个 因子 ) 等 于 (12). 还 需 对 所 1CD 选 
光滑 依赖 于 ! 的 闭路 径 族 x, 并 由 wi, 像 前 面 所 构造 的 那样 构造 D+ 中 的 一 个 形式 
w (我 们 略 去 这 个 构造 的 细节 ). 

反 过 来 , 如 果 在 D+ 中 给 出 了 一 个 6- 闭 的 (0,1) - 形式 w, 其 为 -4 齐 次 , 则 
对 固定 的 直线 ! C D+ 它 的 限制 wl = bodwwo + bidwi, 并 由 于 它 的 定义 的 合理 性 , 则 
bowo 十 biwi 三 0 (参看 第 16 目 ). 在 区 域 u? = BA a Oe! 中 其 局 部 坐标 
分 别 为 C = wi/wo 和 7 = wo/wi, 我 们 分 别 有 


gw = weéwobide, wiwli = wiwibodn. 
而 由 于 在 这 些 区域 中 5- 问题 的 可 解 性 , 存在 光滑 函数 wo 和 yp1, 使 得 
wéiobi = Opo(C)/OC. wiwibo = pl(7)157. 


由 关系 式 bozwio + biwi = 0 我 们 得 到 在 交集 wo! = ww 门 w 中 有 


Opo es C-40P1(1/6) 
ac Oto 
从 而 函数 


1 
gO) = ol6) — za01 (2) (13) 
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在 这 里 全 纯 . 
对 应 于 此 的 公式 (8) 的 系数 按 两 种 方式 被 变换 为 : 


Ws A k_10P0(C) 
fi(2) = 人 wold = 上 “de A dk 
全 | dcA-lpo(c)dc， 
fr(2)= -| rt A -| dA dn 
-0 eo 
或 者 应 用 斯 托 克 斯 定理 ， 


fr(2Z) = | C 100( 生 下 下 六 大 -/ mM “pi(n)dn + pb, 
其 中 y, 为 半径 R 中 心 在 原点 的 圆 , 而 当 玉 一 cc 时 a 一 0 和 6 一 0. 在 第 二 个 表 
达 式 中 作 变 换 7 = 1/c 并 与 第 一 个 表达 式 相 结合 , 我 们 得 到 
1 


2) detatp 


3 人 = 人 oreoOd ep ( 


最 后 , 在 第 一 个 积分 中 蔡 换 (13) 中 的 记 Pa (二 ) = wo(G) - 9(G), 我 们 有 


2f.(2)= | Cpo(C)de — Ge lpg0(C)dc + Cg(C)dt +a+p. 

J. l /um 用 
在 这 里 的 第 三 个 积分 可 以 被 沿 任意 一 条 闭路 径 yc 1 的 积分 所 替代 , 并 且 此 闭路 径 
包含 了 点 《= 0; 当 RR 一 00 时 第 一 个 积分 趋向 大 (2), 而 第 二 个 趋向 于 0, 从 而 取 极 
限 我 们 得 到 了 


Pe | Ge a = 和 人 (14) 
了 Y, 


其 中 fi(w) =g(0)/wé 为 -4 次 齐 次 函数 . 这 个 函数 (相差 一 个 非 本 质 的 因子 ) 与 (12) 
相同 . 还 需要 由 这 些 fi 构造 一 个 函数 fe C(D+ ,6(-4)), 但 我 们 不 再 把 注意 力 停留 
在 此 了 . 口 


注 . 代替 {wo = 0} 和 {2w1 = 0} 可 取 两 个 任意 的 复 超 平面 Ht, Hz C 外, 使 它们 
的 相交 直线 位 于 D; 之 外 .于 是 任意 直线 ! C D, 将 与 它们 交 于 两 个 点 . 作为 ue 和 
ul 可 选取 ! 去 掉 这 两 个 点 , 而 作为 了 为 -4 次 齐 次 函数 , 它 全 纯 于 没有 IIi 和 Hz 的 
D,; 于 是 定理 3 的 证 明 没有 实质 性 的 改变 . 
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例题 . 
(1) 设 f(w) = 1/(wiws); 因为 在 直线 /1 = p(2Z) 上 根据 (9)ws = 210W0 + Z11W1, 
于 是 在 (14) 中 的 函数 g(¢) = wbfli = (zi0 + 2160) .因此 系数 


k—1 
fi(2) = 27 | 和 k= 1,2,3. 


271 Yl Z10 十 2 
在 这 里 的 被 积 函 数 在 点 《 = 一 zi0z11 有 单 极 点 , 以 标准 的 留 数 方法 我 们 求 出 
NS ed (15) 


现在 回想 一 下 , 到 = En 十 iHk 可 以 通过 f; 以 下 面 公式 表达 : 
I Po= J fi Te —%(fsst (16) 


(参看 第 16 目 ). 对 于 (15) 的 解 有 fs = 太 . 由 此 有 瑟 + 玲 十 型 = 0. 后 面 这 个 等 式 意 
味 着 电场 强度 向 量 和 磁场 强度 向量 的 模 相 等 并 有 日 这 些 向 量 正 交 : |E| = |H|,(E,H) = 
0. 称 麦 克 斯 韦 方 程 这 样 的 解 为 迷 向 的 . 

(2) 设 f(w) = wz/(w8w3); 于 是 在 直线 1 上 有 g(C) = a 从 而 (14) 中 
的 被 积 函 数 具 有 二 阶 极 点 . 以 标准 公式 计算 留 数 我 们 求 出 
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(3) 在 前 面 的 例子 中 的 解 在 M4 中 全 纯 , 它们 在 实 的 闵可夫 斯 基 空 间 中 有 奇 点 . 

为 了 要 得 到 在 M 上 无 奇 反 的 解 . 需要 选取 函数 f, 使 得 它 的 奇 上 反超 平面 不 与 D+ 的 

边缘 相交 ( 像 是 前 一 个 例题 中 的 {wo = 0} 和 {ws = 0}), 但 在 D_ 中 . 例如 , 可 令 


f(w) = (ws + iwi) (wo + iwo)-!; 于 是 
iA fo Nor, f= (Wl) /A 


其 中 在 M 上 A = zo1zi0 一 (z00 十 外 (z11 十 订 = 1 一 zll? 一 2izo 关 0 (这 里 的 zl = 


> 
X06 一 21 一 22 一 23). 


最 后 我 们 发 现 , 在 第 13 和 16 目 以 及 这 里 所 谈 到 的 彭 罗斯 的 扭转 子 方法 不 但 在 
麦克 斯 韦 方程 解 方面 , 而 且 在 许多 其 他 重要 的 数学 物理 课题 中 都 富有 成 效 ”. 
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回忆 一 下 , 所 谓 单 复 变 函数 f 在 孤立 奇 点 a 的 有 独特 性 质 的 留 数 是 , f 沿 以 a 
为 中 心 的 半径 足够 小 的 任意 图 7 的 积分 除 以 2zi: 


人 zi fe 
2712 J 


1) 参 看 . 辟 如 , 文集 Twistors and gauge fields (M.: Mup, 1983). 
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如 果 函 数 f 在 区 域 D 中 除去 有 限 个 奇 点 ov 外 处 处 全 纯 , 则 以 o 为 中 心 的 充分 小 
的 圆 %% 构成 了 区 域 D' = DD\ Ut{ey} 的 一 维 同 调 的 基 . 如 果 对 任 一 个 一 维 闭 链 ( 闭 道 
N 


路 ) 7 C D' 知道 了 按 该 基 的 展 式 y ~ 》 hy (~ 表示 同调 ), 并 已 知 函数 了 在 点 w 
到 于 


的 留 数 则 N 
人 fa = 2 > pe 
( 留 数 定理 ). Ws 
在 空间 中 成 立 类 似 的 情形 . 但 是 在 过 渡 到 空间 情形 时 , 实际 的 积分 计算 会 遇 到 
许多 困难 , 主要 是 拓扑 特征 方面 的 . 


53. 马丁 内 利 理论 


为 了 阐述 这 个 理论 需要 某 些 拓扑 概念 . 

设 M 为 mm 维 定 问 流 形 , 称 a :8 一 M 和 6 :Qs 一 M 互 为 补 维 ( 寻 7+ 
s = m) 的 胞 腔 , 并 在 点 pe a 门 8 为 横 截 相交 .， 后面 的 这 个 词 表 示 , 切身 量 的 基 
v1,… ,Vr € T,(a) 连同 切 向 量 基 v.41,… ,vm & T,(B) 构成 了 T,(M) 的 基 , 并 且 特 
别 地 , 由 此 得 出 a 和 6 在 点 p 的 邻 域 中 为 M 的 子 流 形 . 设 a 和 6 为 定 同 且 形式 
ww (deg w' = mr deg w” = s) 分 别 在 它们 的 子 流 形 上 的 p 点 的 邻 域 中 为 正 . 我 们 称 
a 和 6 在 点 wb 的 相交 指数 为 +1 是 说 , 如 果 m- 形式 ww= 必 入 内 在 M 上 pp 点 的 
邻 域 中 为 正 , 为 -1 如 果 它 们 为 负 (图 47). 


图 47 


如 果 o = 入 和 ay 和 75= 交 lyB 为 M 上 互 为 补 维 的 链 (dim o”=7,dim 7 = 
s,7 十 s 二 mm) 并 在 有 限 个 点 p; 横 截 相交 , 则 我 们 定义 它们 的 相交 指数 io",7*) 为 相 
应 的 胞 腔 在 所 有 点 p; 的 相交 指数 乘 以 相应 系数 的 积 之 和 , 这 里 的 系数 是 那些 出 现在 
链 中 的 胞 腔 的 系数 . (例如 , 如 果 在 点 p; 胞 腔 ar 和 6B, 具 相 交 指 数 -1, 则 在 对 链 所 
定义 的 相交 指数 的 和 式 中 , 由 此 点 引进 的 项 为 -k,ly.) 
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我 们 注意 到 , 有 下 列 关于 相交 指数 的 简单 性 质 

1) ia7r,73) = 一 1 一 07 ,7T3) 二 一 ta 一 73); 

2) itorr9] = (rs(reo 

3 (OTT (0 (or ). 

我 们 还 注意 到 一 个 在 几何 上 显然 的 性 质 : 如 果 二 个 链 o”,7s 为 团 链 ( 即 边缘 
aor,67s 等 于 零 ) 并 且 其 中 至 少 有 一 个 在 M 上 同调 于 零 ( 即 某 个 属于 MM 的 链 的 边 
缘 )， 则 Te 

更 进一步 考虑 在 定向 流 形 M 上 的 两 个 同调 于 零 的 闭 链 or” 和 7s-1( 首 先 设 了 十 
s 二 m): 假设 它们 不 相交 . 存在 链 Ts C MM 使 得 7s-! = 67s, 并 且 如 果 T# C M 是 尺 
一 个 边缘 为 zs-! 的 任意 链 , 则 已 提 到 的 相交 指数 的 性 质 有 


(oa 
这 是 因为 Ts -- 为 M 上 的 闭 链 ,而 or 为 同调 于 零 的 闭 链 . 因此 在 所 考虑 的 条 
件 下 闭 链 o” 与 任意 链 Ts C M67s = 7s-1, 相交 指数 并 不 依赖 于 这 个 链 的 选取 , 而 
只 由 闭 链 7s-! 决定 (在 所 给 出 的 M 和 cr 下 ). 我 们 称 这 个 指数 为 闭 链 oc” 和 7s! 
的 环绕 系数 , 以 符号 clar,rs-1) 记 之 ; 因此 由 定义 
(or (1) 


(在 图 48 中 两 个 在 Rs 中 同调 于 0 的 闭 链 71 和 vol 的 环绕 系数 等 于 2 .) 


T! 


48 
我 们 注意 到 , 有 下 列 关 于 环绕 系数 的 简单 性 质 : 
Lo 1 (0 
D9) (OL Ge 
3) A 十 2 (0 gi) 十 29. 
我 们 还 注意 到 另 一 个 性 质 : 如 果 两 个 闭 链 cf 和 cg 在 M 上 同调 于 零 , 并 且 在 
Mrs-1 上 相互 同调 (其 中 75-1 为 在 M 上 同调 于 零 的 闭 链 ), 则 


c(01, 7 ')= C0 2 的 


最 后 我 们 不 加 证 明 地 叙述 下 面 的 


Da 
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对 偶 原 理 ( 阿 历 克 山大 (J. Alexander), 庞 特 里 亚 金 (L. S. Pontryagin) ?). 设 5 
为 维 数 m 的 实 球面 , 并 且 K C 3 为 茶 个 多 面体 . 于 是 对 复 形 S\K 的 7 维 同 调 群 的 
基 {o7} 存在 多 面体 天 的 (s 一 1) 维 同 调 对 侦 基 {771} (这 时 有 7+ s = m), 使 得 对 
所 有 4v 有 

eo me 0 (3) 

其 中 56 为 克 罗 内 殉 符 与 . 

转向 积分 的 计算 问题 . 设 在 区 域 Dc Cn 给 出 一 个 亚 纯 函数 f, 其 极 集 为 P., 要 
求 计算 形式 w = fdz = f(z)dzi 入 …. 和 dzn 沿 某 个 n 维 闭 链 co C D\P 的 积分 . 如 果 
mc 在 D\P 中 同调 于 零 , 则 由 柯 西 - 庞 加 莱 定 理 有 


re = 0 


按照 同一 定理 和 积分 的 性 质 知 , 如 果 闭 链 o' 在 D\P 中 同调 于 o. 则 


人 三 / Be 
由 此 得 出 , 如 果 已 知 集合 D\P 的 n 维 同调 基 {oj,} 及 按 这 个 基 的 展开 式 
Oo~ > fe (4) 
HL=1 
则 了 沿 o 的 积分 的 计算 化 为 沿 基 闭 链 的 积分 计算 : 
| fa = al fz: 
2 HL=1 Op 
与 单 变 情形 类 似 , 我 们 称 为 函数 f 关于 基 闭 链 ou 的 留 数 的 是 指数 
1 
Bh i (5) 
于 是 成 立 


定理 1 ( 留 数 定理 ). 如 果 函 数 f 在 区 域 DC Cn” 中 亚 纯 , 且 P 为 这 个 函数 的 
极 集 , 则 对 任意 ” 维 闭 链 o C DANP， 


， ET” >», 2 (6) 
Oo n=1 


其 中 ,为 o 按 D\P 的 nn 维 同 调 基 展开 式 的 系数 , 而 R, 是 f 关于 这 个 基 闭 链 的 
留 数 . 

D) 多 面体 的 定义 及 对 偶 原理 的 证 明 可 见 亚 历 克 山 大 罗 夫 P. S. Aleksandrov 的 《组 合 拓扑 学 》( 有 
英 译 本 ). 称 K 上 一 组 + 维 闭 链 {o7} 为 多 面体 K 的 一 个 > 维 同调 基 是 说 , 如 果 1) 它们 同调 无 关 ， 
即 由 它 的 某 个 K 上 链 》 kyo 同调 于 零 , 则 得 到 所 有 kj, = 0. 以 及 2) 在 K 上 任意 7 维 闭 链 o 同 
调 于 or 的 某 个 线性 组 合 . 
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在 空间 情形 , 与 平面 情形 不 同 , 寻找 基 {o,,} 和 按 此 基 的 展 式 (4) 远 不 是 那么 简 
单 的 问题 , 马丁 内 利 在 1953 年 注意 到 , 如 果 利 用 上 面 提 到 的 对 偶 原 理 , 在 许多 情形 
这 个 问题 能 有 实质 性 的 简化 0. 为 了 能 够 应 用 这 个 原理 . 我 们 假定 区 域 D 同 胚 于 2n 
维 球 . 我 们 把 D 边缘 的 所 有 扣 等 化 为 一 个 点 并 以 此 扣 补 充 D: 我 们 得 到 了 一 个 2n 
维 球面 D. 完全 一 样 的 方式 , 把 函数 f 的 集合 PP 与 6D 的 交集 等 化 为 一 点 并 以 此 点 
补充 P 并 记 其 为 P. 所 描述 的 这 个 过 程 显然 没有 改变 n 维 同调 基 {o,,} 和 按 此 基 的 
分 解 式 (4). 换 句 话说 , {o,,} 仍然 是 D\P 的 n 维 同调 基 , 且 (4) 仍 是 按 它们 的 闭 链 
的 分 解 式 . 

根据 对 偶 原理 , 我 们 可 以 不 用 集合 D\P 的 n 维 同调 基 {c,} 而 去 寻找 这 个 极 集 
P 的 (n 一 1) 维 同 调 对 偶 基 {7%}, 它 与 前 一 个 基 以 关系 


人 (7) 
相 联系 . 闭 链 7 被 简称 为 奇异 闭 链 
我 们 还 注意 到 闭 链 " 对 基 {0,} 的 分 解 式 的 系数 ,与 这 个 链 和 对 侦 基 的 闭 链 
的 环绕 数 相等 . 事实 上 , 因为 o 在 六 \ 户 中 同调 于 oy, 故 由 上 面 所 提 到 的 环绕 
系数 的 性 质 我 们 有 Po 
C(O 四 born 


/一 | 


由 此 , 并 利用 性 质 3) 和 关系 式 (7), 我 们 发 现 
Elo = (8) 


这 个 评注 让 我 们 能 在 不 知道 基 {o,,} 的 情形 下 求 出 总 . 沿 基 闭 链 cv 的 积分 ( 函 
数 了 的 留 数 ) 也 可 以 不 需 找 出 这 些 闭 链 便 能 计算 . 事实 上 , 设 在 D\P 中 成 功 地 找到 
了 p 个 同调 无 关 的 n 维 闭 链 和 ,, 由 此 我 们 可 计算 积分 


| jar= 1%), ME 
Yp 


叉 设 已 知 这 些 闭 链 与 对 偶 基 闭 链 {7%} 的 环绕 系数 c( 和 ,wy) = am 按 上 面 所 做 的 评 
注 , a 是 和 yi 对 基 {fcv} 分 解 式 中 的 系数 , 因此 由 留 数 定理 对 任意 = 1,:…,p 


Typ) = (27i)" > Qpv Piy, (9) 


其 中 R, 为 f 对 于 闭 链 ov 的 留 数 . 

D) 这 个 方法 在 A. P. Yuzhakov 的 工作 中 得 到 进一步 的 发 展 , 特别 地 , 进行 了 某 类 有 理 函 数 计算 
的 研究 , 见 L. A. Aizenberg 和 A. P. Yuzhakov 的 书 , Integral representations and residues in mul- 
tidimensional compler analysis, “ Nauka” , Novosibirsk. 1979; 英 译 本 , Transl. Math. Monographs, 
vol. 58, Amer. Math. Soc., Providence, RI1, 1983. 
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系统 (9) 可 以 看 成 是 关于 未 知 留 数 R, 的 线性 式 并 且 它 的 行列 式 与 det(ayw) 成 
比例 . 由 于 闭 链 7 的 同调 无 关 性 它 不 为 零 . 故 容易 求 出 此 系统 的 留 数 . 

考虑 到 前 面 所 提 到 的 对 偶 性 , 我 们 约定 称 f 沿 n 维 闭 链 cv 的 积分 际 以 (27i)” 
为 关于 奇异 闭 链 m (对 偶 于 ov) 的 留 数 . 我 们 留意 到 , 这 个 定义 强调 了 空间 情形 与 平 
面 情形 的 类 似 , 在 平面 情形 时 沿 一 维 闭 链 %, 的 积分 除 以 2xi 被 称 为 f 对 于 奇 护 ov 
( 零 维 闭 链 ) 的 留 数 . 留 数 定理 现在 可 阐述 为 


定理 2。， 设 函数 f 为 区 域 D c Cn 中 的 亚 纯 函数 , 其 中 D 同 胚 于 2n 维 球 , P 
为 f 的 极 集 , 它 是 由 PND 附加 上 将 户 门 8D 等 化 为 一 点 的 集合 . 设 元 ,v=1,:…,p 
为 集合 户 的 (n 一 1) 维 同调 基 , R, 为 f 对 于 奇异 闭 链 7 的 留 数 . 于 是 对 于 任意 n 
维 闭 链 o C D\P 有 


| fdz = (2niy" Sy rn (10) 
gt 2 一 1 


其 中 k, = clc, 郊 ) 为 o 与 奇异 闭 链 7 的 环绕 系数 . 


例题 . 
(1) 如 果 f 为 n 个 复 变量 的 整 函 数 , mn > 1, 而 1(z) = > ovzv 二 为 线性 函数 
则 对 任意 ” 维 闭 链 o C Cr"\{fL(z) = 0} 和 任意 整数 mm 


[i 人 


> QyvZv 十 ) 
v=1 


事实 上 , 区 域 Cn 的 边缘 为 无 穷 远 点 , 它 必须 被 等 化 为 一 个 点 . 极 集 P = {L(z) = 0} 
在 加 上 无 穷 远 点 的 等 化 点 后 成 为 一 个 (2n - 2) 维 球面 P. 当 n > 1, 在 已 上 任意 
(n 一 1) 维 闭 链 都 同调 于 零 (p = 0), 故 基 {7w} 平凡 , 从 而 所 考虑 的 积分 为 零 . 


(2) 考虑 积分 
本 evdz 人 dan 
(z — 2w)(w 一 22) 


其 中 o 为 C? 中 任意 一 个 二 维 闭 链 , 它 不 与 极 集 P = PP UB 相交 , 其 中 PP = {z= 
二 

补充 了 点 的 极 集 户 由 两 个 二 维 球面 PL 和 忆 组 成 , 它们 相交 于 两 个 点: {z = 
0,w = 0} 和 被 等 化 的 无 穷 远 点 . 需要 求 出 PP 的 一 维 同调 基 . 显然 , 任意 一 个 完全 位 
于 其 中 的 一 个 球面 的 一 维 闭 链 同 调 于 零 . 故而 不 同调 于 零 的 财 链 必定 从 所 (0,0) 江 
一 个 球面 过 渡 到 oo, 然后 沿 第 二 球面 回 到 同一 个 点 . 所 有 这 样 的 闭 链 都 同调 于 党 闭 
链 7 通过 若干 次 的 链 , 它 由 某 条 从 (0,0) 引 向 无 穷 远 的 射线 0 C 记 和 男 一 条 由 无 穷 
远 引 到 (0,0) 的 射线 1z c 已 组 成 . 例如 , 假设 1 通过 点 (2,1), 而 /2 通过 了 后 (1,2). 
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于 是 这 些 射 线 的 参数 方程 有 形式 


== 
0 . 0 eH < o> 
(wt 


ZR 


有 
2 2 


在 这 里 p = 1, 因此 只 要 沿 某 一 个 在 C2\P 中 不 同调 于 零 的 二 维 闭 链 计算 f 
的 积分 就 可 以 了 . 我 们 选取 7 为 环 面 {e*?,eY}, 其 中 0 < wy, < 2n, 于 是 


fier =] | a 
{lwl=1} {lzl=1} 人 (2 20)(w 22) 


因为 lw| = 1, 则 在 计算 里 层 的 积分 时 只 需要 考虑 在 点 z 二 w/2 处 的 留 数 , 从 而 这 个 
积分 等 于 0 而 整个 积分 则 等 于 (由 此 积分 不 等 于 零 , 得 出 * 不 同调 于 
零 的 结论 ). 
我 们 来 求 环绕 系数 c(y,7) = u; 按 定 义 它 等 于 y 和 二 维 膜 片 72 的 相交 指数 , 其 

中 的 膜 片 张 在 + 上 . 72 的 参数 方程 是 

之 一 2t1 十 t2、 

ww 二 t1 年 2 
而 这 个 膜 片 交 环 面 y 只 有 一 个 点 (1,1), 其 对 应 于 参数 值 1 二 t= 1/3.w 二 =0. 
在 此 点 Se > 0 (我 们 已 设 z = x 十 访 ,ww = 十 说 ,由 此 看 出 , 相交 数 
i(7,T2) = c(y,7) =1. 由 公式 (10) 我 们 发 现 , f 对 于 奇异 闭 链 7 的 留 数 等 于 

1 1 
一 (2 /人 W003 3， 


于 是 由 定理 2 我 们 得 所 想 要 的 积分 值 


| OA De 


La te 7 
c(o.7) 为 (二 维 的 ) 取 积 分 的 闭 链 -oc 和 (一 维 的 ) 奇异 团 链 + 的 环绕 系数 . 
54. 勒 雷 理论 


我 们 考虑 积分 计算 的 另 一 个 方法 , 它 属于 勒 雷 (Leray). 在 许多 情形 中 这 个 方法 
可 以 把 对 7 次 微分 形式 w 沿 > 维 闭 链 c 的 积分 计算 化 成 (r 一 1) 次 形式 res w 党 一 
个 (r 一 1) 维 闭 链 的 积分 计算 , 其 中 的 形式 res w, 即 所 谓 的 留 数 形式 , 而 这 个 + 一 1 
维 闭 链 位 于 形式 w 的 奇异 流 形 之 中 . 勒 雷 的 方法 也 可 以 看 成 是 经 典 的 留 数 方法 的 推 
广 , 这 个 经 典 方法 对 应 于 > = 1 的 情形 并 把 对 微分 形式 w = fdz 沿 闭 曲线 的 积分 计 
算 化 为 在 f 的 奇 皮 上 留 数值 res f 的 计算 ( 即 对 res f 沿 这 些 点 的 零 维 积分 ). 我 们 
将 叙述 这 个 方法 的 最 简单 的 形式 ?. 
) 完 整 的 阐述 可 参看 勒 雷 的 文章 Le calcul différentiel et intégral sur une variété analytigue com- 


plez (Probléeme de Cauchy HH), Bull. Soc. Math. France 87 (1959), no.2, 81 - 180, 或 者 Aizenberg 和 
Yuzhakov 的 书 (在 前 面 已 引述 ). 
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设 在 n 维 复 流 形 M 上 给 出 了 一 个 余 维 1 的 复 子 流 形 P, 在 其 每 个 点 2 的 邻 域 
Uzo C M 中 作为 在 此 邻 域 中 的 解析 函数 2。 的 零 氮 给 出 , 使 得 在 Uzo 中 Vw2o 天 0: 


Pf Uzo 一 {z EL2o : Wao (2) 一 0}. (1) 


设 在 M\P 上 给 出 了 大 次 微分 形式 w,0 <k < 2n, 属于 Cee 类 , 并 在 已 上 具有 
一 阶 极 奇 异性 . 后 面 这 个 词 表明 , 在 每 个 Uo,z? e PP 中 , 乘积 Wow 可 延 拓 为 U,。 上 
的 全 纯 形 式 . 


引 理 。 形式 ae C%(M) 在 点 ze PP 的 邻 域 U0 中 可 以 表示 为 形式 ? 
Qa= dy AD, (2) 
其 中 6 e C%(U) 当 且 仅 当 在 此 邻 域 中 有 
dyAa =0. (3) 


证 阴 . 让 我 们 假定 y 为 在 邻 域 UV 中 定义 的 一 个 局 部 坐标 , 壁 如 作为 变量 zi 
(由 上 面 赋 予 的 条 件 , 这 是 可 以 做 到 的 ). 在 这 些 坐 标 下 , a 的 表达 式 可 以 分 解 为 两 
项 : 
> ON UT 


其 中 ea 不 包含 dz1 ( 像 经 常 那样 ， 我 们 令 ph 一 ZZy) 2 一 Zu,V 一 工 ) 71). 因此 ， 
如 果 a 以 形 如 (2) 的 表达 式 表 示 , 其 中 儿 = 2 则 o = 0, 从 而 dz1 人 a = 0. 即 (3) 
成 立 . 反之 , 如 果 dz1 人 a =0, 故 dzi1 人 a' = 0, 而 因为 a' 不 包含 dzl, 故 这 只 可 能 有 
=00 


定理 1。 如 果 形式 we C%(M\P) 在 P 上 具有 一 阶 极 奇异 性 , 并 在 M\P 上 为 
闭 , 则 在 任意 点 z* e P 的 邻 域 中 在 P 外 具有 形式 


(== TT A (4) 
其 中 形式 ,wi e Cm~(U). 在 这 种 情形 下 , 限制 |,, 不 依赖 于 函数 少 的 选取 并 为 闭 形 
式 . 


证 了 明 . 因为 我 们 有 ww e C%(), 故 d(ww) = dy 和信 w 十 人 dw; 但 是 在 M\P 上 
有 dw = 0 ( 因 w 为 闭 ), 表明 , 由 连续 性 d(ww) = dy 信人 w 在 整个 U 成 立 . 故而 , dy 人 w 
被 延 拓 到 了 P 上 成 为 形式 a e C%(U), 而 由 引 理 知 , 存在 形式 6 = wi e C%(U) 使 
得 
dy Aw = dy A wi. 
0 为 简化 记号 , 我 们 在 记号 U,w 和 6 中 略 去 了 指标 z0. 
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此 等 式 乘 以 y, 我 们 得 到 dy 入 (yo 一 wwi) = 0, 其 中 加 一 wwr e C™%(U); 这 表明 , 由 
同一 个 引 理 知 存在 形式 re C%(U), 使 得 ww -ww = dy 入 7. 这 个 等 式 在 已 外 等 价 
二 4) 

我 们 要 证 明 , 限制 "| 。 唯一 地 被 w 决定 , 先 假设 定义 极 奇 集 PP 的 函数 % 已 知 . 
我 们 将 证 明 由 等 式 mn 

0 > AR (5) 

得 出 等 式 7|, = 0. 但 是 从 (5) 我 们 得 到 dy 和 rwwl = 0, 从 而 dy 和 yi = 0. 而 因为 多 
是 在 U\P 中 不 为 零 的 函数 , 故 在 此 处 有 dy 人 人 wi = 0; 由 于 dy 和 wi e Cee(D), 最 后 面 
的 这 个 等 式 在 整个 U 中 成 立 . 于 是 我 们 可 应 用 引 理 找 出 形式 wo, 使 得 wl = dw 人 人 wo. 
将 其 代入 (5) 得 到 dy 人 (7 + ww2z) = 0:; 由 同一 引 理 有 > + Wus = dy 人 ws, 其 中 
ws € C%(U). 于 是 可 看 出 , 因为 我 们 有 |, = (dy)|。 = 0, 故 限 制 "| = 0. 

现在 我 们 来 证 明 *| 。 与 函数 多 的 选取 无 关 , 这 里 的 少 定义 了 极 集 . 设 此 集合 
(在 邻 域 0 的 范围 内 ) 还 被 函数 少 定义 ; 于 是 分 式 /yw = x 全 纯 并 不 同 于 零 (参看 
第 50 日 ). 设 有 


其 中 计 W1 e C%(U). 在 其 中 代入 销 = wx, 有 
= TAF+ Ar+m 一 人 AF 十 ol 


这 里 的 wi = + Wi e C%(U), 由 上 面 所 证 的 , 有 天 = | 


还 要 证 明 形 式 +|, 的 闭 性 质 . 但 在 P 外 , 由 于 w 的 闭 性 , 我 人 有 d = -宇和 
dr 二 dw1 = 各 这 与 (5) 相同 ， 只 是 把 那里 的 1 换 作 一 C17， Cw1 换 作 clwl . 由 上 面 所 证 的 
唯一 性 得 到 dr|。 = 0 的 结论 ， 口 


定义 1. 在 PP 上 具 一 阶 极 奇 集 的 闭 形式 we Cece(MNP) 的 留 数 形式 称 为 在 PP 
上 的 一 个 闭 形式 , 是 指 它 在 每 点 z20 e P 的 邻 域 中 等 于 在 分 解 式 (4) 中 形式 > 在 书 
上 的 限制 : 


res w = ls (6) 


因此 , 算 子 res 把 s 次 闭 Co- 形式 的 群 Zs(MM\P) 变换 为 s 一 1 次 闭 C% 一 形 
式 的 群 Zs-1(P): 
res : Zs(MNP) 一 2-1(P). (7) 


注 . 如 果 形 式 w 在 M\P 上 全 纯 了?, 则 res w 在 已 上 全 纯 . 这 可 由 如 下 事实 推 
出 : 当 w 全 纯 时 , 在 定理 1 的 证 明 中 形式 > 和 wi 也 可 以 选 成 是 全 纯 的 . 
0 全 纯 形式 的 定义 可 参看 第 14 目的 内 容 . 
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例题 设 s 等 于 流 形 M 的 ( 复 ) 维 n, 而 形式 w 在 M\P 上 全 纯 并 在 点 ze P 
的 邻 域 里 有 效 的 局 部 坐标 z = (z1,… ,zn) 下 可 表示 为 


% 
w 一 一 dz 三 一 dzl 和 .人 dzn， 3 


其 中 yp,we 6(0), 而 如 ,=0, a 六 0. 于 是 可 以 写成 


Ov 
% 1/ 一 工 a 
Ww 一 人 和 Adz|z| 
OZ%, 
es i 
= (—1) ee 本 A dz|z| 
DOz， 
由 此 看 出 
Pes 人 四 (9) 
Oz P 


(回忆 一 下 : dz 四 = dz 人 入 … 信 dzy_1 人 dzvt1 八 -… 人 dzn). 当 n = 1 时 我 们 得 到 了 通 
常 的 在 一 阶 极点 的 留 数 公式 : res2dz = 2(o) ， 
ay yw'(a) 

我 们 现在 转 癌 描述 那个 被 称 做 勒 雷 上 边缘 算 子 的 5, 它 把 每 个 点 ze P 相伴 于 
一 个 圆 的 同 胚 像 yz0 C WANP (从 而 这 样 的 像 的 实 维 数 增加 了 1). 这 个 算 子 应 该 具有 
如 下 性 质 : 

(1) 在 某 个 邻 域 Uo。 中 存在 局 部 坐标 (2,…- ,z) = z, 它 以 z0 为 原点 , 在 此 坐 
标 下 , PMU 由 方程 z= 二 0 定义 , 而 5z20C Uo 并 由 方术 zw 三 1 定义 . 

(2) 集合 | 5z 构成 M\P 中 的 一 个 连续 的 曲面 


ZE 了 
(3) 当 z 关 z” 时 . 曲线 8z 和 6z” 没有 公共 扩 . 
因此 , 集合 【jz 形成 了 流 形 P 的 一 个 管状 邻 域 的 边界 (参看 图 49, 其 中 也 为 


zEP 
曲线 , 而 MM 为 三 维 空间 ) 在 上 面 所 采取 的 条 件 下 , 构造 这 样 的 算 子 5 总 是 可 能 的 , 这 
是 因为 P 和 M 的 实 维 数 相 差 2 
现 设 v 为 P 上 实 维 数 为 s -1 的 闭 链 ; 我 们 假定 这 个 闭 链 的 支 集 ( 即 它 相 应 的 
多 面体 ) 闭 包 紧 0 于 P. 我 们 记 


wo = (J 0Z; 


之 GO 


“这 个 假设 是 为 了 考虑 奇异 积分 的 需要 
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图 49 


如 果 在 ic 中 引进 对 应 于 o 定向 的 自然 定向 , 则 我 们 可 以 将 sc 看 作 是 M\P 的 s 维 
链 . 为 此 只 要 在 每 条 曲线 5z 上 引进 定向 就 可 以 了 . 譬如 可 以 这 样 做 : 我 们 假定 在 邻 
域 U,。 中 给 出 了 局 部 坐标 的 有 序 排列 zi,… ,zn (形式 dz 入 …: 和 dzn 为 正 ), 而 在 流 
形 UP 则 其 次 序 为 z1,… , zw_1; 于 是 在 6z 上 的 正 向 环绕 对 应 于 在 圆 5z 的 表示 
zn 二 eitr 中 的 增 大 方向 (参看 算 子 5 的 性 质 (1)). 
容易 看 出 , 算 子 6 与 取 边缘 的 算 子 9 交换 (56 = 65), 故而 它 把 闭 链 变 到 闭 链 , 把 
同调 于 零 的 闭 链 也 变 到 同调 于 零 . 于 是 , 5 建立 了 同调 群 之 间 的 同 态 
5: HN(P) — HONMNP) (10) 


(符号 (c) 表明 把 所 表示 的 群 看 作 紧 同调 群 , 即 我 们 只 考虑 具 紧 文集 的 链 ). 
下 面 的 定理 是 卷 I 中 柯 西 的 留 数 定理 的 推广 . 


定理 2， 设 (s 一 1) 维 闭 链 o e P, 和 w e C%(M\P) 为 s 次 闭 形式 , 它 以 忆 为 


一 阶 极 奇 集 ; 于 是 
/ = 2 上 res w, (11) 
Oo Cr 


证 明 . 我 们 以 5.,0 < es < 1 表示 具有 性 质 (1) 一 (3) 的 6 算 子 , 唯一 的 差 
别 是 将 条 件 (1) 中 的 方程 lz = 1 换 作 方程 |z| = se, 并 且 当 s 一 0 时 ， 以 曲面 
ico = (| 5cz 为 边缘 的 管状 邻 域 收缩 到 o. 按照 斯 托 克 斯 公式 (第 13 目 ), 对 任意 sl 

ZEGC 
和 ER 由 于 w 的 闭 性 . 我 们 有 


. = J 一 1 人 
e200 e10 GE2INO(ED) 


从 而 对 w 沿 jec 的 积分 与 < 无 天 . 
现在 用 一 有 限 组 邻 域 {Uj}yeJ 履 盖 ct, 并 在 其 中 每 一 个 邻 域 上 应 用 定理 1, 从 
而 像 前 面 那样 可 以 取 w(z) = 及. 构造 对 这 个 覆盖 的 1 的 分 解 {ej;}, 并 在 每 个 U; 上 
应 用 定理 1, 而 在 定理 1 中 令 = zw; 我 们 便 得 到 了 
dzn, | 
a (12) 


JEws< 


其 中 6 为 勒 雷 上 边缘 算 子 . 
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在 其 中 , 当 < 一 0 时 


Gn C2 
人 -一 一 ejT( Z, zn) — 2T7 | ejres ww, 
do Zn {|zn|=e} Zn {’zEo,|zn|=é} C 


(12) 的 左 端 不 依赖 于 s 并 等 于 沿 ic 的 积分 , 而 右 端的 第 二 个 和 当 es 一 0 时 趋同 于 
零 . 故而 在 (12) 中 过 渡 到 < 一 0 时 的 极限 , 我 们 有 


= 2 eires w = 271 | res w, [LL 
J a) 

我 们 注意 到 , 如 果 以 另 一 个 闭 链 o' 替换 o, 其 中 的 o' 属于 与 co 的 同一 个 PP 上 
的 紧 上 同调 类 he HH(9,(P) (这 表明 o' - o 为 某 个 闭 包 紧 于 P 的 s 维 链 的 边缘 ), 于 
是 由 于 形式 res w 的 闭 性 质 , 对 它 的 沿 c 和 o' 的 积分 根据 斯 托 克 斯 公式 应 该 相等 . 
另外 根据 (10), 再 考虑 到 算 子 5 保持 同调 不 变 , 我 们 可 以 在 (11) 中 把 闭 链 c 和 60 
换 作 其 对 应 类 he HO,(P) 和 5h e HMM(MN\P) 的 任意 代表 元 . 因此 公式 (11) 可 以 


改写 为 
1。 2 ani | res i (13) 


另外 可 以 清楚 看 到 , 如 果 对 w 加 上 在 M\P 中 的 恰当 形式 ( 即 为 某 个 s 一 1 次 形 
式 的 微分 ), 则 (13) 中 的 积分 并 不 改变 . 与 w 相差 一 个 恰当 形式 的 这 些 形 式 是 包含 w 
的 一 个 上 同调 类 , 而 这 些 对 所 有 Cee(MNP) 中 s+1 次 闭 形 式 w 的 这 种 类 的 集合 是 
上 同调 群 五 ;:(M\P) (参看 第 14 目 ). 我 们 看 出 , Hs-1(P) 中 包含 res w 的 上 同调 类 
只 依赖 于 五 ;(M\P) 中 包含 w 的 上 同调 类 . 

定义 2。 设 凡 为 类 w+ e HS(MN\P) 的 一 个 代表 团 形式 ; Hs-!(P) 中 包含 形式 
res w 的 上 同调 类 被 称 做 留 数 类 , 以 记号 Res w = Res w* 表示 . 


公式 (13) 现在 可 以 改 与 为 


0 2ni | Re ss (14) 
可 以 确信 算 子 Res 建立 了 对 应 上 同调 群 之 间 的 同 态 


Res : HS(M\P) 一 万 * '(P). (15) 


我 们 来 对 高 于 一 阶 的 极 奇 集 的 情形 作 一 个 粗略 的 描述 . 还 是 设 在 ” 维 复 流 形 M 
上 给 出 一 个 子 流 形 P, 它 局 部 地 作为 满足 yw 取 0 的 全 纯 函 数 的 零点 集 . 我 们 称 
形式 we C%(M\P) 在 已 具有 9 阶 极 奇 性 是 说 , 如 果 乘 积 yaw 可 延 拓 为 M 上 的 
Ceco- 形式 , 而 对 gq <g 的 Ww 不 可 延 拓 . 

我 们 将 不 加 证 明 地 引进 一 个 定理 , 它 把 在 P 具 高 阶 极 奇 集 的 闭 形 式 的 积分 计算 
化 为 已 经 考虑 过 的 情形 (参看 在 本 目 开 始 时 脚注 所 引述 的 书 ): 
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对 具 极 集 的 任意 闭 形式 we Cec(NMNP), 存在 上 同调 于 它 的 形式 wo, 使 其 以 PP 
为 一 阶 极 集 . 

Hs-1(P) 中 包含 res wo 的 上 同调 类 , 即 类 Res wo, 被 称 做 形式 w 的 留 数 类 ; 它 
仅仅 由 HS(M\P) 中 包含 w 的 上 同调 类 决定 

在 平面 情形 中 , 从 形式 w = fdz 到 wo = fodz 的 转换 在 于 将 f(z) = 一 一 2 一 十 … 


(z 一 Q)9 
+ 一 上 转换 为 函数 如 = -一 ,后 者 在 点 a 具有 一 阶 极点 并 与 具有 相同 的 留 数 . 


我 们 发 现 , 在 高 维 情形 , 对 于 全 纯 的 w 形式 wo 不 必 是 全 纯 的 , 并 且 全 纯 形式 w 的 
留 数 形式 Res w 一 般 来 说 可 以 不 包含 全 纯 形式 0. 这 就 解释 了 在 勒 雷 定理 中 不 仅 考 
虑 全 纯 的 而 且 还 有 Cee 类 中 形式 的 必要 性 

在 实际 应 用 中 , 形式 w 具有 几 个 极 流 形 已 .已 ， 其 阶 分 别 为 mo 的 
情形 也 很 重要 . 我 们 假设 , 这 些 P, 处 于 一 般 位 置 , 即 在 它们 的 每 个 相交 点 上 , 由 
在 局 部 坐标 下 定义 这 些 流 形 的 函数 的 导数 组 成 的 矩阵 达到 最 大 可 能 的 秩 ， 我 们 记 
Pi= (RN: NPNPAIU: :UPn),i = ,m1P™" = 矶 月 人 机 = 
MA LU….U Ps), 并 考虑 同 态 5 一 个 序列 , 它 建立 了 把 属于 紧 上 同调 (9(PI) 中 
类 的 闭 链 o 对 应 到 属于 ‘9(PI-1) 的 类 中 的 闭 链 670: 


bm : HO(P™) 二 HO(P™-1) 3...—» HO(P!) HO(P'). (16) 


闭 链 Fo 被 分 层 为 同 胚 圆 , 它们 围绕 P? 并 属于 PI-1. 如 同上 面 那样 , 这 个 序列 对 侦 
于 一 个 上 同调 序列 , 它 定 义 了 一 个 复合 留 数 类 : 


人 (17) 


逐次 应 用 公式 (14) 便 得 到 下 面 的 命题 : 
对 任意 (sm) 维 的 同调 类 he 有 H(0, (Pm) 中 的 闭 链 c 和 上 同调 类 w* e Hs(P0) 
中 的 任意 s 次 闭 C™% 一 形式 w, 成 立 留 数 公式 


| = Gram /Resnor (18) 
dmh h 


最 后 我 们 注意 到 , 如 果 形 式 w 在 某 个 n 一 1 维 复 流 形 N c M 上 等 于 零 , 则 对 它 
和 对 res w 沿 着 交集 c 站 N 和 cm 的 积分 将 消失 . 这 就 给 了 我 们 一 种 可 能 性 : 不 
去 考虑 同调 和 上 同调 群 , 取而代之 的 是 考虑 相对 同调 和 上 同调 群 . 我 们 以 C,(M) 和 
Ce。(NV) 代表 在 这 些 流 形 上 的 s 维 链 群 ( 像 通常 那样 总 是 整 系数 的 ). 称 链 o € C,(M) 
是 一 个 相对 于 的 闭 链 是 说 如 果 它 的 边缘 ac CN (特别 地 , 当 等 于 零 时 ). 群 C,(NN) 
是 Cs(M) 的 子 群 ; 称 商 群 


Cs(M N) = Cs(M)/Cs(N) 
”根据 定理 1 后 面 的 附注 可 看 出 , 这 种 情形 只 可 能 发 生 在 所 考虑 的 形式 具 高 于 1 阶 的 极 奇 集 . 


. 264 . 第 IV 章 ” 亚 纯 函数 和 和 留 数 


为 相对 链 群 。 称 链 os € Cs(M) 为 相对 边缘 是 说 存在 链 cs+l ec C411(1M), 使 得 
0s - Dos+l e Cs(N). 相对 边缘 组 成 所 有 相对 闭 链 群 2,(7M, N) 的 子 群 B,(M, N); 称 
商 群 
Hs(M,N) = 2Z,(M, N)/Bs(M,N) 

为 相对 同调 群 . 

当 考 虑 在 流 形 已 上 具 一 阶 极 奇 性 并 在 流 形 N 上 为 零 的 形式 w 时 (假定 它们 处 
于 一 般 位 置 ), 可 以 更 精确 地 描述 出 上 面 的 构造 . 就 是 说 可 以 对 勒 雷 上 边缘 算 子 的 性 
质 (1) 一 (3) 和 加 上 上 一 个 性 质 

(4) 如 果 ze PNN, 则 5zCN. 

于 是 , 这 个 算 子 把 每 一 个 相对 闭 链 -oe Z。1(P N)D 变 到 相对 闭 链 60 € 2Z,(M\P, 
NN). 容易 看 出 它 建立 了 对 应 的 相对 同调 群 之 间 的 同 态 : 


NT) (19) 


留 数 公式 (13) 对 于 相对 同调 类 he 互 1(PN) 和 5h e Hs(M\P,NN) 保持 不 变 . 

勒 雷 方法 在 积分 计算 的 例子 可 在 R. C. Hwa 和 V. L. Toeplitz 的 书 Homology 
and Feynman integrals, Benjamin, New York and Amsterdam, 1966 中 找到 , 这 些 例 子 
在 理论 物理 中 有 重要 的 意义 . 


55. 对 数 留 数 
在 第 19 目 中 我 们 介绍 过 C” 中 的 庞 加 莱 形 式 
00 = = 2 A 1 | (1) 
对 它 沿 任意 实 (2n 1) 维 闭 链 7 C C7™\{0} 的 积分 给 出 了 这 个 闭 链 的 指数 2 直接 
计算 表明 这 个 形式 为 


00 二 en {Ee 1 dz ye 1 1 ‘| 
v=1 
即 等 于 马丁 内 利 - 博 赫 纳 公式 的 实 部 : 
GO (WB + WMB):- (2) 


闭 链 > 同调 于 多 圆 盘 U7 = {|zl| < 1} 的 边缘 的 整数 倍 , 设 7 ~ kU", 从 而 
关于 点 z = 0 指数 等 于 
io(7Y) = ; wMB 三 大 (3) 
KDUm 
DZ(P N) 被 理解 为 Z(P Pn NN); 在 后 面 的 公式 中 采用 类 似 的 约定 . 


2) 形 式 (1) 与 第 19 目 中 的 co 相差 一 个 因子 (--1)", 它 所 依据 的 事实 是 , 在 这 里 所 认定 的 正 问 是 
由 形式 dz 入 .…. 入 dz 入 dzl 入 .和 dz 诱导 , 而 不 像 在 第 19 目 由 dz Adzl 入 .…: 和 dzn 人 dzn 诱导 . 
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(符号 Re 可 以 略 去 , 这 是 因为 这 个 积分 是 实 的 ). 但 是 如 果 我 们 把 多 圆 盘 的 整个 边界 
换 成 它 的 骨架 下 , 而 2n 一 1 形式 wm 换 作 全 纯 的 n 一 形式 , 则 可 得 到 同一 答案 : 
1 dzl 人.… :和 A 和 dz 
a . 

其 中 FT 是 多 圆 盘 的 骨架 工 的 整数 倍 . 这 个 公式 完全 类 似 于 平面 上 对 点 z = 0 的 闭 
路 径 的 指数 公式 . 

如 果 我 们 考虑 下 面 的 问题 则 就 进入 了 对 数 留 数 的 高 维 类 比 . 设 给 出 了 区 域 D Cc 
Cn 的 全 纯 映 射 矿 : 一 C", 其 雅 可 比 行列 式 .Jj(z) 了 0.G ED 为 具 光 滑 寿 尔 当 
(Jordan) 边缘 9G = 5 的 区 域 , 且 $ 不 包含 f 的 零点 . 要 求 决定 映射 上 在 区 域 G 中 
的 带 重 数 公 共 零 点 的 总 数 . (我 们 注意 到 , 由 于 紧 解 析 集 的 有 限 性 定理 , 即 第 24 目的 
定理 7, 根据 在 96G 上 f 关 0 的 条 件 得 到 f 在 这 个 区 域 G 上 零点 个 数 的 有 限 性 .) 

这 个 问题 完全 可 像 平面 的 问题 那样 解决 .我 们 将 计算 对 于 点 w = 0 的 团 链 
5S, = f(S) 的 指数 , 它 是 在 映射 了 下 S 所 对 应 的 ; 根据 公式 (3) 和 积分 中 的 变量 替换 
的 定理 , 它 等 于 


no—1)! 
i 0 2 有 大 人 df- (5) 
因为 在 (5) 的 积分 号 内 的 是 在 G\{f(z) = 0} 中 非 异 和 闭 的 形式 , 故 由 斯 托 元 
斯 公式 我 们 可 以 把 积分 闭 链 5S 换 成 当 s > 0 充分 小 时 的 韦 伊 集合 He = {z e G : 
| 所 (2z)| < ev = 1,… ,n} 的 边界 (参看 第 30 目 ). 如 果 再 过 渡 到 沿 集合 He 的 ” 维 骨 
架 下 。 = {f(z)| = e,v = 1,… ,nn} 的 积分 , 即 类 似 从 公式 (3) 到 (4) 的 过 渡 过 程 , 我 
们 便 得 到 


po i 
人 Sd. ee ® 

当 e 充分 小 时 , 集合 D0。 由 有 限 个 连通 分 支 组 成 , 其 中 每 一 个 分 支 包 含 一 个 且 
只 有 一 个 f 的 零点 . 沿 这 样 的 分 支 的 积分 (5) 或 等 价 于 它 的 沿 这 种 分 支 的 骨架 的 积 
分 (6), 自然 地 被 称 做 映射 六 属于 这 个 分 支 的 零点 的 阶 . 于 是 我 们 得 到 下 面 的 辐 角 原 
理 的 nn 维 类 比 . 


定理 1， 如果 f :DD 一 C"* (DCC”") 为 全 纯 映 射 , Jy(z) 关 0, 而 G ED 是 具 告 
尔 当 光滑 边缘 S 的 区 域 , 它 不 包含 f 的 零点 , 则 对 于 点 w= 0 的 5 = f(5) 的 指数 
等 于 f 在 区 域 G 中 f 的 零点 的 总 数 , 其 中 计 入 了 零点 的 阶 数 . 


例题 (1)。 映 射 wi = 好- z2,wa = 2z1z2 具 雅 可 比 4(z? 十 台 ), 它 在 C2 的 球 
B= {|z| < 1} 中 有 一 个 零点 (0,0). 这 个 零点 的 阶 数 根据 公式 (6) 等 于 


1 [ dwi \ dw» 2 (27 2002 /dS 
Tr 


BS (272) W112 四 Cm (2 
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其 中 工 为 韦 伊 区 域 { 竺 一 友 | < 1,2|z1izz| < 1} 的 骨架 . 利用 马丁 内 利 方法 可 以 证 明 ， 
所 求 的 阶 数 N = 4. 


米 1. 设 f :U 一 C” 为 点 a € C” 的 邻 域 的 全 纯 映 射 . 证 明 , 如 果 f(a) =0 且 Jr(a) 关上 0, 
则 了 在 点 a 具 一 阶 零点 . 

2. 设 已 ,为 z 的 d, > 1 次 齐 次 多 项 式 (> = 1,:…,n), 并 且 映 射 P = (已 ,P) 在 点 
z 二 0 为 孤立 零点 . 证 明 , 这 个 零点 的 阶 为 d = di:…dn.[ 提 示 : 所 有 锥 Cv = { 已 (z) = 0} 只 交 
于 点 z = 0: 它们 的 集合 同调 于 坐标 平面 的 集合 , 其 中 每 个 平面 各 取 了 d, 次 . 剩 下 来 再 利用 公式 
(6)].* 


像 在 n = 1 的 情形 那样 , 由 辐 角 原理 得 到 


定理 2 (和 鲁 吹 (Rouché)). 设 给 定 一 个 具 若 尔 当 边缘 S 的 有 界 区 域 D C C" 
和 两 个 全 纯 映 射 fg :DD 一 Cn". 如 果 在 每 个 点 ze S 至 少 对 一 个 坐标 成 立 


[fu(2)| > lg (2z)), (7) 
则 映射 f+9g 在 D 中 所 具有 的 零点 数 ( 计 其 阶 数 ) 与 f 所 具有 的 一 样 多 . 


证 明 . 首先 我 们 注意 到 , 由 于 (7) 和 不 等 式 
[fu(z) + 9 (2)| > |f,(2)| — lgw(2)), 


映射 f 和 f+g 在 S 上 没有 零点 , 从 而 它们 在 D 中 的 零 数 数 有 限 (第 24 目 定 理 7). 
映射 有 = f+tg 对 任意 te [0,1] 也 在 9S 上 没有 零点 , 这 是 因为 在 那里 对 某 个 坐标 有 


fv 十 tgv| > [fl — tlgy| >0. 


对 任意 4e [0,1], fi 在 区 域 D 中 的 零点 数 Ni 由 公式 (5) 决定 , 从 而 连续 地 依赖 于 
t. 因为 这 是 个 整 值 函 数 , 故 Ni = 常数 . 即 fo = f, 有 = f+g 在 D 中 有 相同 的 零点 
数 ， 口 


可 清楚 看 出 , 如 果 在 S 上 以 欧 几 里 得 或 者 多 圆 盘 度量 有 有 > ll9l, 则 条 件 (7) 
显然 满足 . 

我 们 发 现 , 当 n > 1 时 映射 f= (及,… ,万 ) 的 零点 阶 数 , 一 般 来 说 , 不 能 通过 
所 在 此 零点 的 泰勒 展 式 的 最 低 项 的 阶 数 表 出 . 那么 , 映射 wi = 好 ,wz = 如 在 z=0 
为 6 阶 零 点 , 正好 等 于 这 些 阶 的 乘积 . 但 是 对 映射 wi = 好 ,wz = 台 十 必 , 它 与 前 一 
个 映射 相差 一 个 非 退 化 线性 变换 , 从 而 也 在 z = 0 有 其 阶 数 6, 而 它 的 最 低 阶 的 乘积 为 
4. 利用 和 鲁 歇 定理 可 湾 清 这 个 问题 . 


定理 3， 设 点 ae Cn 的 邻 域 U0 的 全 纯 映射 f:U 一 C" 在 此 点 有 孤立 的 零 氮 . 
如 果 映 射 P= (已 , 书 ) 在 a 也 为 弧 立 零点 , 其 中 忆 , 为 f 展 成 z 的 齐 次 多 项 式 
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证 明 ， 不 失 一 般 性 , 我 们 设 a = 0, 而 且 假 定 B= {lzl 和 1} CU, 以 及 f 在 B 
中 除了 z = 0 外 没有 其 他 零点 . 令 f, = PP 十 g,, 其 中 % 为 次 数 大 于 d, 的 齐 次 多 
项 式 的 和 . 按 假设 条 件 , 映射 P 具有 唯一 的 零点 z = 0. 故而 存在 常数 m > 0 使 得 在 
球面 51 = {|z| = 1} 的 每 把 z,|,(z)| 中 最 大 者 > m. 级 数 g, 的 项 的 模 的 和 对 所 有 
z € 31 和 所 有 v = 1,… ,n, 不 会 超过 某 个 常数 M < cx 

对 于 固定 的 点 z € Si. 我 们 以 vo。= v(z) 代表 坐标 的 标号 , 对 它 而 言 达到 了 
max |P,(z)|. 人 性 着 OE [|Q21| 有 有 


| (7z)| 之 ra 772， |gvo (72)| < i 


从 而 , 如 果 > < ro = m/M, 则 在 球面 5. = {|z| = 7} 的 每 点 有 | (z)| > |9wo(z)|. 根 
据 鲁 鞭 定理 , f = P+g 在 点 z= 0 的 零点 阶 与 P 的 相同 , 而 根据 上 一 目 例 1 后 面 的 
习题 知 这 个 阶 数 为 di:…dn. 口 


不 久 前 , 车 赫 (A. K. Tsikh) 和 尤 日 可 夫 (A. P. Yuzhakov) 证 明了 , 对 于 /的 孤 
立 零点 的 重 数 与 阶 数 d,, 的 乘积 相等 这 个 事实 , 也 是 使 由 最 低 项 组 成 的 映射 将 此 氮 
作为 孤立 零点 的 必要 条 件 ; 在 一 般 情 形 中 f 的 零点 的 重 数 不 小 于 qd 的 积 (参看 在 第 
53 目 定 理 1 下 面 脚注 所 引 的 Aizenberg 和 Yuzhakov 的 书 ). 

作为 鲁 歇 定理 的 另 一 个 应 用 , 我 们 考虑 全 纯 映 射 的 局 部 逆 的 问题 (对 比 卷 工 第 
35 日 ): 

设 在 点 ae C" 的 领域 U 中 给 出 了 一 个 全 纯 映射 1:U 一 C" 和 f(a) =b; 要 求 
在 领域 V3b 中 找 出 了 的 逆 映 射 

如 果 雅 可 比 Jy(a) 夭 0, 则 映射 f 在 点 a 的 某 个 邻 域 中 为 双全 纯 ; 从 而 这 个 问题 
在 点 5b 有 全 纯 解 g = 广 ! (参看 第 9 目 ). 如 果 .Jr(a) = 0, 则 要 求 再 附加 地 满足 所 谓 
的 奥 斯 十 德 (Osgood) 条 件 : a 是 点 b= f(a) 的 原 像 集合 中 的 孤立 点 . 如 果 不 满足 它 ， 
则 了 -1(b) 为 维 数 大 于 零 的 解析 集 . 


例题 (2)， 对 映射 了 : (zza) 号 (好 一 好 ,2zz2), 奥 斯 古 德 条 件 在 点 z = 0 被 满 
足 , 而 对 g : (2 22) (zz1zo), 则 不 满足 : 原 像 g-1(0) 为 复 直 线 {z1 = 0}. 


定理 4.。 如果 全 纯 映射 f:U 一 Cn 在 点 ae U 满足 奥 斯 古 德 条 件 , 则 它 在 该 
点 的 茶 个 邻 域 中 为 逆 紧 . 


证 明 . 按照 定理 的 条 件 , 存在 球 G = {lz 一 a| <7} € U, 使 得 当 ze G\f{a} 时 
f(z) 去 5, 从 而 min, |f(z) 下 =p>0. 设 B= {jw 0|<p); 因为 对 任意 点 we 万 ， 
解析 集 {z e G; f(z) = w?} 没有 靠近 6G 的 点 , 于 是 根据 第 24 目的 定理 7, 它 为 有 
限 , 即 映射 f(z) 一 wo 在 G 中 有 孤立 零点 . 上 映射 f(z) -在 G 中 有 唯一 的 零点 ( 即 
点 a), 而 因为 

人 


* 268: 第 IV 章 亚 纯 函 数 和 留 数 


和 |f(z) -外 关 p 在 5G 上 成 立 , 而 又 有 |b 一 wo < p, 故 由 在 欧 几 里 得 度量 下 的 和 鲁 歇 
定理 知道 ，f(z) 一 w? 在 G 中 具有 像 f(z) -5 一 样 多 的 零点 , 即 至 少 有 一 个 零点 ( 假 
定 a 可 以 是 带 重 数 的 零点 ). 我 们 来 证 明 B C f(G). 

以 Go 表示 f-1(B) 中 包含 点 a 的 连通 分 支 . 任意 点 we B 在 Go 中 有 有 限 
个 原 像 并 且 对 任意 K e B. 原 像 f-1(K) e Go. 这 意味 着 映射 f : Go 一 B 为 道 紧 
:3 加 


推论 .如果 万 为 Cn 中 的 区 域 , 并 且 全 纯 映 射 f : D -- Cn 在 每 点 a e DD 满足 
奥 斯 古 德 条 件 . 则 f(D) 也 是 一 个 区 域 . 


定理 4 给 出 了 在 一 点 的 局 部 逆 映 射 的 定性 特征 , 其 中 的 映射 在 此 点 的 雅 可 比 等 
于 零 但 满足 奥 斯 古 德 条 件 : 在 这 点 的 像 点 的 邻 域 中 , 取 逆 的 过 程 大 体 上 与 单 变 解析 
函数 在 分 支点 的 情形 相同 . 为 了 更 详细 地 研究 , 我 们 需要 下 面 的 定理 . 


定理 ( 雷 默 特 (Remmert))， 在 逆 紧 全 纯 映 射 f : D -;，G 下 区 域 Dc C" 中 
解析 集 的 像 是 区 域 G 中 的 解析 集 


这 个 定理 推广 关于 双全 纯 映 射 保持 解析 集 不 变 的 显 见 命题 . 我 们 只 叙述 而 不 加 
以 证 明 2. 

设 全 纯 映射 /在 点 ao e C" 满足 奥 斯 古 德 条 件 , 并 且 Jr(a) = 0. 根据 定理 4, 存在 
这 个 点 的 邻 域 UV 使 得 f:U 一 V 为 逆 紧 映射 . 我 们 以 = {zeEU : WE 代表 
映射 了 的 临界 点 的 集合 (按照 所 给 条 件 , 其 非 空 ). 由 雷 默 特定 理 , 它 的 像 E, = f(E) 
是 V 中 的 解析 集 , 从 而 不 可 分 离 V. 所 以 对 任何 一 个 把 WE VN\E, 原 像 f71(w) 的 
个 数 都 一 样 (这 是 在 V\E 上 的 整数 值 连续 函数 ); 以 记 此 个 数 . 

固定 点 wo es V\E, 并 以 zz(w?) 记 其 在 U 中 的 原 像 (7 = 1,:… ,k). 如 有 必要 ， 
可 实施 空间 C"(z) 的 线性 变换 , 从 而 可 假定 这 些 点 zj(w?) 的 第 n 个 坐标 互 不 相同 . 
于 是 对 于 充分 靠近 w? 的 点 w 的 原 像 的 第 ”个 坐标 避 (w) 也 成 立 同 样 的 结论 ; 我 们 
记 


k 
12 (2 [EG = (rn) (8) 
j=1 


由 反 函 数 定理 知 , 原本 定义 在 wl 的 邻 域 中 的 函数 蔚 (w) 则 可 沿 任 意 一 条 路 径 
解析 延 拓 到 V\E.. 我 们 注意 到 ， 当 沿 在 V\E, 中 的 某 条 闭路 径 延 拓 时 , 其 终点 值 
z(w) 可 能 不 同 于 初始 的 值 , 而 变 到 原 像 广 !(w) 中 另 一 个 点 的 第 n 个 坐标 . 但 是 多 

0 参看 在 第 24 目 中 引述 的 丘 尔 卡 (Chirka) 的 书 的 55 页 . 我 们 注意 到 , 对 于 非 逆 紧 映射 定理 不 
再 成 立 : 集合 {2 + 去 } 其 中 为 整数 , 它 在 带 状 域 {-1 < Re z < 1} c C 中 为 解析 (由 卷 I 


第 46 目的 魏 尔 斯 特 拉 斯 定理 存在 定义 它 的 整 函 数 ), 而 这 个 集合 在 全 纯 映 射 z ~ ez 下 不 是 解析 
的 , 这 是 因为 它 在 此 区 域内 部 有 个 极限 点 . 


818. 高 维 留 数 - 269 . 


项 式 (8) 的 系数 cu(w) 作为 它 的 根 节 (w) 的 对 称 函 数 在 沿 这 种 路 径 延 拓 时 不 变 , 即 
是 V\E, 中 的 单 值 (并 全 纯 的 ) 函数 .0 显然 它们 是 有 界 的 , 而 因为 及 为 解析 集 , 故 
由 第 32 目的 定理 3 知 , 它们 被 全 纯 延 拓 到 区 域 V 中 . 

因此 , 在 Y 中 的 逆 映 射 g = f-1 的 第 ”个 坐标 za = gn(w) 是 一 个 具 分 支 集合 
忆 , = f(B) 的 大- 值 解析 函数 . 为 了 求 出 9 的 其 余 坐 标 , 我 们 考虑 次 数 不 大 于 KK 一 1 
的 对 2 的 多 项 式 , 它 在 V\E 中 以 下 面 的 公式 定义 : 


k k 
pu(Zn: Ww) > ww 必 1; (9) 
3 二 1 LL=1 
/天 了 


其 中 zz(w) 代表 2(w) 的 第 > 个 坐标 . 这 些 多 项 式 的 系数 也 被 全 纯 地 延 拓 到 V. 我 
们 注意 到 , 像 在 (8) 和 (9) 中 看 到 的 , 有 


多 (W) 


Zn 二 世 (w) 


k 
= (0 (py (D0), 
2 
从 而 道上 映射 g 的 第 > 个 坐标 , 即 z(w) = gq2(w), 通过 zz(w) = gi(w) 由 下 面 的 公式 
定义 : 
2 ww) 
OA 
Ozn (Zn, YW) 


J (10) 


zn=gn(wW) 
这 便 证 明了 
定理 5 ( 奥 斯 古 德 )， 设 f :UVU 一 Cn 为 在 点 ae Cn 的 邻 域 中 的 全 纯 映 射 , 并 且 
Jr(a) =0, 但 a 是 点 b= f(a) 的 原 像 集中 的 孤立 点 . 于 是 (可 能 是 在 UU 的 一 个 线性 
变化 之 后 ) 在 点 b 邻 域 中 的 局 部 逆 g = 广 ! 可 以 由 下 面 的 方式 得 到 : 它 的 第 ”个 坐 
标 2 = gn(w) 可 以 从 方程 
(= 0 (11) 
中 求 出 , 其 中 PP 为 具 在 点 b 全 纯 的 系数 的 多 项 式 (8) , 并 是 在 。b 的 邻 域 中 的 一 个 上 一 
值 解析 函数 , 而 其 余 的 坐标 唯一 地 以 公式 (10) 通过 9,,(w) 和 ww 表达. 
例题 (3). 映射 
Ww1 一 2 和 2 ws 一 2125 (12) 
的 雅 可 比 等 于 Jy(z) = 4(2? 十 驼 ), 它 在 复 直 线 = = {z1 = 土 iz2} 取 零 值 . 消去 zi, 我 
们 得 到 一 个 四 次 方程 P(z2,w) = 验 十 i 强 一 子 = 0. (12) 的 逆 为 


V2 RO 
le Ww? 十 Ww3 十 Ww1， 2 We 十 Ww2 一 wi 


“3 参看 第 23 目 中 魏 尔 斯 特 拉 斯 预备 定理 的 证 明 
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故而 函数 z,(w) 为 四 值 函 数 并 且 它 们 的 分 支 在 集合 ,= {wi = 土 iw2} 之 外 全 纯 . 这 
个 集合 是 集合 五 的 像 并 由 两 条 复 直 线 组 成 , 在 它们 中 的 每 条 直线 上 按 g,, 的 两 个 值 
合并 在 一 起 , 在 这 些 平面 的 相交 点 上 g, 的 所 有 四 个 值 也 被 合并 一 起 . 


当 奥 斯 古 德 条件 不 满足 时 , 即 a 是 集合 f°1(2b) 的 极限 点 , 但 该 映射 的 雅 可 比 不 
恒 等 于 零 , 于 是 存在 包含 点 a 的 复 维 数 为 7 的 解析 集 . 1 <r < n 一 1, 它 被 了 映 到 操 
b. 在 这 种 情形 , 一 般 来 说 ,b 至 少 是 所 考虑 映射 的 逆 的 一 个 分 支 g, 的 奇 反 . 


例题 (4). 考虑 映射 
Wi 三 X223, WW2 二 ZZ123, 3 = Z122,， (13) 


其 雅 可 比 J = 2z1z2zs 在 三 个 ( 复 ) 二 维 平面 {z = 0},4 = 1,2,3 上 为 零 . 把 w=0 
的 原 像 是 三 条 复 直线 {zs = zs = 0}, {zi = zs = 0} 和 {zo = z1 = 0} 的 集合 . (13) 的 


迎 
4 == V W2wW3/w1, = V WitW3/Ww2， 三 V ltU2 /03 


在 平面 fw, 二 人 = 下 23 之 外 有 全 纯 分 文 , 点 天 三 0 是 所 有 三 个 分 支 多 的 有 局 
问题 


1. 如 果 函 数 f= 5 其 中 P 和 @ 为 互 素 的 多 项 式 , 它 在 区 域 D c Cn 中 全 纯 . 
则 在 此 区 域 中 @ 冯 0. 

2. 如 果 函 数 f 在 双 圆 盘 {|z| < 1, |w| < 1} 中 全 纯 并 不 能 全 纯 延 拓 到 点 (zo,eteo), 
其 中 |zo| < 1, 则 它 不 能 全 纯 延 拓 到 所 有 的 点 (z,exo), 其 中 |z| < 1 

3. 验证 在 球 B = {|z|? + |wl? < 1} 中 全 纯 , 在 B 中 连续 且 在 直线 z = 0 等 于 0 
的 函数 z3/(1 一 w?) 不 能 表示 为 zp(z,w) 这 样 的 形式 , 其 中 的 2 为 在 B 中 全 纯 并 在 
B 中 连续 . 

4. 设 D = {3/4 < |z| < 5/4,3/4 < |wl < 5/4} 为 C2 中 的 区 域 ; 集合 M = 
{(w) ee De = 2 I NN {20 EN n= I 0 
和 M2。 = M\Mi 组 成 , 它们 相互 之 间 的 距离 为 正 .， 证 明 第 二 库 赞 问题 : 在 D\Mi 
路 =1, 在 D\M。 中 fo = w 一 z 一 1 ( 相 容 的 条 件 ) 没有 解 . [提示 : 在 可 解 的 
情形 下 , 我 们 可 得 到 一 个 函数 fe 6(D), 使 得 在 DAM 中 f 关 0, 而 在 D\M2 中 
0= f/(z 一 ww 一 1) 关 0; 比较 函数 了 在 圆 {|z| = 1,w = 土 1} 上 的 辐 角 增 量 Ar 和 A4 
和 相对 应 的 函数 9 的 辐 角 增 量 A 和 AY, 我 们 便 得 知 Ay = A% = Ar 和 Ay = Ay， 
但 显然 有 |Ay 一 As| = 27] 

5. 证 明 , 在 区 域 D = C2 \ {0} 中 问题 8f = (zdz1 一 强 dz 纪 )/|z|? 无 解 , 虽然 该 
形式 的 右 端 部 分 为 6- 闭 . [提示 : 注意 , 在 区 域 U; = C2 \ {zi = 0} 该 问题 的 解 为 
下 /zz|z|” 和 —Zz2/z1|z|*.]| 


回 题 “271. 


6. 设 DD 为 C* 中 的 全 纯 域 , 并 且 {zeE D :z=0}= MiUMz, 其 中 Mi 和 MM 
为 在 平面 zi = 0 上 的 不 交 开 和 集 ; 于 是 存在 函数 fe C(D), 使 得 在 Mi 上 有 f=1 且 
函数 f/z1 在 M2 的 邻 域 中 全 纯 . [提示 : 利用 6 - 问题 的 可 解 性 .] 
7. 设 X 为 紧 定 间 , C(X) 为 X 上 的 所 有 的 连续 复 函 数 的 环 , G 为 C(X) 中 在 X 
上 所 有 处 处 非 零 的 函数 的 (乘法 ) 群 ,五 为 G 的 子 群 , 它 由 形 如 ef, fe C(X) 的 函数 
组 成 . 证 明 
GI HN 


这 个 等 式 也 在 X 为 可 数 个 紧 集 并 的 情形 成 立 . [提示 : 利用 序列 0 一 也 一 多 一 .9 一 
0 的 正 合 性 , 其 中 名和 .9 为 C(X) 和 G 中 元 素 的 芽 层 , 而 e 是 映射 上 六 一 e2™f .] 

8. 设 天 为 Cn 中 紧 集 , 函数 f 在 K 的 邻 域 中 全 纯 . 假定 TI(K,Z) = 0 和 
0& f(K): 于 是 存在 在 K 上 的 全 纯 函 数 9 使 得 eg = f (fF 的 全 纯 对 数 ). 

9. 设 和 为 紧 , 函数 ECX ESGX OO 三 0 假定 (XNNy,Z)=0， 
于 是 对 任 一 个 整数 > 0, 在 C(X) 中 存在 函数 户 / 

10. 设 D 为 Cn 中 的 全 纯 域 , 形式 f 在 C~%(D) 类 中 使 得 df 在 D 中 全 纯 ( 即 
df 为 双 阶 (7,0) 的 形式 并 具有 全 纯 系 数 ); 于 是 存在 (> -1) 次 形式 g, 其 属于 C%(DD) 
类 , 使 得 形式 f 一 dg 全 纯 . 

11. 设 DD 为 C" 中 区 域 , 其 满足 H1(D,O6) = 0, 又 p:Cn 一 C2 为 到 前 两 个 坐标 
的 投射 . 假定 : 1) 在 D 中 存在 全 纯 曲 面 , 它 被 一 一 投射 到 p(D) 上 , 以 及 2) 对 每 个 
a ce p(DD), 集合 p-1(a) 八 DD 连通 且 单 连通 ( 即 在 其 上 任意 一 条 闭路 径 同 伦 于 零 ); 于 
是 p(D) 为 C? 中 的 全 纯 域 . [提示 : 参看 第 48 目的 定理 3] 

12. 洽 钦 (G. M. Khenkin) 证 明 在 双 圆 盘 7 C C2 中 问题 Of = w 对 形式 w = 
aidzl 十 a2dz2 及 Ow =0 有 下 面 公 式 的 解 

4r2 F(z) = a td eat 
/ (C1 — Zz1)a1dC1 和 dC (C2 — Z2)a2dC» 入 de 
|¢z|=1 人 |Gil=1 人 


13. 设 DD 为 Cn 中 的 全 纯 域 且 函数 f, e 6(D),v = 1,… ,NN, 在 D 中 没有 公共 
零点 ; 于 是 存在 有 函数 g, e OC(D), 使 得 fig1 二 :二 fngn =1. 

14. 设 5S={fzecC2:Rezs=|2| -|1z2|2; 证 明 在 S 上 满足 柯 西 - 黎 曼 切 条 件 
的 任意 光滑 函数 可 以 被 延 拓 到 整 函数 . 

15. 设 f 为 对 wj 的 -4 次 齐 次 函数 , 它 在 任意 射影 直线 1 C _D+ 的 仿 射 部 分 上 有 
一 个 一 阶 极点 . 证 明 , 由 彭 罗 斯 方法 对 应 f 的 麦克 斯 韦 方 程 的 解 因 而 是 迷 疝 的 ( 参 
看 第 52 目 ). 

16. 用 绢 罗斯 方法 构造 一 个 麦克 斯 韦 方程 的 超越 解 的 例子 , 使 它 在 实 的 闵可夫 斯 
基 空 间 上 没有 奇 点 . 
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17. (A. P. Yuzhakov) 证 明 , 对 任意 不 与 下 面积 分 的 被 积 函数 的 奇 点 相遇 的 闭 链 

o, 见 
f(z,w) 
, azk + bwt! 

其 中 f 为 C2 上 的 整 函数 , k 和 ! 为 互 素 的 正 整 数 ,a 和 be C. 

18. 设 DD 为 Cn 中 的 一 个 区 域 , mn > 1, 又 KK 为 DD 中 不 分 离 它 的 一 个 紧 集 . 证 
明 , 对 于 任意 双全 纯 映 射 f : D\K 一 Cn 可 延 拓 为 D 的 双全 纯 映 射 . 

19. 设 U 为 C" 中 的 一 个 开 集 , f :U 一 Cm 为 全 纯 映 射 . 如 果 aeU 为 b= f(a) 
的 原 像 中 的 孤立 点 , 则 m > mw 并 且 m > n 当 且 仅 当 存在 在 点 。 全 纯 的 函数 g 关 0， 
使 得 在 a 的 邻 域 中 有 go = 0. 

20. 设 U 为 Cn 中 的 开 集 , f : 7 一 Cm 为 全 纯 上 映射 如果 每 个 点 ae U 均 为 
f(a) 的 原 像 中 的 孤立 点 , 并 且 f(D) 在 Cm 为 开 集 , 则 m=. 

21. 证 明 被 称 做 贝 祖 (Bézout) 定 理 的 下 面 论断 : 如 果 方 程 组 已 (w) = 0,v = 
1,… ,mn, 只 有 孤立 的 根 . 其 中 已 为 对 本 中 齐 次 坐标 w = (wo,… ,wn) 的 齐 次 多 项 
式 , 则 它们 的 个 数 ( 算 上 重 数 ) 等 于 书 次 数 的 乘积 . 


dzdw = 0, 


第 V 和 章 
几何 理论 的 一 些 问 题 


在 这 最 后 一 章 中 , 在 考虑 经 典 的 一 些 问 题 (诸如 伯 格 曼 (Bergman) 和 卡拉 泰 奥 
多 里 (Carathéodory) 度量 ) 的 同时 还 考虑 了 许多 还 未 最 终 解释 过 的 问题 . 自然 , 这 里 
素材 的 选取 在 很 大 程度 上 由 作者 个 人 的 兴趣 所 决定 . 


819. 不 变 度量 


函数 的 几何 理论 中 一 个 一 般 的 方法 是 利用 在 双全 纯 映 射 下 的 不 变 度量 . 在 这 里 
将 描述 三 个 这 样 的 度量 . 它们 中 的 第 一 个 是 由 伯 格 受 在 1933 年 提出 来 的 . 

56. 伯 格 曼 度 量 

我 们 考虑 在 区 域 Dc Cn 中 全 纯 函 数 的 希 尔 伯 特 空间 : 


oD) 0 OU) ol A plav < eol (1) 
其 内 积 为 
(B= IA pydV (2) 


(dV 为 体积 元 ). 我 们 将 只 考虑 这 样 的 区 域 , 对 它 而 言 其 空间 为 非 平凡 ; 我 们 称 它们 
为 有 界 型 的 区 域 (例如 , 所 有 有 界 的 区 域 是 这 种 区 域 , 而 空间 C” 则 不 是 ). 

固定 一 个 点 〈e DD, 我 们 要 在 类 EE = {yp es 72(D) : p(C) = 1} 中 极 小 化 范 数 
lvllp. 为 了 证 明 这 个 极 值 问题 的 可 解 性 我 们 需要 
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引 理 1。 如果 多 圆 盘 U"(z0,7) € D, 则 对 任意 pe ZL2(D) 有 


I2(z )| < = lollo- (3) 


i 
证 明 . 不 失 一 般 性 , 设 z? = 0. 如 果 在 Zn 中 


co 
OU2z) > 入 | 


|k|=0 


则 当 令 4 一 pvertr 时 ， 我 们 有 
[le / : 6 
A J 5 ei(kw 一 )tv ct fe 天， 十 二 0 


1 一 工 


2(kv 十 1) 


-lof ay 
而 因为 该 级 数 的 项 非 负 , 故 lollz。 > lcol*r"*r27 = |2(0)| rr 区， 口 
定理 1. 上 面 所 提出 的 极 值 函数 存在 且 唯 一 . 


证 明 . a) 存在 性 . 设 4 = inf lel2 以 及 ww es LS(D) 为 一 个 极 小 化 序列 , 即 
pul? 一 4. 由 引 理 1 从 而 得 到 i 的 局 部 一 致 有 界 性 , 于 是 按照 蒙 泰 尔 (Montel) 
定理 (参看 卷 I 的 第 39 目 ; 其 证 明 可 无 困难 地 搬 到 多 变 函 数 的 情形 ) 可 以 选取 子 序 
列 {wp}, 它 在 D 的 某 个 紧 子 集 一 致 收敛 于 一 个 函数 wo e L5(D). 对 茶 个 GED 
我 们 于 是 有 

leolle = lim llewlles im lewllp = 4, 
而 因为 go € EB, 故 pollbp= 有 4 

b) 唯一 性 ， 设 与 po 一 起 的 还 有 另 一 个 函数 wo € EE, 使 得 ||lwoll% = 4A. 于 

是 名 二 各 < 已 从 而 VA < | 细 土 血 | . 由 三 角 不 等 式 有 | 空 二 | < VA 因此 


horil VA, 而 成 立 等 式 只 能 当 wo = Xpo, 其 中 和 为 常数 . 代入 z = 〈, 我 们 发 
现 有 入 = 1, 从 而 wo = wo. 口 


通过 极 值 函数 可 以 定义 所 谓 的 区 域 的 核 函 数 : 


po(z, C) 


9 


(4) 


819. 不 变 度 量 J 


现在 考虑 在 区 域 D 中 任意 一 个 函数 的 完全 标准 正 交 系 , pj, € L3%(D), 44=1,2,……: 
这 里 的 标准 正 交 性 的 意思 是 (yj, pw) = 5jw, 其 中 5 为 克 罗 内 克 符 号 , 而 所 谓 完 全 
是 指 , 任意 函数 fe L2(D) 可 表示 为 


f(z2) = > appr(2)， (5) 


其 中 us = (f, yy), 该 级 数 平均 收敛 于 f, 就 是 说 在 范 数 (2) 的 意义 下 的 收敛 . 我 们 注 
意 到 , 在 我 们 的 情形 中 , 由 引 理 1 得 知 , 在 每 个 G € D 上 级 数 (5) 一 致 收敛 . 我 们 还 
记得 , 完全 正 交 系 的 条 件 可 用 帕 塞 瓦尔 (Parseval) 等 式 表 达 : 


y lo = fy, (6) 


其 中 Qn = (f, Pp)- 
以 通常 的 分 析 方 式 可 以 证 明 , 在 每 个 有 限 型 区 域 Dc Cn 中 存在 L(D) 中 的 完 
全 正 交 系 . 


引 理 2。 对 任意 正 交 系 pj, e 3(DD), 级 数 》 |wp,(zo)|? 在 任意 点 z0 e D 收敛 . 
/一 1 


证 明 . 设 U(z?,7) ED,m 为 任意 一 个 自然 数 ; 利用 标准 正 交 性 和 不 等 式 (3), 我 
们 有 
2 


)Pnlz)| dV 


> wo 3 2 


a 


(我 们 对 函数 Dm) < L%(D) 应 用 了 (3)). 约 掉 > [lpu(zo)| 并 令 mm 趋向 
co 便 得 到 结果 . 国 


之 友 2 
dV > mr” 3 weop) 
/一 工 


和 wo 


定理 2。 在 区 域 D 中 任意 的 完全 标准 正 交 系 {yj,} 下 核 函 数 可 由 级 数 


PR (OG) (7) 
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证 明 . 记 wzr(O) = 9 以及》 Ippl? = o (由 引 理 2 知 此 级 数 收敛 ) 对 任意 


4L=1 
函数 2(z) = 六 = (参看 (5)), 我 们 令 Up 二 = 成 7 于 是 由 条 件 
/1 三 再 
》 auypo = 1 得到》 mp0 = 0. 考虑 到 此 , 则 帕 塞 瓦尔 等 式 (6) 给 出 了 
4=1 1 一 | 
1 OO 


L 
2 2 
lylls = 有 (15 dl ) 沁 


| 


le 多 的 极 小 值 1/o 由 所 有 % = 0 达到 , 即 
oO= 二 meoo(a，>==1wo 雹 
= 


将 其 代入 (4) 我 们 便 得 到 了 (7). 口 


推论 。 核 函数 k(z,¢) 满足 : 

a) 对 第 一 个 变量 全 纯 , 对 第 二 个 则 为 反 全 纯 ; 

b) 反对 称 : k(C,z) = k(z,O); 

c) 具有 再 生性 : 对 任意 pe ZL2(D), 在 任意 点 2€E DD 


2 站 GOKk(z, Gd (8) 


证 明 . 性 质 a) 和 b) 由 (7) 看 出 , 为 证 明 c), 我 们 注意 到 , 由 柯 西 - 布 尼 亚 科 夫 
不 等 式 app| < VD aon?2VD |vpwl? 知 级 数 (5) 在 DD 的 紧 子 集 上 一 臻 和 绝对 收 
敛 , 因此 再 考虑 到 标准 正 交 系 , 我 们 得 到 


| POk(z, OdV = > anpr(z) js Pn(C)Pu(OdV 


Lv=1 


二 
4L=1 


公式 (7) 让 我 们 可 以 计算 最 简单 区 域 的 核 函 数 . 


例题 . 
(1) 多 圆 盘 U = {z €E C" :lzl < 1}. 这 里 的 完全 标准 正 交 系 ,譬如 是 标准 单项 式 
的 系 pj(2) 三 和 2*, 其 中 天 = (ki,-… ,有 ), kv 之 0, 且 系数 入 > 0 由 下 面 的 条 件 选 取 : 


(CE x| zrzrdV = 1. 
U 
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在 每 个 平面 z,, 中 引进 极 坐 标 (z,, = pue*), 则 由 此 条 件 得 到 
(Zn) - Po -a Em 一 Tom 和 2 
i 站 I + 


或 者 
AX2 = 去 IL ey 
系 pk 的 完全 性 来 自 其 级 数 就 是 泰勒 级 数 , 而 所 有 函数 fe C(U) 均 可 由 它们 代 
表 ; 正 交 性 是 显然 . 
由 公式 (7) 我 们 因此 而 得 到 


k(z,C) = 》、 Mazkc = b> 下 a 
k| 之 0 1 一 1 


|k|>0 


令 zC,, = zx, 我 们 注意 到 有 


ITw 1 a a (Br | a 
1 


2 Ox Ors 7 
而 因为 我 们 有 |z| < 1, 故我 们 可 以 改变 微分 的 顺序 和 级 数 和 的 顺序 , 我 们 得 到 了 
| | 1 
FO) BI wa) 
或 者 显 式 表达 为 
本 1 
kul(z,C) 三 一 一 一 一 一 . 9 
ed ll (9) 


(2) 球 B= {z EC" :|z| < 1}. 仍然 有 单项 式 系 和 z* 为 完全 标准 正 交 系 , 但 是 
标准 化 条 件 给 出 X2 一 Le 为 计算 沿 B 的 积分 需要 引进 极 坐 标 (在 R2n 中 的 ). 
由 公式 (7) 我 们 得 到 | 


大 I 
i 


Ik|>20 
I HH! zk 
a 
/一 0 Ik|=4 


我 们 现在 注意 , 里 面 的 那个 和 


i T= p35} 


Ik|=p 
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以 及 对 所 有 t,t <1 有 


2 | nl 
® © . H 一 一 一 一 二 a 


因为 在 这 里 t= aC, 的 模 小 于 1 故 


1 一 | 


nl 


hoi 人生 上 全 和 全 全 (10) 
nd 和 > 二 


1 一 二 
注 . 由 公式 (9) 看 出 , 多 圆 盘 的 核 函 数 是 圆 盘 {|z,| < 1} 的 核 函 数 的 乘积 , 它 等 
可 以 证 明 , 更 一 般 地 , 区 域 D c Cm(z) 和 G c Cnr(w) 乘积 的 核 函 


数 等 于 这 两 个 区 域 的 核 函数 的 乘积 ?: 
EDRE(Z0 CC 0) = EB(Z, Che lw (11) 
定义 1. 区 域 DC Cn 的 伯 格 曼 函 数 是 指 


Ms) Eh (2 = > [0 27. (12) 
4L=1 
在 有 界 型 区 域 中 这 个 函数 是 正 的 , 这 是 因为 根据 (4), 它 是 数 inf |p 的 倒数 , 其 中 
”属于 72(D) 由 条 件 w(z) = 1 被 标准 化 的 函数 类 . 
定理 3. 微分 形式 


~、D2in 天 
人 


a 
2 


1 
证 一 


在 区 域 D 的 双全 纯 映 射 下 不 变 , 其 中 KK = Kp(z) 为 区 域 DD 的 伯 格 曼 函 数 . 


0 /dz (13) 


证 明 . 设 f:D 一 G = f(D) 为 双全 纯 映射 . 如 果 加 E 1L5(G) 为 G 中 的 标准 
正 交 系 , 则 yj = 四 ,ofoJy 也 是 D 中 的 标准 正 交 系 , 其 中 的 J 为 映射 了 的 雅 可 比 . 
事实 上 , 因为 像 的 体积 元 dV = |Jrl2dV, 故 


/ purp2adV 到 Vo Mo | ds | Yh 
D D G 


1 参看 B. A. Fuks, Special chapters in the theory of analytic functions of several complex variables, 
Fizmatgiz,， Moscow,，1963, p，91; 英 译 本 , Transl. Math. Monographs, vol. 14, Amer. Math. Sorc., 
Providence, RI, 1965. 
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系 {wp4} 与 {ww} 同时 是 完全 的 ， 这 是 因为 任意 的 2 < L6(D) 可 以 换 作 形 式 ”= 
yof .Jr, 其 中 We 7 (G), 从 而 由 展开 式 y= seh 得 到 wp = Se 依据 定 
理 2 因而 有 人 人 

Kp(z) = pu(2)) = 一 [wr o FO 7 

三 a OP 

对 此 恒等式 取 对 数 , 则 有 

In Ke(w) = In Kp(z) — In Jy(z) — ln Jy(2), 
其 中 w = f(z), 剩 下 的 只 要 考虑 到 由 于 .Jy 的 全 纯 性 , 我 们 有 5 Jf = Oln 7, 而 
dd° = -05 即 可 ， 口 


称 对 应 于 (13) 的 双 线 性 形式 


= Gh KK 
ds = = ,Baz, dd02 = D2 viv te (14) 


Lv=1 


为 区 域 D 的 伯 格 曼 形 式 . 
定理 4。 在 有 和 界 区 域 DC C" 中 , 伯 格 曼 形 式 为 埃 尔 米 特 和 正定 的 . 


证 明 . 该 形式 的 埃 尔 米 特性 质 即 满足 g, = nx 由 (14) 直接 得 到 , 这 时 我 们 只 
需 考虑 到 K > 0 即 可 . 为 了 证 明 其 正定 性 , 我 们 固定 一 点 zo e D, 并 作 一 条 通过 它 
的 复 直 线 1 : z = 2 十 wi, 其 中 we C",C eC, 又 注意 到 由 复合 函数 的 微分 法 则 , 对 
于 复合 函数 Kol 有 
OInKol ”gnK 
OcoOc ¢=0 TO Zv 
故而 我 们 需要 证 明 左 边 的 式 子 当 we C7?,w 关 0 为 任意 时 所 得 的 数 为 正 . 
根据 公式 (12) 的 直接 计算 给 出 
OInKol 


l / 1 一 i 
85555 leso K2(z0) { AD DA A > ig (15) 


其 中 为 书写 简明 起 见 , 在 右 端 记 yj = wu(z0),w/ = 人 | 可。 并 且 其 中 的 取 和 记 


号 对 /是 从 1 到 co. 将 下 = (pi1,… ,pn,…) 和 B= (yp1,… 92) 看 成 是 硕 尔 
伯 特 序列 宇 间 1 中 的 点 , 于 是 (15) 可 以 改写 为 
2ln Kol 
8666 lc=0 i 


Wy- 
之 一 a 


le yl 
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其 中 (@,@') 为 1 中 的 内 积 , 并 由 布 尼 亚 科 夫 斯 基 - 施 瓦 交 不等式 , 在 花 括号 内 的 量 
是 非 负 的 . 它 只 能 在 8 = XB' 的 情形 取 零 值 , 其 中 Ae C 为 某 个 数 , 同时 , 因为 我 们 
有 ||? = 天 (z0) 头 0, 故 入 头 0. 这 时 , 对 于 任意 函数 o e 72(D) 我 们 有 


Pp(2") = I = fr ol 


a 
特别 地 , 对 于 函数 w(z) = 2 一 累 ) 由 于 区 域 D 的 有 界 性 , 它 属于 72(D), 从 
而 有 pol= |wl2¢ 并 且 最 后 面 这 个 式 子 给 出 了 0 = 和 lw|, 它 在 w 关 0 时 是 不 可 能 
A 

注 .定理 4 可 被 推广 到 某 些 无 界 的 区 域 D Cc C", 这 时 要 求 芒 (D) 包含 了 所 有 
的 线性 函数 . 

伯 格 曼 形式 的 正定 性 意味 着 函数 in K 为 严格 多 重 次 调和 的 (第 38 目 ). 因为 由 
此 也 推导 出 K 的 多 重 次 调和 性 , 故 从 第 39 目的 定理 4 得 到 了 


定理 5。 如 果 区 域 DC C” 的 伯 格 曼 函 数 KDp 在 靠近 边缘 时 无 限 增 大 , 则 DD 为 
全 纯 域 . 


定义 2， 由 在 区 域 D c Cn” 中 的 基本 形式 (14) 定义 的 埃 尔 米 特 度量 被 称 为 伯 
格 曼 度 量 . 
根据 定理 3 知 , 这 个 度量 在 双全 纯 映 射 下 不 变 : 如 果 bp(z,w) 为 在 此 度量 下 点 
z,w ED 之 间 的 距离 , 又 , f : D 一 G = f(D) 为 双全 纯 映 射 , 则 
bp(z,wW) = be(f(z), f(w)), (16) 
其 中 bo 为 在 区 域 G 的 伯 格 曙 度 量 下 的 距离 . 


例题 (3). 对 于 多 圆 盘 UV = {zl < 1} Cc Cn, 按 公 式 (9), 伯 格 曼 度 量 由 下 面 的 
形式 定义 : 


2 dz 
ds 了 A ya (17) 
而 对 于 球 B = {lz| <1} Cc C? 由 公式 (10) 得 到 
d> ZuzvdzndZy 
= on 人 上 (18) 


其 中 |dzl? = Dl ¥ 当 n = 1 时 两 个 度量 都 同 于 在 单位 圆 盘 上 的 罗 巴 切 夫 斯 基 
度量 (参看 卷 I [第 11 自 ). 
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我 们 看 到 , 对 于 在 单位 球 的 们 格 曼 度 量 下 与 坐标 原点 的 距离 公式 为 


bp(0,z) = V7 十 jn 于 (19) 
如 果 取 (不 失 一 般 性 ) z = ('0,z), 它 可 由 沿 直线 段 对 (18) 的 积分 得 到 . 

最 后 我 们 要 指出 在 单位 多 圆 盘 Uc Cn 中 的 伯 格 曼 度 量 下 从 点 0 到 点 z = 
{|z1|,… ,|zn|} 的 距离 公式 , 即 到 一 个 具 非 负 坐 标的 点 (但 这 并 不 失 一 般 性 ). 可 以 证 
明 连 接点 0 和 z 的 测 地 线 是 路 径 y : [0,1] 一 D, 其 在 z, (> = 1,… ,n) 平面 上 的 投 
影 点 以 匀速 v, 沿 该 平面 中 ( 罗 巴 切 夫 斯 基 度 量 下 的 ) 测 地 线 运 动 , 即 x, 轴 的 线段 : 
1 四 ed 
We 


ln 


20%, 


由 此 看 出 了 2 


= vvdt, 并 由 公式 (17) 得 到 


| 2 U2 
bw (0, 2 = .人 2 2 


1 | 
a l 20 
V2 Day 1 he ™ 


v=1 


57. 卡拉 泰 奥 多 里 度量 


在 C* 的 有 界 区 域 中 , 也 可 在 某 些 复 流 形 中 引进 另 一 个 在 双全 纯 映 射 下 不 变 的 
度量 . 这 是 由 卡拉 泰 奥 多 里 (Carathéodory) 在 1927 年 给 出 的 . 为 了 描述 它 , 我 们 考 
虑 集合 C(M,D), 它 由 复 流 形 M 到 单位 圆 盘 UC C 的 全 纯 映 射 构成 , 并 且 采 用 下 
面 的 


定义 . 扣 p,q € M 之 间 的 卡拉 泰 奥 多 里 距离 是 指 


cm(p,9) = > i pe(D) p(q9)), z (1) 


其 中 p 是 单位 圆 盘 中 的 罗 巴 切 夫 斯 基 距 离 ; 对 于 点 2 we U, 它 等 于 


1 一 丈 z| 十 |z 一 节 | 


p(z,w) = In (2) 


I1 wz|—|z— wl 
(参看 卷 工 的 第 11 目 ). 


定理 1， 在 任意 复 流 形 M 上 均 定义 有 函数 cm 并 且 是 个 半 度 量 , 即 它 非 负 , 满 
足 对 称 性 cy (p,q) = cm(q,p) 和 三 角 公 理 cwr(p,9) < cm(p,7) + cm(7,9). 
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证 明 . 首先 证 明 对 任意 p,q e M 上 界 (1) 是 有 限 的 . 按 定义 , 存在 序列 er < 
CO(M,U) 使 得 p(ypr(p), pr*(q)) 一 cw(pg), 并 且 不 失 一 般 性 可 假定 对 所 有 ,pr*(q) = 
0 (附加 上 一 个 将 pr(g) 变 到 0 的 圆 盘 的 自 同 构 ). 于 是 
a 
er . 
因为 vr 有 界 , 故 由 蒙 泰 尔 定理 (参看 卷 I 的 第 39 目 ; 该 定理 的 证 明 没 有 任何 困难 
地 可 推广 到 流 形 上 ), 存在 子 序列 om 一 oe OC(M,U) 在 M 的 复 紧 子 集 上 一 致 收敛 . 
如 果 2 = 常 值 , 则 因为 p+(q) = 0 故 w= 0, 于 是 命题 是 平凡 的 , 如 果 yp 尖 利 值 , 则 
由 极 大 值 原理 存在 点 we M 使 得 |yp(p)| < lw(p”)| < 1. 但 是 由 此 知 lwp(p)| < 1, 并 由 
(3) 看 出 又 有 cm (wp,9) < co. 因此 函数 cxz 在 任意 复 流 形 上 都 有 定义 . 

另外 , cnz 的 非 负 和 对 称 则 是 显然 的 , 而 对 于 三 角 不 等 式 的 证 明 , 我 们 取 上 面 所 
构造 的 那个 满足 cw (p,q) = p(wp(p), yp(q)) 的 函数 w. 由 卡拉 泰 奥 多 里 度量 的 定义 有 
cM(p,7) > p(y(p), (7)) 和 cy(7,9) > p(yp(7), (9)), 而 按 罗 巴 切 夫 斯 基 度 量 的 三 角 
不 等 式 有 


pp" (D) ,0) = In 


pp(D),o2(gO)) 过 pe(D,e2(7)) 二 Per))， 口 


在 一 般 情 形 ， CM 电 是 一 个 全 放 过 。 这 是 因为 cM (p, 9) 可 以 在 PpP@AF9 时 取 和 零 值 . 
璧 如, 如果 M = Cn 或 C"\NV, 其 中 为 一 个 复 流 形 (在 这 里 的 任意 一 个 全 纯 映 射 
wp : M 一 U 由 刘 维 尔 定理 和 关于 有 界 全 纯 函 数 奇 点 可 去 性 定理 知 其 必 为 津 值 ). 对 于 
所 有 紧 复 流 形 也 有 同样 的 情形 出 现 (由 极 大 原理 ). 

为 了 使 卡拉 泰 奥 多 里 半 度 量 成 为 度量 , 即 carz(p,a) = 0 仅 当 pz = 9g 时 成 立 , 显然 ， 
其 充分 必要 条 件 是 在 M 上 的 有 界 全 纯 函 数 分 离 M 的 点 ( 即 对 不 同 的 氮 P,age MM 存 
在 M 上 有 界 的 函数 w, 使 得 p(p) # wp(9)). 


例题 (1).。， 在 球 B = {|z| < 1} c Cn 中 , 距离 


1 十 |z 
cpB(0, z) = 下 要 和 (4) 


与 伯 格 曼 度 量 下 的 距离 只 相差 一 个 乘积 因子 (参看 前 一 目 ). 在 多 圆 盘 UV = {||zl| < 
1} C Cn 中 卡拉 泰 奥 多 里 距离 


1 十 |z,| 
5 
1 — |z,| 


(v = 1,… ,n) 则 不 同 于 伯 格 曼 度 量 . 由 此 例 也 可 看 出 , 一 般 来 说 , 卡拉 泰 奥 多 里 度量 
像 伯 格 曼 度 量 那 样 不 是 光滑 的 . 
利用 对 于 C - 齐 次 度量 的 施 瓦 蒋 引 理 (第 9 目 定 理 3) 容易 证 明 公 式 (4) 和 (5). 


定理 2 (压缩 性 )， 全 纯 映 射 f : M 一 N 不 增 大 卡拉 泰 奥 多 里 度量 : 
cn(f(p), f(9)) < cu (p,q) (6) 


ci(0,2)= Wx 
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其 中 pe M 为 任意 两 点 . 


证 明 . 设 小 e O(N,U) 满足 cv(f(p),f(q)) = p(wof(p), 业 of(q)) ( 它 的 存在 性 
已 由 定理 1 中 的 证 明 给 出 ). 于 是 yo fe O(M,U), 而 因为 在 GC(M,U) 中 有 另外 的 
Ci 
这 个 定理 推广 了 被 称 做 施 瓦 次 引 理 的 不 变形 式 , 它 可 叙述 为 : 
单位 圆 盘 到 自身 的 全 纯 变换 不 增 大 罗 书 切 夫 斯 距 高 : 
p(f(2), f(w)) < pl(z, w). (7) 
如 果 w= fw) = 0, 则 (7) 化 为 了 通常 的 施 瓦 深 引 理 : 
| AC 
EC 
我 们 指出 定理 2 的 一 些 简 单 推论 . 


推论 1. 卡拉 泰 奥 多 里 度量 对 于 双全 纯 映 射 不 变 . 
证 了 明 . 只 要 对 映射 f 和 f-! 应 用 定理 2 即 可 . 口 


或 者 |f(z)| < lal. 


推论 2。. 如 果 M 和 NN 为 复 流 形 , 日 M C N, 则 对 所 有 点 p,geE M 有 
cN(p,9) < cm(p, 9). (8) 


证 明 . 只 要 对 髓 入 上 映射 i: M 一 N 应 用 定理 2; 这 个 映射 把 每 个 点 pe M 相伴 
囊 闻 = 


注 . 在 前 一 目 中 我 们 知道 了 伯 格 曼 度 量 也 在 双全 纯 映射 下 不 变 . 但 不 同 于 卡拉 
泰 奥 多 里 度量 , 它 不 具有 在 全 纯 映射 下 的 压缩 性 质 . 事实 上 , 我 们 考虑 双 圆 盘 U Cc C? 
到 上 自己 的 全 纯 映 映 : (二 加) > (2 到) 由 前 一 目 对 z = (z1,0) 的 公式 (20), 我 们 
有 


1 
bu(0, f(z)) = I 


我 们 最 后 注意 到 ， 卡拉 索 奥 多 里 度量 像 们 裙 受 度量 “但 ， 可 以 局 部 地 定义 . 为 此 
我 们 固定 区 域 Dc C" 中 一 个 上 扣 z, 一 个 切 同 量 v = re Tc(D) (第 27 目 ) 并 
定义 一 个 量 


D(z,v) = 2suplv(¥)| = 2sup (9) 


2g 》 
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其 中 上 确 界 是 对 所 有 全 纯 映 射 yp : D 一 U, yp(z) =0 的 集合 6.(D,U) 取 的 . 另外 , 分 
段 光 请 的 道路 7 :7 一 1 的 卡拉 泰 奥 多 里 的 长 以 积分 定义 为 


le | B®(y(0), Y(t))dt, (10) 


而 在 点 z,w ED 之 间 的 距离 tp(z,w) 则 作为 在 D 中 连接 这 两 个 点 的 所 有 分 段 光 滑 
路 径 的 卡拉 泰 奥 多 里 长 度 的 下 确 界 . 
根据 前 面 的 定义 
1 + |w(w)| 
DO LF leo 
而 如 果 点 w 靠近 z, 则 |p(w)| 是 个 小 的 量 , 并 在 差 一 个 高 阶 小 的 量 下 有 cp(z,w) 完 
2sup Iw(w)|. 如 果 点 w 沿 着 路 径 7 趋 回 于 z, 使 得 7(0) = z,Y(0) = ww 则 cp(z,w) 


的 微分 等 于 2 sup 2 dt = 2sup|v(w)ldt (参看 第 26 目 ). 因此 , 局 部 地 两 个 卡拉 泰 


奥 多 里 长 度 的 定义 相同 , 但 是 在 一 般 情 形 下 , cp(z,w) 和 cp(z,w) 可 能 不 同 . 


* 1. 证 明 在 量 更 的 定义 (9) 中 条 件 2(z) = 0 可 以 去 掉 , 即 它 自动 满足 . [提示 : 应 用 单 变 量 
的 施 瓦 次 引 理 .] 

2 MD = {2 CO : 5 < |z| < 1}cp(z,w) 等 于 cp(z,w) 在 D 上 的 限制 , 其 中 
B=(z€ | 吉 过 下 

3. 解释 为 什么 对 2) 中 的 区 域 D, 量 cp(z,w) 和 cp(z,w) 不 同 , 其 中 z = (一 3/4,0), 而 
w= (3/4,0). +* 


6 (2.% = 


58. 小 林 (Kobayashi) 度量 


在 稍 早 一 些 的 1967 年 , 小 林 提 出 了 对 卡拉 泰 奥 多 里 度量 的 一 个 变形 , 使 它 具 有 
许多 好 处 . 小 林 的 定义 的 基础 不 是 GC(M,U) 而 是 6(U, M), 即 单位 圆 盘 U 到 流 形 M 
的 全 纯 映 射 的 集合 . (我 们 已 经 发 现在 此 替换 中 的 好 处 : 例如 , 如 果 1M 为 紧 流 形 , 则 
由 极 大 值 原理 在 其 上 的 所 有 全 纯 函 数 为 常数 , 就 是 说 GO(1M,U) 由 常 值 上 映射 组 成 , 而 
与 其 同时 OG(U, M) 则 包含 了 非常 值 的 映射 .) 我 们 在 此 叙述 小 林 的 基本 结果 . 

我 们 固定 两 点 p,q e M, 称 从 p 到 v 的 M 上 的 一 个 链 是 指 一 组 对 象 , 它 由 m 
个 全 纯 盘 户 s CO(U,M) 和 m 对 点 GC EU (j= 1,…,m) 组 成 , 其 中 这 些 点 偶 满 
人 


定义 .两 点 p,qg € M 之 间 的 小 林 距 离 是 指 


kn (p,q) = inf ” ae (1) 
其 中 p 为 单位 圆 盘 中 的 罗 巴 切 夫 斯 基 距 离 , 而 下 确 界 是 取 自 所 有 M 上 从 p 到 4 的 
链 o = {fi,C1,C7} 吕 (具有 任意 的 链接 数 m). 


819. 不 变 度 量 . 285 . 


定理 1， 在 任意 复 流 形 M 上 小 林 距 离 kw 具有 半 距 离 的 性 质 . 


证 明 . kx 的 非 负 性 是 显然 的 . 为 了 证 明 对 称 性 kx (p,q) = km(q,p), 我 们 与 链 
0 同时 再 考虑 另 一 个 链 就 可 以 了 , 其 中 的 这 个 链 由 o 中 以 +1 -7 蔡 换 六? 替换 
5 得 到 . 为 证 明 三 角 不 等 式 
km(p, 9) < km (P， 7) km (i q) 


只 需 在 考虑 从 p 到 的 链 o' 和 从 7 到 g 的 链 o” 的 同时 , 再 考虑 它们 的 联合 , 即 从 
p 到 的 链 o: 


> MO PE OD MR). 


而 因为 也 存在 其 他 的 从 p 到 gq 的 链 , 故 ky(p,q) 不 超过 按 链 or 和 o” 的 下 确 界 的 
和 . 口 


* 证 明 在 小 林 距 离 的 定义 下 , 一 般 地 不 能 把 链 换 成 单个 的 圆 盘 , 即 设 mr = 1. 就 是 说 , 如 果 
D= {zE€EC’:|za| < 2,|zz| < 2,|zzz| < ej, 并 对 点 z,wED 令 
kzW= ,int , {oC 6) =a7CG0)= 吉 ， 


EO(U,D) 


则 当 es > 0 充分 小 时 , 对 点 z = (1,0),w = (0,1) 和 0 = (0, 0) 不 满足 三 角 不 等 式 . [提示 : k(z, 0) 
入 (w,0) 当 < 一 0 时 保持 有 界 , 而 (z, 1w) 一 00.] 米 


定理 2 全 纯 映 射 f : NM 一 不 增 大 小 林 上 距离 : 
km(f(p), f(q)) < km (p,q)-. (2) 


证 阴 . 对 任意 全 纯 曲 线 we C(U, M) 可 以 考虑 曲线 fo we O(U,NN), 但 是 在 
COC(U,N) 中 还 有 另外 的 曲线 . 因此 在 (2) 的 左 端的 下 确 界 不 超过 右 端 的 下 确 界 . 口 


像 前 一 目 那 样 , 由 此 得 到 


286 . 第 V 章 几何 理论 的 一 些 问题 


推论 1. 小林 度 量 在 双全 纯 映 射 下 不 变 . 
推论 2。 如 果 M 和 为 复 流 形 , 且 M C N, 则 
kn(p,q) < nxr(P,q) 
对 于 单位 圆 盘 , 像 我 们 曾 考虑 过 的 其 他 度量 一 样 , 小 林 度 量 等 同 于 罗 巴 切 夫 度 
量 . 下 面 的 两 个 定理 着 重 显示 出 上 面 关 于 小 林 度 量 的 好 处 . 它们 中 的 第 一 个 断言 , 在 


流 形 M 上 的 小 林 距 离 是 在 那些 在 单位 圆 盘 到 MM 的 全 纯 映射 下 不 增 大 的 距离 中 最 
大 者 


定理 3。 如果 d 是 M 上 的 半 度 量 使 得 d(f(C), 有 (4”)) < p(4',4"), 其 中 :UU 一 
M 为 所 有 的 全 纯 上 映射 , 则 d(p,q) < km (p,q) 对 所 有 p,q € M 成 立 . 


证 明 . 设 o= (fi,G,C)2] 为 M 上 从 p 到 4g 的 一 个 链 . 由 d 的 三 角 不 等 式 有 


Oh A 
j=1 
由 于 fi 不 增 大 距离 , 从 而 dj 有 (0)) < p(G,09),57 = 1,… ,m. 还 需 从 右 端 对 
M 上 从 p 到 gq 的 链 取 下 确 界 即 可 . 口 


类 似 地 可 证 明 , 卡拉 泰 奥 多 里 距离 cm 是 那些 在 M 到 U 中 全 纯 映射 下 不 增 大 
的 距离 中 的 最 大 者 . 


定理 4， 在 任意 复 流 形 M 上 , 卡拉 泰 奥 多 里 距离 不 超过 小 林 距 高 : 
cM(p,q) < km (p,q). (3) 


证 明 . 我 们 取 定 两 个 点 De M, 链 o = {7,G, 信 } 人 2! 和 从 流 形 M 到 单位 圆 
盘 U 的 全 纯 映 射 yp. 由 施 瓦 获 引 理 的 不 变形 式 (参看 前 一 目 ) 有 


YPp(C,) 2 plpof (6), po FC)) > p(p(p), (0)) 

j=1 j=1 
(我 们 还 用 到 了 对 罗 巴 切 夫 斯 基 度 量 的 三 角 不 等 式 以 及 f'(C1) = p, "(4%) = 9). 为 
外 还 要 从 右 端 对 2 取 上 确 界 , 而 从 左 端 对 o 取 下 确 界 . 口 


小 林 度 量 也 可 有 局 部 定义 . 固定 复 流 形 M 的 一 个 点 p 及 切 向 量 ve T,(MM), 并 
考虑 从 圆 盘 UR = {|z| < R} 到 流 形 M 的 满足 法 化 条 件 f(0) = p, f'(0) = wv 的 所 有 
全 纯 映 射 f. 我 们 以 Bm 表示 使 这 种 映射 存在 的 圆 盘 的 半径 上 确 界 的 倒数 : 

0 (4) 
sup{R:3f € oO(Ur,M),f(0)=»,f"(0)= wv} 
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利用 函数 By, 以 一 种 标准 的 方式 定义 距离 : 


a " Bu (yt), Y(t))dt, (5) 


其 中 的 下 确 界 是 对 所 有 分 段 光 沸 路 征 7 : [0,1] 一 M,7(0) = p,Y(1) = g 取 的 . 罗 
伊 登 (H. Royden) 曾 证 明 ,对 于 任意 复 流 形 M, 这 个 半 度量 与 小 林 半 度量 相同 : 
knr (p, 9) < knr(p, q). 


S22eCe ll D0 1 Tov Pep) Deh 
WED (0,2n)* 


称 复 流 形 M 为 双 曲 的 ? 是 说 , 如 果 对 于 它 , 其 小 林 半 度量 xy 成 为 度量 , 即 当 
p 关 4 时 kw(p,q) 关 0. 根据 定理 4 知 , 双 曲 流 形 的 类 比 具 有 非 平 凡 的 卡拉 泰 奥 多 里 
度量 的 流 形 类 更 宽 . 在 下 一 节 中 我 们 将 考虑 这 些 流 形 的 基本 性 质 . 
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59. 双 曲 性 的 判别 法 
我 们 考虑 在 流 形 和 它 的 履 和 合流 形 上 的 小 林 上 度量 之 间 的 关联 . 


引 理 1， 设 M 为 复 流 形 , r : M 一 M 为 它 的 一 个 全 纯 覆 倒 3); 于 是 对 任意 点 
paeM 有 
km (p,q) = inf ko(p, 9), (1) 
其 中 对 任意 固定 的 Fe x-1(p), 下 确 界 是 对 所 有 Ye x-!(g) 取 的 . 


证 明 . 因为 投射 x 为 全 纯 上 映射, 故 由 其 压缩 性 质 (前 一 目 定理 2) 知 ku (p,q) < 
inf k($ 信 . 设 与 引 理 断言 相反 , 存在 = > 0 使 得 


km(p,9) 十 E < inf ko(p, 人 (2) 


于 是 存在 链 o = {7,C,C}Y| 在 M 上 从 p 到 g, 使 得 


Sp(G,0) < km(p,q) +e. (3) 


J 


1 参看 H. L. Royden, Remarks on the Kobayashi metric, Several Complex Variables. I (Proc. 
Internat. Conf., Univ. Maryland, College Park, MD, 1970), Lecture Notes in Math., vol. 185, Springer, 
Berlin, 1971, pp. 125-137. 

2) 这 个 名 词 是 由 黎 曼 面 理论 提出 的 , 在 那里 所 谓 的 双 曲 型 指 的 是 双全 纯 等 价 于 单位 圆 盘 的 曲面 ， 
而 双全 纯 等 价 于 复 平面 的 被 称 做 抛物 型 的 . 在 双 曲 型 曲面 上 的 不 变 度量 是 利用 罗 巴 切 夫 斯 基 度 量 
sD Ee ET 

3) 这 表明 M 也 是 复 流 形 且 r 为 全 纯 映射 (参看 第 I 章 ). 
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我 们 以 方 : UV -MM 表示 曲线 f : UV 一 M 在 覆 个 M 上 的 一 个 提升 0 使 得 
及 (Gf) = 名 其 中 的 方 为 一 个 固定 点 ， 方 (CD) = 方 (9 了 = 1… ,m 一 1 于 是 
0 为 M 上 从 方 到 了 的 链 ， 自 小 林 度 量 的 
定义 及 不 等 式 (3), 我 们 有 


kB < > _p(C,C) < km (p,q9) +e, 
| 
这 与 (2) 相 矛 盾 . 口 


例题 (1)。 在 上 半 平 面 互 ={fz=z+ 纪 ECy > 0} 中 的 罗 巴 切 夫 斯 基 度 量 
由 公式 ds3, = zc2 (参看 卷 1 第 11 目 ) 给 出 , 而 H 用 项 了 去 掉 一 点 的 单位 圆 盘 


U; = {0 <|¢ < 和 其 投射 C = x(z) = e2z. 代入 dz = 2 i 及 y= a 
引 理 1 我 们 得 出 了 去 点 圆 盘 的 小 林 度 量 
dCde 
, 
[| 上 
我 们 发 现 , 在 此 度量 下 圆 {|4| = >} 的 长 度 等 于 2r/ n=, 而 当 r 0 时 它 趋 于 零 
定理 1. 复 流 形 M 为 双 曲 的 当 且 仅 当 它 的 全 纯 覆 状 为 双 曲 的 


证 了 明 . a) 设 M 为 双 曲 的 , 且 ky( 吉 人 0 = 0. 由 引 理 于 是 有 kuz(7(2D),7(9@)) = 0， 
又 由 双 曲 性 知 x( 罗 = 7(@); 以 p 尺 . OO < Elo 0 
及 瑟 为 方 的 小 邻 域 使 得 r : B -，B 为 双全 纯 2. 在 M 上 我 们 取 从 方 到 的 链 
站 二 使 得 


2 
dsr = 


0 (5) 


7 一 1 

(我 们 有 ks(5,9) = 0). 

我 们 在 圆 盘 U 内 构造 一 段 罗 巴 切 夫 斯 基 测 地 弧 C7 并 考虑 M 上 的 道路 了 = 
(及 (GO),… ?GC7)), 而 它们 在 M 上 的 投影 为 y = ro 了 . 因为 映射 ro 所 :UU 一 
M 是 压缩 的 , 故 弧 ro 户 (C C7) 的 km - 长度 不 超过 p(C, 必 ), 由 于 (5), 这 意味 着 道 
路 7 的 kw -长 度 小 于 s. 因为 道路 7 的 起 点 为 p, 故 由 此 得 出 7 C B. 

但 是 道路 的 起 点 方 属于 B, 而 7 :B 一 B 为 双全 纯 映 射 , 因而 了 yc B. 道路 了 
的 终点 了 被 投射 到 p, 而 在 B 中 只 有 一 个 点 具有 这 样 的 投影 , 即 点 六 这 表明 gf= 访 
于 是 我 们 证 明了 k 是 个 度量 , 即 2 为 抛物 型 的 . 

0 这 表明 ro fi = fi, 参看 第 工 章 . 像 在 第 17 目 中 那样 可 以 证 明 曲线 f7 的 提升 存在 并 由 方 的 


一 个 点 所 唯一 决定 . 
2) 在 这 里 我 们 所 用 的 事实 是 , 小 林 度 量 诱导 了 M 的 拓扑 (参看 本 章 末尾 的 问题 14). 
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b) 设 M 为 双 曲 的 且 kxz (p,q) = 0. 我 们 取 方 e x-1(p); 于 是 由 引 理 , 存在 序列 
YE Tn (9) 使 得 有 (包罗 一 0. 由 抛物 性 , 有 饮 一 访 从 而 庆生) 一 2. 但 7( 包 )=4q 
故 g = p, 因此 M 也 为 双 曲 型 . 口 


例题 . 


(2) 考虑 挖 去 p 个 不 同 点 的 球面 C: 
加 人 


当 p=1 和 2 时 , 它 的 万 有 覆 堆 共 形 等 价 于 C, 而 当 p > 2, 其 等 价 于 单位 圆 盘 U ( 参 
看 第 21 目 ). 由 定理 1 得 到 D, 为 双 曲 型 当 且 仅 当 p > 2. 

我 们 还 注意 到 , 在 D, 中 的 卡拉 泰 奥 多 里 度量 对 所 有 的 p 都 是 平凡 的 , 这 是 因为 
任意 全 纯 映 射 上 : D, -，U 为 常 值 映射 , 这 可 根据 有 界 函 数 的 奇 点 可 去 定理 和 刘 维 
尔 定理 得 到 . 

(9) 妈 在 P” 中 从 出 J 四 条 复 直 肚 刀 (9 二 1,…, 权 ,它们 处 于 一 破位 置 ， J = 


1 人 门 l2,6 = 二 43 门 4 为 交点 , 而 lo 为 一 条 通过 a 和 的 复 直 线 . 则 流 形 M = LE [Js 
为 双 曲 3 
事实 上 , 不 失 一 般 性 可 设 lo 为 无 穷 远 直线 , 从 而 P2\lo = C2, NM = C2\ Ls 


= 
为 wb e lo, 即 为 无 穷 远 点 , 故 4 平行 于 12, 而 4 平行 于 44 (在 C2? 中 ), 而 因为 这 些 
直线 处 于 一 般 位 置 , 故 4 不 平行 于 13. 所 以 可 以 假设 这 些 在 C? 中 的 直线 分 别 由 方 
程 zi = 0,z1 = 1,z2 = 0,z2 = 1 给 出 . 但 是 这 样 一 来 M 便 是 两 片 相同 的 双 曲 流 形 
C\{0, 1} = C\{0, 1, oo0} 的 乘积 , 从 而 也 是 双 曲 的 . 这 后 面 的 论断 由 容易 证 明 的 不 等 
式 推导 出 来 : 如 果 Ad 和 NM 为 复 流 形 ， 而 PI O01 N11, p2, gq2 € MM» 则 


max(km (pi1, 91), Kn (Pp2, 92)) < kmix M2((P1, 22), (91, 92)) 
雪 km (p1, 41) k Mm, (p2, g2). (6) 


下 面 的 结果 是 P. Kiernan 得 到 的 . 设 NM 为 复 流 形 , 点 PE M,z = (2 ,Zn)， 
z(p) =0 为 M 上 在 yp 后 的 邻 域 中 的 局 部 坐标 ,而 B, = {pe€ M :|z(p)| < Bi = 万; 
区 设 We (16 NDRSD0W9WO 上 的 国 痊 : 


引 理 2. 如 果 存 在 数 > 和 6 使 得 对 满足 f(0) e B. 的 所 有 全 纯 映 射 f:U 一 M 
有 f(Us) C B, 则 对 所 有 ge MN\B, 小 林 距 离 ky(p,g) > 0. 
27? 十 1 
D)P. Kiernan 得 到 这 样 的 结果 : 流 形 M = 加 H; 为 双 曲 的 , 其 中 H; 为 处 于 一 般 位 置 的 
3 一 1 
复 超 平面 (参看 P. Kiernan, Hyperbolically lmbedded spaces and the big Picard theorem, Math. Ann. 
204 (1973), no. 3, 203-209.) 
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证 明 . 设 ge AMNB,c={126C0 于 ;为 M 上 从 p 到 9 的 链 ; 进行 在 U 中 附 
加 的 罗 巴 切 夫 斯 基 运 动 ， 出击 人 he 5 = 0. 我 们 必须 证 明 , 对 所 有 这 样 的 


链 , 长 度 |o| = 》 p(0, 必 ) 有 一 个 正常 数 的 下 界 ， 
二 


如 果 在 链 c 中 存在 反 C4 Usy2, 则 lc| > p(0,6/2) > 0 因此 , 只 要 考虑 那些 所 
有 CY € Usyz 的 链 就 可 以 了 . 我 们 记 pj; = 及 (C7) = f7+1(0); 存在 数 1,1<1l<m 使 
得 pi,… ,pi_1 € Br 而 pi 4 Bi. 因为 1(0) = p11 € Br 而 YE Us, 故 引 理 的 条 件 
f!(0) = pr € B, 于 是 pi € B\B;. 我 们 选取 常数 和 > 0 使 得 对 所 有 (ee Usjs, 罗 巴 切 
夫 斯 其 距离 pu (0,C) > Apv,(0,C). 因为 fi,1 < 7 <1 全 纯 地 将 Us 映 到 B, 故 由 小 林 
度量 的 压缩 性 质 和 三 角 不 等 式 有 


> 区 al 07) 之 i 1,P;) > 和 kB(p, pi). 


了 7 王 ] 7 一 1 


由 于 kp 为 度量 , 而 Pr e B\B,, 故 右 端的 量 以 一 个 正 数 为 下 界 , 而 且 此 数 不 依 
于 链 的 选取 .， 口 
像 以 前 那样 , 设 6G(U, 1M) 为 单位 圆 盘 U 到 复 流 形 M 的 全 纯 映 射 的 集合 . 


定理 2. 如 果 在 诱导 了 MM 的 拓扑 的 某 个 度量 d 下 , 集合 O(U, 1M) 为 等 度 连续 ， 
则 Az 为 双 曲 流 形 ， 反 之, 如果 M 为 双 曲 流 形 , 则 CG(U, AM) 在 小 林 度 量 下 为 等 度 


证 明 . 设 O(U, MM) 在 度量 d 下 等 度 连续 , 以 及 Bd(p) = {p seM:d(p,p) < e}. 
对 任意 不 同 于 p 的 点 ge M, 像 引 理 2 那样 我 们 选取 以 p 为 中 心 的 局 部 坐标 (使 得 
9 4 B), 并 选取 s > 0 使 得 B&(p) Cc B. 由 等 度 连续 性 , 存在 6 > 0 使 得 对 任意 满 
足 f(0) e Bd(p) 的 Fe OG(U, 1M), 确实 有 f(Us) C B9.(p) C B. 如 果 再 取 7 > 0 使 得 
BC 5d(p), 则 引 理 2 的 假设 条 件 得 到 满足 , 因此 dnz (p,q) > 0. 我 们 便 证 明了 M 是 
双 曲 的 . 

定理 的 第 二 个 断言 来 自 的 事实 是 : 全 纯 映 射 不 增 大 小 林 度 量 . 口 


对 于 那些 复 流 形 M, 其 上 的 族 G6(U, M) 对 某 个 诱导 了 流 形 上 拓扑 的 度量 而 言 
为 等 度 连 续 的 , 在 文献 中 被 称 做 胎 紧 的 (tight). 我 们 说 复 流 形 M 具有 蒙 泰 尔 性 质 是 
指 , 如 果 族 GC(U, M) 是 正规 的 , 就 是 说 可 以 从 任意 序列 f”e OC(U,M) 中 提取 出 子 序 
列 jz , 它 或 者 在 U 的 紧 子 集 上 一 致 收敛 , 或 者 紧 发 散 (后 一 个 概念 意味 着 对 任意 紧 
集 天 C 芝 和 天 'C 玉 存在 加 使 得 对 所 有 了 关 和 有 天 ( 瑟 ) 门 天 = 2). 在 文献 中 
称 具 有 这 些 性 质 的 流 形 为 套 紧 的 (taut). 


定理 3. 如 果 流 形 M 具有 蒙 泰 尔 性 质 , 则 和 它 是 双 曲 的 . 
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证 明 . 如 果 M 不 是 双 曲 的 , 则 存在 不 同 的 点 Pa e MM 使 得 knz(p,q) = 0. 利 
用 引 理 2, 在 其 中 取 > = 1/2,6 = 1/v; 按 此 引 理 , 对 任意 自然 数 v 存在 映射 f” Ee 
OC(U, MD) 使 得 产 (0) € Bi 而 天 (站 YB. 由 序列 {f*} 中 显然 挑 不 出 那样 的 子 
序列 , 它 在 U 的 紧 子 集 上 一 致 收敛 , 也 没有 紧 收 敛 的 子 序 列 . 因此 , M 不 具有 蒙 泰 
尔 性 质 . 口 


这 个 定理 的 逆 命 题 不 成 立 . 这 可 由 茶 个 定理 推导 出 来 ; 为 了 叙述 它 , 我 们 需要 下 
面 的 


A i i MD 芝 们 
考虑 UD 到 复 流 形 MM 全 纯 映 射 的 任意 序列 {f”}, 并 以 f*|a, 表示 f” 在 圆 环 A 上 
的 限制 , 其 中 7 < 1. 我 们 说 , M 满足 圆 盘 条 件 是 指 如 果 f"|a, 在 4; 中 一 致 收敛 于 
映射 fe 6(4;, M), 则 可 以 得 出 f* 在 上 中 一 致 收敛 于 某 个 映射 f € 6(U, AM). 

圆 盘 条 件 是 某 种 形式 的 复 凸 性 质 : 由 它 可 推出 流 形 的 伪 凸 性 (这 是 第 36 目 中 连 
续 性 原理 的 推广 ). 


定理 4. 如 果 复 流 形 M 具有 蒙 泰 尔 性 质 , 则 它 满 足 圆 盘 条 件 . 


证 了 明 . 我 们 取 单 位 圆 盘 0， 其 中 的 圆 环 hr 以 及 任意 的 序列 f* e OG(U, MM) 使 
得 限制 产 |4. 一 fe 6(41, M). 因为 昌 f"(47) 是 M 的 紧 子 集 , 故 由 序列 {f*|4,} 
中 不 能 挑 出 紧 发 散 的 子 序 . 但 是 这 样 一 来 按照 蒙 泰 尔 性 质 , 由 它 中 可 挑 出 在 UU 中 
一 致 收 伍 于 映射 fe OC(D, M) 的 子 序 . 因为 用 4 = f (因为 在 4 上 所 有 序列 收敛 
于 了 ), 则 由 唯一 性 定理 , f 不 依赖 于 序列 的 选取 . 但 是 由 此 便 得 出 了 结论 : 所 有 序列 
在 UD 中 有 f, 一 了 ,从 而 满足 了 圆 盘 条 件 . 口 


例题 (4)， 不 是 全 纯 域 的 C" 中 的 有 界 区 域 是 个 双 曲 流 形 , 但 是 不 满足 圆 盘 条 件 ， 
从 而 不 具有 蒙 泰 尔 性 质 , 即 定理 3 的 道 定理 不 成 立 . 

称 双 曲 流 形 M 为 完全 双 曲 的 是 说 , 如 果 在 它 上 面 的 任何 在 小 林 度 量 km 下 的 
有 界 集合 均 为 紧 集 . 对 这 样 的 流 形 , 定理 3 的 逆 定 理 成 立 . 


定理 5。 完全 双 曲 流 形 M 具 蒙 泰 尔 性 质 . 


证 明 . 因为 M 是 双 曲 的 , 故 由 定理 2 知 族 G(U, M) 在 度量 km 下 等 度 连 续 . 
设 从 序列 f+ e CG(U, M) 中 不 能 挑 出 紧 发 散 的 序列 . 于 是 存在 集合 Ko € U, Ki6 EM 
以 及 {了 f*} 的 子 序列 (我 们 仍 以 {f*} 记 它 ), 使 得 对 所 有 v 有 f*(K0) 站 Kl 冯 2. 因 
此 存在 序列 Ce Ko, 使 得 产 (人 ) e KO 对 所 有 > 成 立 . 

设 K 为 U 中 一 个 任意 紧 集 ; 我 们 将 证 明 , 存在 在 小 林 度 量 下 有 界 的 集合 K' 
包含 了 所 有 f*(K). 不 失 一 般 性 , 可 设 K 2 Ko; 由 压缩 性 存在 数 RI 使 得 对 所 有 
CE 天 Goe Ko 和 所 有 的 v 有 km(f*(C),f*(b0)) < Ri. 另 一 方面 , 对 任意 一 个 固定 
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有 ceK 和 所 有 w 有 
A OA) A) 
< Ri Ro. 

故而 , 作为 K' 可 取 中 心 在 p 和 半径 Ri 十 Rs 的 小 林 球 . 

我 们 已 证 明了 序列 {f*} 不 但 等 度 连续 , 而 且 在 度量 knz 下 一 致 有 界 . 因为 按 所 
设 的 假设 条 件 , 任意 在 此 度量 下 有 界 的 集合 为 紧 , 故而 完全 像 在 卷 I 的 第 39 目 中 对 
蒙 泰 尔 定理 的 证 明 那 样 , 我 们 得 出 结论 说 , 从 {f*} 中 可 以 挑 出 在 U 的 紧 子 集 上 一 
致 收敛 的 子 序列 . 我 们 便 证 明了 , 族 G6(U, MM) 为 正规 , 即 M 具有 蒙 泰 尔 性 质 .， 口 


结合 定理 4 和 定理 5 得 到 了 
定理 6。 任意 完全 双 曲 流 形 都 满足 圆 盘 条 件 . 
特别 地 , C" 中 任意 的 完全 双 曲 流 形 的 区 域 是 全 纯 域 . 


* 称 在 区 域 D C C" 中 的 卡拉 泰 奥 多 里 度量 为 完全 是 说 , 如 果 在 它 上 面 任意 (在 此 度量 下 ) 
有 界 子 集 均 为 紧 . 设 D 是 这 样 的 区 域 ; 证 明 , a) DD 为 全 纯 域 ，b) 任意 全 纯 映射 f : U\{0} 一 D 
可 以 延 拓 为 全 纯 映 射 U 一 万 . 洲 


最 后 我 们 来 给 出 以 曲率 的 语句 表达 的 流 形 为 双 曲 的 条 件 . 为 了 阐述 它 我 们 需要 
一 些 定义 . 称 复 流 形 M 为 埃 尔 米 特 的 是 说 , 在 它 的 切 从 了 T(M) = 【Tp(M) 的 纤维 


pPEM 
上 给 出 了 正 埃 尔 米 特 形式 , 此 形式 局 部 地 表示 为 
ho(u,0) = >》 hsr(p)dzj(udzr(v0), hyx = hrs (7) 
i,k 


同时 对 M 上 任意 光滑 的 向 量 场 uw(p) 和 v(p), hy(w,v), 光滑 地 依赖 于 p. 如 果 对 应 于 
(7) 的 微分 形式 
= Shjx(p)dz; Ad 有 (8) 
j,k 


为 闭 ( 即 dw = 0), 则 称 M 为 凯 勒 (Kihler) 流 形 . 也 称 (7) 或 (8) 所 定义 的 形式 同样 
为 凯 勒 的 . 

例题 (5)， 在 C"* 的 区 域 中 有 限 型 的 伯 格 曼 度 量 是 凯 勒 的 , 这 是 因为 埃 尔 米 特 
形式 


D2ln 天 
二 dzjdZ 
下 DzjOZK “3 人 


为 正定 , 而 相应 的 微分 形式 w = ddcn K 为 闭 ， 复 射影 空间 Pr* 中 的 标准 度量 ， 
即 富 比 尼 - 施 图 过度 量 也 是 凯 勒 的 ,这 个 度量 由 形式 w = dd Inlwl? 定义 , 其 中 
ww 二 (wo ,Wwn) 为 齐 次 坐标 (参看 第 19 目 ). 
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埃 尔 米 特 流 形 M 上 两 点 的 距离 像 通常 那样 给 出 . 逐 段 光滑 道路 7: 了 工 一 4 的 


长 度 由 公式 
IY| = j V hye) (NW) dt (9) 


定义 , 其 中 了 工 为 区 间 [0,1] , 而 距离 d(p,g) 作为 在 M 上 连接 点 p 和 gq 的 逐 段 光滑 路 
径 长 度 的 下 确 界 . 因为 h(Y',Y) = g(Y',Y), 其 中 g = Re h, 故 这 个 距离 与 度量 g 所 
定义 的 黎 曼 距离 相同 . 

设 给 出 了 埃 尔 米 特 流 形 M 和 全 纯 曲 线 y:U 一 M, 其 中 U= {|C| < R} 为 复 平 
面 上 的 圆 盘 . 设 oo ez 为 7 的 非 临界 点 , z = z(p) 为 M 在 点 po = xyY(C0) 的 邻 域 中 
的 局 部 坐标 , 于 是 度量 (7) 在 7(Z) 上 诱导 了 在 po 的 邻 域 中 的 埃 尔 米 特 度量 


holy= 3 Wr SC): YC CO A ede, (10) 
了 .天 


其 中 五)(lo) > 0. 将 7Y(D) 看 作 实 二 维 曲面 , 我 们 则 可 以 在 点 po 计算 它 的 高 斯 曲率 ， 
其 公 吉 为 
PY 
K, (po) ey H,(¢o) BCBC 局 站 (11) 


在 曲线 ” 上 参数 的 共 形变 换 < = C(w) 下 , 厂 , 被 乘 以 因子 |C(w)|?, 并 且 这 同一 个 因 
子 也 出 现在 把 之 2 2 转换 为 对 w 和 右 求 导数 中 , 所 以 K,(po) 对 这 样 的 变换 不 
变 RE i 


定义 ， 称 埃 尔 米 特 流 形 M 的 全 纯 曲 率 不 超过 常数 上 是 说 对 所 有 全 纯 曲 线 7 : 
U 一 M 在 所 有 非 临界 点 Co 的 曲率 Ky(y(C0)) < 

如 果 M 为 复 一 维 流 形 ( 即 全 纯 曲 线 ), 则 曲率 Km 只 与 点 了 相关 . 特别 , 对 于 具 罗 
巴 切 夫 斯 基 度量 的 单位 贺 租 有 度量 ds? = a 即 互 = (1 一 |C]?)-? 并 根据 公式 
(11) 得 到 天 = -4 为 负 常数 . 对 于 C , 其 具有 球面 度量 , 从 而 H = (1+|c|*),K 三 4 
为 正常 数 . 

我 们 需要 不 变形 式 的 施 瓦 芯 引 理 的 一 个 推广 , 按照 它 , 对 任意 全 纯 映射 / : 一 
U, 从 单位 圆 盘 到 自身 , 有 


dl el 
1- OF ~ 1- I 
(参看 第 57 目的 公式 (7)， 在 这 里 我 们 给 出 了 它 的 一 个 不 同形 式 )， 如 果 以 ds$ = 


(12) 


lacl” 二 昌 | 
0 显然 , 在 f(U) 上 坐标 <《 王 ReC 和 7= Im 人 在 点 po 邻 域 中 是 等 距 的 , 而 一 i = = iv 其 中 六 


为 拉 普 拉 斯 算 子 , 故而 (11) 与 众所周知 的 公式 相同 . 
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在 映射 了 下 的 原 像 (一 般 说 来 , 普 (dsz) 只 是 一 个 半 度 量 , 这 是 因为 |dfj 2 = | 六 (21d6? 
在 f 的 临界 点 取 零 值 ), 故 (12) 可 改写 为 广 (dsz ) 和 dsz. 我 们 所 谈 及 的 这 个 推广 是 
由 阿尔 福 斯 (Ahlfors) 得 到 的 . 


引 理 (阿尔 福 斯 )， 设 M 为 埃 尔 米 特 流 形 , 其 具 上 度量 dsy, 且 其 全 纯 曲 率 不 起 
过 人 负 常 数 -k. 于 是 对 任意 全 纯 映 射 f:U 一 M, 在 任意 点 CeU 有 


4 
f° (dsn) < dsU- (13) 


其 中 f*(ds%iz) 为 ds 和 在 映射 下 的 原 像 , 而 dstz 为 单位 圆 盘 的 罗 巴 切 夫 斯 基 度 


量 0. 


证 明 . (13) 中 的 形式 成 比例 : f*(ds2;) = wu(C)dsz, 其 中 心 > 0 为 在 U 中 的 光滑 
函数 , 从 而 我 们 需要 证 明 在 任意 点 CeV 有 wu(C) < 4/k. 我 们 取 定 一 个 点 (oe U, 任 
意 疯 二 江 居 Td <w < 1 并 令 风 加 三 冤 | 砚 | 一 [0 和 wr =f(dah)/d 弛 . 因为 当 
7 一 1 时 wi(C0) 一 wu(C0), 故我 们 只 要 证 明 wr(Go) < 4/k 即 可 . 

i ras) = lao EE | 和 7} 中 有 有 办 ,出 且 


zzz 当 Kl 一 ”时 趋向 于 oo 因此 , 当 上 il 一 7 时 必 = 五 / 瓦 一 0, 从 而 达到 


[7 内 部 的 极 大 值 . 只 要 对 极 大 点 证 明 想 要 的 这 个 不 等 式 就 可 以 了 , 故而 我 们 可 以 假 
定 Go 为 极 大 点 . 
如 果 wr(Go) = 0, 则 这 个 不 等 式 平凡 , 如 果 w(Go) > 0, 则 co 为 曲线 了 的 非 临界 
点 , 而 因为 有 产 (dsjy) = 五 ld 故而 根据 公式 (11), 曲线 f 在 点 po = Co) 的 曲 
pd a 
H(to) 6C8C 


(我 们 利用 了 下 理 的 假设 条 件 ). 另 一 方面 , 因为 在 圆 盘 U 中 的 罗 巴 切 夫 斯 基 几 何 曲 


人 出 三 二 


2 < = 
A Poo) “Doe Co mh 
2 ln Ur 本 O02 a jn Hr 2 kH(Co) — 2H.,(00). 
O&OC le YeoOG We O60 15 


但 是 由 分 析 中 的 已 知 结果 知道 , 在 二 元 实 函 数 的 极 大 点 , 它 的 拉 普 拉 斯 算 子 非 
负 , 故而 最 后 面 的 这 个 不 等 式 的 左 端 < 0, 从 而 kH(C0) 一 48.(C0) < 0, 而 因为 有 
万 (人 0) > 0, 故 几 (如 ) = H(C0)/H(00) < A/k. OO 
我 们 已 接近 目标 了 : 以 曲率 术语 表达 的 流 形 的 双 曲 性 条 件 现 在 可 以 十 分 简单 地 
得 到 了 . 
D 如 果 M =U, 而 ds2, 为 罗 巴 切 夫 斯 基 度量 , 则 可 以 取 k= 4, 从 而 (13) 变 成 为 (12) , 这 表明 阿 
尔 福 斯 引 理 实际 上 推广 了 在 不 变形 式 下 的 施 瓦 茨 引 理 . 
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定理 7. 一 个 全 纯 曲 率 不 超过 负 常 数 -k 的 埃 尔 米 特 流 形 M 是 双 曲 的 . 


证 明 . 由 公式 (10) 和 (11) 看 出 , 乘 度量 ds% 以 适当 的 正常 数 , 则 可 假定 大 = 4. 
根据 阿尔 福 斯 引 理 , 于 是 对 单位 圆 盘 U 到 M 的 任意 全 纯 映 射 f, 有 f*(ds?j) < ds2， 
其 中 dsz 为 罗 巴 切 夫 斯 基 度量 . 如 果 d 为 在 度量 ds 和 y 下 M 上 的 距离 , 而 p 为 罗 巴 
切 夫 斯 基 距 离 , 我 们 则 有 d(f(a), f(b)) < p(a,5b) 对 任意 点 ab e U 成 立 . 因此 , 距离 
d 在 全 纯 映 射 0 一 M 下 不 增 大 , 并 根据 第 58 目的 定理 3, 对 任意 , p,q € MM, 小 林 
距离 kw (p,q) > d(p, 9), 因为 d 是 度量 , 故 当 pg 时 d(p,g) 即 ky(p,q) #0. 


60. 皮卡 (Picard) 定理 的 推广 

由 双 曲 性 的 定义 立即 得 出 

定理 1。 如果 为 具 平凡 小 林 度 量 的 流 形 , 而 M 为 双 曲 流 形 , 则 任意 全 纯 映 
射 f :NN 一 AM 为 常 值 . 

证 阴 . 设 p,g 为 N 的 任意 两 点 : 因为 f 不 增 大 距离 , 我 们 有 kn (p,q) = 0, 故 
km(f(p), f(q)) =0. 由 MM 的 双 曲 性 得 出 f(p) = f(gq). 口 

特别 地 , 任意 全 纯 上 映射 f :Cm -MM 在 M 为 双 曲 时 为 常 值 . 当 m = 1 时 , 这 个 
论断 可 以 这 样 表达 : 双 曲 流 形 不 包含 整 曲线 . 逆 论 断 不 成 立 . 

例题 。 考虑 流 形 


JW 霍 {(z1, 22) 全 (Se |z1| el |Z122| < 二 (jizol) 3 |z2| > 1)}; (1) 


贞 射 h ; (z1,z2) 记 (2,222) 把 M 映 到 双 圆 盘 {hwi| < 1,jwz| < 1}, 并 且 除 去 
{z1 = 0} 外 处 处 相互 一 一 . 对 任意 全 纯 映 射 f:C 一 M, 由 刘 维 尔 定理 (第 5 目 ) 映 射 
hof = 常 值 , 因此 ,或 者 f 为 常 值 , 或 者 f : C -MM 人 {zi = 0}. 但 是 后 面 的 一 个 集合 
是 圆 盘 {zz EC :|zz| < 1} 从 而 又 有 了 = 常 值 . 故 M 不 含有 整 曲 线 . 

但 是 M 并 不 是 双 曲 流 形 . 事实 上 , 设 p= (0,b)€ M,bA#0 以 及 p, = (1/v,b) € 
三 Jim km (0, pv). 映射 


f :CP (avb/v, arp 


其 中 |au| = min(w Vzw/| 吉 ,把 单位 圆 盘 UV = {| < 1 变 到 M, 且 Fo) = pw. 因 
此 由 小 林 度 量 的 定义 , 当 v 一 co 时 


lo 十 1 


v) 入 x: 2 
km(0,p ) p(0 /a ) In lot 


— 0, 


从 而 ku (0,p) =0. 


- 296 . 第 V 章 几何 理论 的 一 些 问 题 


定理 1 可 以 看 作 是 皮卡 小 定理 的 推广 , 后 者 断言 C 到 C 去 掉 两 个 点 的 全 纯 映 
射 为 疝 值 (参看 卷 I 的 第 44 目 ). 事实 上 , 如 我 们 已 经 看 到 的 , 去 掉 两 个 点 的 C, 或 者 
去 掉 三 个 点 的 C 是 个 双 曲 流 形 . 

我 们 现在 来 进行 男 一 个 推广 . 法 图 的 例子 (第 11 目 ) 指出 , 不 能 指望 到 去 挥 任 
意 多 个 点 的 C", 在 n > 1 时 的 全 纯 映射 都 能 退化 . 但 是 当 n= 1 时 点 {z = a} 也 可 
以 被 看 作 余 维 1 的 复 集合 即 复 “ 超 平 面 ”. 因为 C 可 以 等 同 复 射影 直线 P, 故 皮 卡 
小 定理 让 我 们 有 如 此 的 论述 : 任意 从 C 到 去 掉 三 个 “ 超 平面 ”的 下 的 全 纯 映 射 为 
常 值 . 以 定理 的 这 种 叙述 方式 , 我 们 可 直接 将 其 推广 到 流 形 情形 : 


定理 2， 任 意 全 纯 映射 有: Cm pn\{2n + 1 个 处 于 一 般 位 置 超 平面 } 为 常 值 . 

定理 2 由 格林 (Green) 以 一 个 有 趣 定 理 的 推论 得 到 , 我 们 现在 来 描述 它 的 证 明 
想法 0. 首先 我 们 注意 到 经 典 的 博 雷 尔 (Borel) 引 理 的 推广 : 如 果 整 函数 9; : Cm 一 
C (j = 0,… ,m) 恒 等 地 满足 关系 式 


CE) 0 (2) 


则 在 差 函 数 g; 一 gk (7 关上) 中 至 少 有 一 个 为 常数 . 

考虑 g; 在 通过 原点 0 e C™ 的 复 直 线 上 的 限制 , 则 此 推广 可 被 化 到 m= 1 的 
经 典 情形 ( 卷 I1 第 IV 章 的 问题 20): 对 每 条 这 样 的 直线 ! 存在 一 对 指标 (j,k), 7 关 太 
使 得 (g; - gn) 等 于 常 值 , 它 不 依赖 于 1 (等 于 g;(0) 一 gr(0))， 因为 直线 ! 有 无 穷 
多 条 , 而 偶 对 (j,k) 只 有 有 限 个 , 故 存在 偶 对 (j,k) 使 得 对 直线 ! 的 一 个 无 穷 集合 有 
(g; 一 gk) = 常数 , 而 由 唯一 性 定理 可 以 最 后 得 到 g; 一 gk = 常数 . 


引 理 .在 全 纯 映 射 f :Cm 一 P"\ {n 十 2 个 不 同 超 平面 } 下 , 像 F(Cm) 位 于 EP” 
的 一 个 真 线 性 子 空间 中 . 
证 明 . 我 们 把 那些 去 掉 的 平面 以 齐 次 方程 pt 0 = 
k=0 
述 , 另外 映射 也 以 齐 次 坐标 表示 : f = (fo,… , fn). 我 们 有 了 nn 十 2 个 不 取 零 的 整 
函数 -ajefi, 因此 它们 可 以 表示 为 


k=0 


nN 
> (3) 
k=0 


其 中 07 CT 一 人 L 为 整 函数 ， 回 量 es (省 丁 0 ECnt! 为 线性 相关 ， 这 是 因为 
十 2 
j=1 

1 和 定理 2 也 可 以 由 定理 1 根据 Kierman 的 结果 得 到 ， 它 已 在 第 59 目的 例题 3 脚注 中 引述 : 流 


形 P"\ {2n 十 1 个 处 一 般 位 置 的 超 平面 } 是 双 曲 的 . 另外 , 这 个 定理 实质 上 已 包含 在 博 雷 尔 (Borel) 
在 1898 年 的 工作 中 . 
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n 二 2 
以 这 些 式 子 并 按 kk 相 加 , 并 考虑 到 (3) 则 得 到 了 >》 Xe2 =0, 记 J= {7: 和 Ny 冯 0}; 
j=1 
这 个 集合 非 空 , 并 且 最 后 面 的 那个 恒等式 可 改写 为 》 e+” = 0. 根据 博 雷 尔 引 
EJ 
理 存在 j),jo,€ 九 和 1 关 jo 使 得 gj, 一 g;, = c= 常数 , 从 而 e911 = ete9i2. 由 (3) 我 们 
于 是 得 到 


> (oj 区 人 0 (4) 


~ 
ee) 


同时 不 是 所 有 括号 内 都 等 于 零 , 这 是 因为 已 去 掉 的 不 同 平面 . 我 们 得 到 了 fi 间 的 非 
平凡 的 线性 关系 口 


定理 3 (格林 ). 在 全 纯 映 射 f: Cm 一 PN\ fn + 大 个 处 于 一 般 位 置 的 超 平 面 } 
下 , 像 f(C™) 位 于 P" 的 一 个 线性 子 空间 中 , 其 维 数 等 于 ny/k 的 整数 部 分 . 


证 明 . 我 们 来 解释 在 n = 3 这 种 特殊 情形 下 的 证 明 思 想 . 在 这 里 的 定理 可 化 成 
两 个 命题 : 

a) 如 果 大 = 2, 即 f 避 开 了 5 个 处 于 一 般 位 置 的 超 平面 Fi,:… , Hs, 于 是 f(C™) 
属于 一 条 复 直 线 ([3/2] = 1). 

b) 如 果 k= 4 即 了 避 开 了 7 个 处 于 一 般 位 置 的 超 平面 硬 … ,87, 则 了 = 常 
值 ([3/4] = 0 了). 

a) 的 证 明 . 由 (n = 3 时 的 ) 引 理 得 到 f(C™) 位 于 复 二 维 的 平面 I 中 ( 中 的 
超 平面 ). 我 们 要 证 明 , 那些 缺失 的 平面 矿 ; 与 工交 于 至 少 四 条 复 直 线 . 因为 H; 处 
于 一 段位 置 , 帮 四 们 审议 有 从 个 下 于 一 条 让 信人 四 个 全 守 一 和 与 人 站 于 三 
条 直线 的 情形 只 可 能 发 生 在 I 包含 了 两 对 万 ; 的 交 线 的 情形 (图 51). 设 其 中 的 一 
对 为 Hl 和 Hz, 交 线 为 i = 名 门 H2, 第 二 对 中 则 不 可 能 是 Hi 或 有 2, 这 是 因为 这 
样 一 来 两 对 平面 的 公共 平面 就 会 与 开 重合 , 而 因为 包含 了 f(C™), 这 是 不 可 能 的 . 
设 第 二 对 平面 为 H3, Ha 以 及 Hs 门 Hsa = 12; 于 是 直线 li 和 ls。 有 公共 交 扣 (因为 它 
们 在 射影 平面 I 中 ), 因为 这 个 点 是 四 个 万 ; 的 交点 , 这 也 是 不 可 能 的 . 


A 


图 51 


D 在 大 = 1 的 情形 断言 是 平凡 的 , 这 是 因为 In/k] = n, 情形 上 = 3 较 a) 更 弱 , 此 时 [3/3] = 了 而 
k > 4 的 情形 弱 于 b), 这 里 [3/k] = 0. 
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因此 , f 将 Cm 英 到 去 掉 四 条 不 同 直线 的 平面 工 = P? 中 . 根据 同一 引 理 (n = ?2 
的 情形 ) 我 们 最 后 得 到 : f(C™) 位 于 复 射影 曲线 中 . 

b) 的 证 明 . 由 断言 a) 知 , 1(C™") 属于 复 射影 直线 L. 这 条 直线 与 缺失 的 那些 超 
平面 H; 的 交 不 少 于 三 个 点 . 事实 上 , 最 小 的 交点 数 发 生 在 工 通过 两 组 三 个 妃 ; 的 
(不 同人 一 个 于 曾 帮 不 同 的 宇宙 
组 中 ). 剩 下 的 另 一 个 平面 #47, 由 于 处 于 一 般 位 置 的 假定 , 交工 于 不 同 于 a 和 6b 的 
点 (图 52). 


现在 可 以 对 f 在 任意 复 直 线 ! C C™ 的 限制 应 用 关于 单 变 函数 的 皮卡 定理 : 川 
映 1 到 去 掉 了 三 个 点 的 直线 工 中 , 从 而 为 常 值 . 但 这 便 有 f = 常 值 ， 口 


在 n 为 任意 的 情形 , 证 明 所 依据 的 是 同一 个 思路 , 但 是 要 求 具有 组 合 特性 的 更 
多 的 讨论 ?. 定理 2 是 定理 3 的 特殊 情形 : 如 果 去 掉 超 平面 的 个 数 等 于 2n + 1 个 ， 
则 二 n 圭 1, 则 my/k] =0, 从 而 f = 常 值 . 

转向 对 皮卡 大 定理 的 推广 , 对 单 变 函数 的 这 个 定理 可 以 叙述 为 : 去 掉 一 个 点 的 
圆 盘 U0; = {0 < |4| < 1} 到 去 掉 三 个 点 的 闭 平 面 了 P 的 任意 全 纯 映 射 可 延 拓 为 圆 盘 U 
到 了 P 的 全 纯 上 映射 22. 与 皮卡 小 定理 不 同 , 大 定理 不 能 推广 到 任意 双 曲 流 形 上 . 


例题 . 流 形 
M = { [zo0, Z1, 22| ca 20 = 1,0 < |z1| 1, |z2| < le *|} 


为 双 曲 的 , 这 是 因为 映射 (1,z1, z2) 上 (z1, 2z26-!1/?) 双全 纯 地 把 它 变换 为 双 曲 流 形 
Ux U. 但 是 以 公式 f(C) = [6 5eg] 定义 的 映射 4: [一 M 却 不 能 全 纯 地 延 拓 
到 Uv 上 . 

1 参看 M. Green, Holomorphic maps into compler projectiue space omitting hyperplanes, Trans. 
Amer. Math. Soc. 169 (1972), 89-103. 

2) 这 个 叙述 等 价 于 卷 I 的 第 44 目 中 的 , 这 是 因为 如 果 了 被 延 拓 为 从 U 到 PP 的 全 纯 映射 , 则 
6= 0 是 个 可 去 奇 点 或 者 极点 , 而 不 可 能 是 f 的 本 性 奇 挟 . 
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定理 4 ( 克 瓦 克 (Kwack)). 如 果 M 为 双 曲 流 形 , 则 全 纯 映 射 f :UU 一 MM 或 
者 可 延 拓 到 U, 或 者 它 在 点 《= 0 的 极限 集中 不 包含 M 中 的 点 . 


证 阴 . 假设 f 在 点 < = 0 的 极限 集 包 含 了 点 po e MM, 即 存 在 UV 中 的 点 序 
,一 0 使 其 f(6,) 一 po. 以 站 表示 po 的 邻 域 , 在 M 上 以 po 为 中 心 的 局 部 坐标 下 
它 可 描述 为 {p € M :|z(p)| < e}, 义 记 W = {pe€ M :|z(p)| < ef2}; 设 7 = |6yl, 以 
及 和 = {|C|=7}. 因为 f(y,) 的 小 林 直 径 一 po (由 于 在 第 59 目 开 头 的 例题 和 压缩 
性 ), 故 当 vw 时 有 f(%,) C W, 同时 不 失 一 般 性 可 设 wo = 1 以 及 和 递 降 地 趋同 
于 零 . 

只 要 证 明 可 连续 地 延 拓 了 到 点 C=0 即 可 , 即 对 充分 小 的 6,{0 < IC 人 | < 6 的 像 
属于 W. 如 果 只 有 有 限 个 圆 环 frvta < IC < 7} 的 像 超 出 W 之 外 , 则 一 切 都 证 好 
了 ; 如 果 设 这 样 的 圆 环 有 无 穷 多 个 , 我 们 则 要 导出 了 矛盾. 过 渡 到 子 序列 , 我 们 便 可 假 
定 所 有 这 些 像 超 出 W 之 外 . 

以 4 = {oy < | < Bu} 记 满 足 a, <7,<pb 及 f(4,)c W 的 圆 环 中 的 最 大 
者 , 而 以 = {C= PB},Y = 人 6 = ow} 为 边界 的 圆 (它们 的 像 包 含 在 WW 中 而 不 
是 W 中 ). 因为 fo) 和 f(y) 的 直径 趋同 于 零 (参看 第 59 目 引 理 1 后 面 的 例子 )， 
故而 如 有 必要 可 过 渡 到 子 序列 上 , 从 而 假定 f(7Y) 一 p',f(Y) 一 Pp" 点 pp”€ OW 
从 而 不 同 于 po; 不 失 一 般 性 , 可 以 认为 zi(p') 和 zi(p”) 不 同 于 zi(po) = 0(z1(p) 表示 

在 集合 f-1(W) 上 , 映射 f 在 局 部 坐标 下 表示 为 形式 (及,… , ), 特别 地 , 对 
所 有 >” 定义 了 全 纯 映 射 fi : h, 一 C. 在 v 充分 大 时 , 像 有 (和) 落 在 zi =0 的 
一 个 邻 域 中 , 它 不 与 点 z(p') 和 zi(p") 的 邻 域 相交 , 后 面 的 这 两 个 令 域 各 自 包 含 了 
有 (YW) 和 所 (YY). 这 两 个 集合 的 并 构成 了 及 (684,), 而 由 苍 工 第 35 目 的 保持 区 域 原理 
知 , 在 映射 用 下, 4 的 内 点 不 可 能 变 到 6 有 1(4,) 中 , 即 8 有 (4&4,) C f(84,). 另 一 方 
面 , 户 (4,) 为 有 界 区 域 并 包含 了 有 拨 (Y%), 而 在 我 们 的 有 界 区 域 的 条 件 中 , 却 不 存在 其 
边缘 属于 并 集 有 (7Y,) Uh(Y') 并 且 包 含 了 所 (和 wv) 的 有 (4), 这 引出 了 矛盾 口 


特别 地 , 当 7Y = 了 {3 个 点 } 时 由 定理 4 得 到 了 对 单 变 的 皮卡 大 定理 . 事实 上 , 在 
这 种 情形 下 作为 连通 的 极限 集 必定 化 为 去 掉 的 那些 点 中 的 一 个 , 从 而 f 连续 地 延 拓 
到 后 C=0. 

如 果 MM 为 紧 双 曲 流 形 , 则 任意 全 纯 映 射 f: 上. 一 MM 延 拓 为 G(U, MM) 中 的 映 
射 , 这 是 因为 在 这 里 定理 4 的 第 二 种 可 能 性 不 可 能 出 现 . 

最 后 我 们 来 描述 不 久 前 由 格 里 菲 思 (P. Griffiths) 提出 的 基于 里 奇 (Ricci) 曲率 
的 方法 . 为 了 定义 后 者 , 我 们 称 一 个 双 阶 (n,n) 形式 为 n 维 复 流 形 1M 的 欧 几 里 得 体 
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§ = [| sdzr 人 dz (5) 


(这 里 的 乘积 符号 是 外 积 , 引入 的 因子 是 为 了 使 此 形式 为 实 的 ) 正如 熟知 的 , 所 有 
在 流 形 上 最 高 次 的 形式 相互 成 比例 (参看 第 14 目 ), 而 M 上 那些 与 更 相差 一 个 正 
因子 的 (n,n) - 形式 , 即 形式 

QA=AG, A>0 (6) 


被 称 做 正 的 . 每 个 光滑 的 正 形式 9 都 被 称 做 流 形 M 的 体积 形式 , 而 双 阶 为 (1,1) 的 
形式 
Ric 0 = ddeln 入 (7) 


被 称 做 它 的 里 奇 形 式 

因为 在 全 纯 的 坐标 变换 下 , 形式 更 从 而 系数 入 被 乘 上 了 全 纯 函 数 J 关 0 ( 即 变 
换 的 雅 可 比 ) 的 模 的 平方 , 而 dde In|J|? = 0, 故而 里 奇 形 式 在 M 上 有 整体 的 定义 并 
不 依赖 于 局 部 坐标 的 选取 . 如 果 Ric 9 对 应 于 正定 的 埃 尔 米 特 形式 , 则 称 具 体积 形式 
Q 的 流 形 M 具有 负 里 奇 曲 率 . 


例题 : 
(1) 对 于 具 度 量 ds? = Hdzdz 的 复 一 维 埃 尔 米 特 流 形 , 其 体积 元 Q = HdzM\dz, 


sa 
而 @ $dz Adz 故而 在 这 种 情形 中 和 = 有, 而 Ric Q = 5 福 沁 一 dz Adz 对 应 的 


埃 尔 米 特 形式 为 正定 当 且 仅 当 度量 ds? 的 高 斯 曲率 为 负 (参看 第 59 目的 公式 (11))， 
这 证 实 了 最 后 面 的 那个 定义 的 合理 性 

(2) 在 Cn 中 的 多 圆 盘 {lzl| < R} 的 罗 巴 切 夫 斯 基 度量 被 定义 为 埃 尔 米 特 形式 
ep _ 在 ds。 ( 差 一 个 因子 等 于 伯 格 曼 度量 , 参看 第 56 目 ) 对 应 于 它 的 体 


— |zxl?)? 


积 形式 为 Q = 厅 28 从 亿 = 各， 其 中 为 对 应 于 ds? 的 微分 形式 ,而 初等 


2(R2 ~ [zn |) 
计算 表明 里 奇 形 式 为 
Pe {2 = 9 (8) 
这 个 度量 的 里 奇 曲率 因而 为 负 . | 
在 去 掉 一 点 的 圆 盘 UU == {0 < |z| < 1} 中 , 小 林 度 量 ds? = 人 


59 目 公 式 (4)), 对 于 对 应 的 形式 w 我 们 也 有 Ric Q = 2w. 因而 在 这 个 同一 的 度量 下 ， 
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对 于 部 分 去 点 多 圆 盘 Um x Um-m 的 体积 形式 有 


内 0 2Q2K 人 CQZK 
[1 3 .olson [zx|2 : ML 2[1 — |28|2)2 (9) 
并 像 前 面 那样 , 对 它 有 Ric Q = 2w. 
(3) 我 们 来 计算 P" 中 富 比 尼 - 施 图 迪 度量 的 体积 公式 .在 区 域 Uo = {lw] e 
Pp"? :; wo 关 0} 中 以 zj = w/wo (7 = 1,… ,n) 为 局 部 坐标 , 这 时 富 比 尼 - 施 图 迪 形 式 
ww 三 ddeln p, 其 中 p=1 填 | 让 参看 第 19 目 ), 它 可 以 重 写 为 


w= (oP 一 20p A 6p), 

其 中 p = ddc|z|?2. 不 难看 出 , or = mE, 其 中 更 为 欧 几 里 得 体积 形式 (5), 并 且 当 
k> 1 时 (8p 入 9p)* =0 (所 有 的 徊 表示 外 积 军 ). 故 所 考虑 的 度量 的 体积 形式 为 

i (Ss 2 nl@ TIC| 2 更 nl® 


0 2p? 


pn po On 十 1 


由 此 看 出 
Ric 0 = —(n + 1)w, (10) 


这 个 富 比 尼 - 施 图 迪 度 量 的 里 奇 曲率 为 正 . 


我 们 注意 到 , 在 对 度量 乘 以 正常 数 时 , 形式 w 也 乘 上 了 它 , 而 Ric w 并 不 改变 . 
故 如 果 我 们 想 要 的 话 则 可 以 假定 在 例 (2) 中 有 Ric 9 = w 或 者 
(Ric 0)* = ©. (11) 
在 例题 (3) 中 我 们 知道 了 对 于 Pp" 的 标准 度量 , 其 里 奇 曲率 为 正 , 而 很 快 就 会 清 
楚 , 我 们 的 目标 是 要 得 到 具 负 曲率 的 流 形 . 我 们 现在 来 证 明 , 从 名 中 去 掉 有 限 个 代 
数 超 平面 就 可 以 做 到 . 
以 D; 记 到 中 余 维 1 的 子 流 形 , 其 由 方程 P(w) = 0 定义 , 其 中 忆 为 次 数 为 
sj 二 deg P; 的 齐 次 多 项 式 . 我 们 假定 这 些 Di 相交 于 一 般 位 置 , 就 是 说 在 每 个 交点 
k 
的 邻 域 中 具有 那样 的 局 部 坐标 , 在 此 坐标 下 | ]D; 局 部 地 由 方程 久 …z==0,l<k 


j=1 
给 出 . 


kk 
定理 5， 如 果 在 上 面 所 叙述 的 条 件 下 ，y deg PP > n 二 2, 则 在 流 形 M = 


| 
k 
pn\ | | Di 上 存在 具 负 里 奇 曲率 的 体积 形式 Q, 并 使 得 
j=1 
(Ric 0)” > 9.5 (12) 
1 这 个 不 等 式 表示 差 (Ric 0)"* - 9 是 M 上 的 非 负 形式 ( 它 具 有 极 大 次 数 ). 
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IP (wh 
二 [wl2s; 》 


0 全 (13) 


其 中 cj > 0 为 常数 , wl? = 》- lwjl?,s; = deg 已; 这 是 Cee(P)” 类 中 的 函数 , 并 在 


k=0 
D; 上 为 零 而 在 D; 的 补 集 上 为 正 .又 设 wo = ddrInjwl? 为 富 比 尼 - 施 图 过 形式 
于 是 


| 
= [| = (14) 
为 M 上 的 体积 形式 , 而 其 里 奇 形 式 为 


k k 
Ric 0O=Ric wd — 》 dd o;— Y_dd° In ln ci (15) 
二 | ~ 


我 们 有 Ric wy = 一 (n 十 1)wo (例题 (3)), 而 dd In oj = 一 sydd° ln|z|*; 因为 
dd°In|P? =0, 故 一 dd°In oj = sywo. 进而 有 


dad ln oy Om NO 


dd" ln 1 es 
Re ln er; 2 (In o;)* 


并 且 当 在 (15) 中 代入 所 有 这 些 表达 式 , 我 们 便 有 了 


2 Oln or ADOln o; 
We 一 >》 5 一 (n+l1 可 ee (16) 


a a no 


按照 假定 有 > sj - (n 十 1) > 1 而 如 果 选 取 (13) 中 的 c; 充分 小 ,由 


做 成 具有 任 意 小 模 的 Pp” 中 的 连续 函数 , 因此 可 以 假定 在 方 括号 中 全 
于 1/2. 像 我 们 所 了 解 的 ， 形式 wo 为 正 , 并 且 (16) 中 的 第 二 个 形式 非 负 , 那么 对 应 


于 它 的 埃 尔 米 特 形式 等 于 于 be 下 ,这 ,这 是 因为 n 0; 为 实 函 数 . 这 样 , Ric 9 的 
正 性 已 得 证 

为 了 证 明 第 二 个 论断 , 我 们 在 D; 的 任 一 个 交点 的 邻 域 中 选取 以 此 点 为 中 心 的 
局 部 坐标 ， 使 在 此 坐标 下 2 一 人 == 0}. 毛 尘 ln O07 CO Qj st bre es 其 中 的 CQ7 为 光 
滑 函 数 , 又 


d6 Mdt; 60 入 5oi 了 Ba; 人 OC 
[gl Gy ® 

dG A dj; + 

本 [人 


Oln o; Oln cj = + Oa; N\ Oa; 
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其 中 尹 ; 为 光滑 (1,1) -形式 , 它 在 5 = 0 时 为 0. 我 们 约定 以 c 表示 一 些 不 必 完 全 一 
样 的 正常 数 . 再 利用 wo > cz ;De 人 dC;, 由 (16) 便 得 到 


(Ric Q)" > < Ey dia i 
3 


TTier We 

j=1 
其 中 的 更 为 具有 光滑 系数 的 形式 , 当 〈 = 0 时 它 等 于 零 . 由 此 在 点 6 = 0 的 充分 小 
的 邻 域 中 可 得 到 (Ric Q)”> cQ 0. 在 LUJ Di 中 那些 不 是 全 部 Di 的 相交 点 而 还 是 
M 中 的 点 的 充分 小 的 邻 域 中 成 立 同样 的 不 等 式 . 利用 P” 的 紧 性 可 断定 在 M 处 有 
(Ric Q)?* > cQ. 最 后 以 cQ 替换 0 便 得 到 了 (12)， 口 


里 奇 曲率 方法 的 应 用 基于 后 面 的 这 个 引 理 , 它 是 阿尔 福 斯 引 理 的 直接 推广 . 


引 理 ( 格 里 菲 思 ). 设 M 为 n 维 复 流 形 , 其 体积 形式 为 Qm, 它 的 里 奇 曲率 为 
负 并 满足 条 件 (12), 而 UU = fzecn :|zl < 1 为 多 圆 盘 . 于 是 , 对 任意 点 ze U 有 


也 (17) 
其 中 Qu 为 多 圆 盘 的 体积 形式 , 并 被 法 化 使 得 (Ric Qu)"” = Qv. 


证 了 明 . 其 证 明 类 同 于 阿尔 福 斯 引 理 的 证 明 . 令 产 (Qnz) = wv(z)Qvu, 像 在 那里 
一 样 (过 渡 到 更 小 的 多 圆 盘 ), 我 们 知道 只 要 考虑 当 在 内 点 zo e U 达到 极 大 值 
的 情形 就 可 以 了 .， 在 此 点 , 0 > ddemn wu = Ric fr(Qm) - Ric Qu, 即 Ric Qu > 
Ric 产 (Qxr). 因为 这 两 个 形式 都 为 非 负 , 故 把 这 个 不 等 式 提高 到 ”次 外 桶 , 我 们 得 到 
了 (Ric Qu)? > (Ric F 产 (Qnr))”, 并 且 利 用 引 理 的 假设 条 件 , 由 其 知 (Ric Qu)" = Qv， 
而 (Ric 产 (Qm))” 产 (Qw), 我 们 从 而 得 到 在 点 z0 的 不 等 式 Quo > 产 (QM)， 故 
(二 革 | 为 2 为 眉 大 邮 以 AEU 烛 有 (2 二 1， 国 


我 们 还 注意 到 以 这 种 考虑 方法 能 得 到 的 另 一 个 结果 , 即 兰 道 (Landau) 的 一 个 经 
典 定理 2 的 高 维 推广 . 记 Uk = ffecCn :| < R} 并 记 UU 为 单位 多 圆 盘 . 设 


iR?2dGk A dG 
= rr (18) 
为 体积 形式 , 对 其 法 化 使 得 (Ric Quan)”= Ro; 像 我 们 在 例题 (2) 中 看 到 的 那样 , 党 
数 c 不 依赖 于 RR. 
0 在 Di 的 点 上 该 不 等 式 平凡 地 满足 , 因为 它 的 两 端 都 为 0. 
2) 例 如, 参考 I 1. Privalov, Introduction to the theory of functions of a complex variable, 13th 


ed.，“Nauka”, Moscow, 1984, p. 262. ( 普 里 瓦 洛 夫 《 复 变 函 数论 导 引 》, 有 中 译本 ) 
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定理 6， 设 M 为 具有 体积 形式 Qwy 的 n 维 复 流 形 , 其 满足 格 里 菲 思 引 理 的 假 
定 , 义 设 f : Uk 一 YM 为 全 纯 映 射 , 使 得 f(0) = p 以 及 |Jy(0)| > 1, 其 中 Jr(0) = 


A ( 肛 ) (0) 为 了 的 雅 可 比 , 它 是 在 p 点 的 邻 域 中 所 实现 的 M 的 局 部 坐标 下 计算 
的 . 于 是 多 圆 盘 UA 的 半径 有 一 个 不 依赖 映射 f 的 上 界 : 


R< Rp). (19) 
证 阴 . 因为 Qn(p) = OILI: Adz 0 WE(0)E -II Li 人 dC, 则 
大 三 12 
0 
FQm(0) = H(p) [I Sd AMF = HOIOP TE > To, (20) 
Ea 


(我 们 考虑 了 |Jy(0)| > 1). 格 里 菲 思 引 理 给 出 了 不 等 式 f*Qm(0) < Qvn(0), 而 由 (18) 
看 出 Qu(0) = 2 人 0) 故而 我 们 有 不 等 式 0 > 立国 ou(o)， 由 此 便 得 到 了 论 
汤 ， 口 

显 见 , 如 果 映 射 :UR -MM 非 退 化 , 即 存 在 点 C9 e UR 使 J(C?°) 关 0, 则 用 变 


量 〈 的 分 式 线性 变换 和 参量 z 的 线性 变换 可 以 得 到 一 个 映射 , 使 得 |Jy(0)| > 1. 因 
此 定理 6 给 出 了 下 面 的 推论 . 


推论 。 如 果 nn 维 复 流 形 MM 具有 满足 格 里 菲 思 引 理 的 假设 条 件 的 体积 形式 , 则 
任意 全 纯 映 射 f:C"* 一 M 退化 . 


(事实 上 , 如 果 f 非 退 化 , 则 不 失 一 般 性 可 设 |Jy(0)| > 1, 于 是 由 定理 6, f 全 纯 
的 多 圆 盘 半 征 有 限 .) 


k 
这 个 推论 也 是 皮卡 小 定理 的 一 个 推广 . 根据 定理 5 流 形 M = 到 和 [|j 六 满足 


一 外 

格 里 菲 思 条 件 , 其 中 的 流 形 D, 相交 于 一 般 位 置 , 而 已 次 数 的 和 不 小 于 n+ 2 如 
果 D, 是 平面 , 我 们 便 得 到 了 格林 引 理 的 特殊 情形 (参看 定理 3 上 面 的 引 理 ; 在 那里 
Cn 和 M 的 维 数 不 必 相同 . 而 只 要 求 超 平面 互 不 相同 ) 但 是 这 个 结果 在 下 面 的 意义 
下 更 广 , 即 代替 超 平面 可 以 考虑 代数 流 形 

格林 (定理 2) 的 下 一 个 结果 表明 , 如 果 从 Pm 中 去 掉 更 多 的 超 平面 ( 即 处 于 一 般 
位 置 的 2n 41 个 超 平面 ), 则 映射 退化 为 常 值 映射 . 希望 可 以 在 选取 充分 高 次 的 代 
数 流 形 时 能 得 到 同样 的 结果 , 但 是 这 个 希望 并 不 合理 , 这 由 Kiernan 给 出 的 下 面 的 例 
子 所 指出 . 


例题 (4)， 考虑 在 P2* 中 的 超 曲 面 4, 它 在 齐 次 坐标 下 由 方程 码 十 … 十 加 , = 二 0 
给 出 . 对 任意 p > n 存在 非常 值 的 全 纯 上 映射 f : Cn 一 P2?\ 4. 这 个 映射 可 以 


821. 边界 性 质 . 305- 


如 此 构造 : 我 们 以 仿 射 方程 1+ 弛 十 十 6 =0 给 出 4, 并 令 F(z ,zn) = 
(zcl12 ;ZnyEnzn), 其 中 < 为 根 VI. 对 任意 > 我 们 有 1+z? 十 e?z? 十 … 十 zp 十 
i 


在 这 方面 的 进一步 结果 参看 作者 的 书 Distribution of values of holomorphic map- 
Dings，“Nauka”, Moscow, 1982; 区 译本 , Transl. Math. Monographs, vol. 61, Amer. 
Math. Soc., Providence, RI, 1985. 


§21. 边界 性 质 


在 这 里 我 们 将 考虑 许多 与 函数 和 映射 相关 的 边界 性 质 : 在 这 些 性 质 中 边界 的 分 
布 特性 与 空间 复 结构 之 关联 展示 得 特别 清楚 . 我 们 首先 研究 严格 伪 凸 域 的 逆 紧 映射 
的 边界 性 态 , 然后 再 描述 辣 量 场 在 边界 上 的 结构 以 及 这 个 结构 对 函数 性 质 的 影响 . 主 
要 关注 的 是 在 近年 来 由 英 斯 科大 学 所 取得 的 成 果 . 


61. 严格 伪 凸 域 的 映射 


这 里 所 考虑 的 问题 中 , 在 单纯 的 伪 凸 域 和 严格 伪 凸 域 之 间 有 着 实质 性 的 区 别 , 后 
者 即 在 C" 的 有 界 区 域 , 其 定义 函数 yp 在 区 域 边 界 的 邻 域 中 为 C?- 光滑 , 而 在 这 个 
边界 上 有 yw 关 0, 而 且 莱 维 形 式 万 :(o,w) 严格 正定 (参看 第 39 目 ). 

这 种 区 别 壁 如 出 现在 考虑 逆 紧 的 全 纯 上 映射 中 . 例如 , C? 中 区 域 间 全 纯 映 射 了 : 
万 一 G 被 称 做 道 紧 是 说 , 对 任意 集合 K €E G 有 f-1(K) e D. 显然 , 这 样 的 映射 是 
满 的 , 而 如 果 它 被 连续 地 延 拓 到 D, 则 把 8D 映 到 在 8G 中 . 因为 G 中 点 的 原 像 是 DD 
中 的 紧 解 析 集 , 故 它们 全 都 为 有 限 . 由 在 第 55 目 中 所 引述 的 雷 默 特定 理 知道 , 奇 点 
集 巨 = {ze D :Jr(z) = 0} 在 该 映射 的 像 是 G 中 的 解析 集 , 从 而 不 能 分 离 G. 由 此 
得 知 , 对 任意 点 w € G\ 了 (EB), 原 像 广 !(w) 的 个 数 为 有 限 并 都 相同 , 这 是 因为 这 个 数 
是 在 G\f(E) 上 的 整 值 连 续 函 数 . 对 于 点 we f(E), 其 原 像 的 点 数 减 少 了 , 这 是 由 于 
它们 中 有 一 些 点 个 合 了 , 从 而 f(E) 起 了 分 支点 集 的 作用 , 那么 整个 映射 1 :DD 一 G 
便 是 一 个 分 歧 履 登 (参照 第 55 目 ). 

多 圆 盘 U”( 伪 凸 域 ) 可 以 逆 紧 和 全 纯 地 映 到 自己 而 不 是 个 双全 纯 , 例如 映射 
2 忆 (2 0 其 中 的 my 为 任意 整 正 数 . 倒 回 去 一 些 时 间 , 曾 出 现 过 一 个 有 
趣 的 猜想 , 说 当 n > 1 时 对 于 球 B” (严格 伪 凸 域 ), 这 样 的 映射 不 会 存在 . 

不 久 前 , H. 阿 历 克 山 大 (Alexauder)? 证 明了 这 个 猜想 , 他 利用 了 严格 伪 凸 域 的 
逆 紧 映射 的 某 种 一 般 性 质 . 我 们 在 这 里 来 介绍 平 顾 克 (S. I. Pinchuk)2 关于 这 个 问 
题 的 结果 . 我 们 需要 
四 in C™, Indiana Univ. Math. J. 26 (1977), 137-146. 


2)S. I Pinchuk, Proper holomorphic maps o f strictly pseudoconvex domains, Sibirsk. Mat. Z. 
15 (1974), 909-917; 瑞 译 本 , Siberian Math. J. 15 (1974), 644-649. 
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引 理 . 如 果 函 数 在 区 域 DC C”" 中 为 负 且 多 重 次 调和 , 并 具有 C2? 类 的 边缘 ， 
则 存在 常数 上 > 0 使 得 对 所 有 ze D 有 


lu(z)| > ko(z, 0D), (1) 
其 中 6 为 欧 几 里 得 距离 . 


当 n = 1 (对 于 次 调和 函数 ) 这 个 性 质 由 克 尔 德 什 (M. V. Keldysh) 和 拉夫 连 季 
耶 夫 (M. A. Lavrent'ev) 建立 ; 对 任意 n 和 在 更 一 般 情形 由 辛 姆 琴 科 (B. N. Khim- 
chenko) 证 明 ; 我 们 不 打算 给 出 证 明 0 我们 还 注意 到 另 一 个 方 回 的 佑 值 |w(z)| < 
K6(z,6D) 对 于 任意 C1(D) 类 的 在 边缘 上 为 零 的 函数 成 立 . 

平 丘 元 的 第 一 个 结果 是 


定理 1. 设 D 和 G 为 C"(n>1) 中 的 严格 伪 凸 域 , 而 f :DD 一 G 为 逆 紧 的 全 
纯 映 射 . 如 果 f 被 延 拓 为 DD 的 C1 类 映射 , 则 它 为 局 部 双全 纯 . 


证 明 . 如 果 f 不 是 局 部 双全 纯 的 , 则 雅 可 比 Jy(z) 在 某 个 非 空 解析 集 EE CD 
为 零 , 又 由 紧 奇 点 的 定理 (第 31 目 ) 有 五 站 8D 头 g (如 若 不 然 , 全 纯 函 数 1/Jf(z) 将 
会 在 D 中 有 一 个 紧 奇 集 而 不 分 离 D). 设 点 z0 = f(z°) = 0. 又 设 该 两 区 域 在 原点 的 
邻 域 用 严格 多 重 次 调和 函数 给 出 : D = {fe(z) < 0},G = fy(w) < 0} 另外 , 不 失 一 般 
性 可 以 设 

全 Pe Ppl Pal 


2 
yd 9 


(参看 第 亚 章 问 题 21). 
因为 映射 f 在 D 中 全 纯 并 属于 C1(D) 类 , 故 它 的 坐标 有 形 如 下 面 的 展 式 
We (3) 


其 中 ww 为 常数 , ov e CUD) 门 C1OD),lou(z| = o(lzl). 考虑 函数 w= wof e 01(D); 
因为 映射 了 为 逆 紧 , 帮 ulap = 0, 而 因为 在 点 z,0D 的 实 切 平面 由 方程 z= 0 给 出 ， 
故 


(= OE 


| o(|z|). 
Tn |0 
将 (3) 和 (2) 代入 , 我 们 得 到 


u(Z) i f(z) = Re》_ QR IC Ba 2) i 有 a > o(|z|"), 


玖 三 由 LL=1 


JJ) 参看 B. N. Khimchenko. The behavior of a superharmonic function near the boundary of a 
domain of type A(W, Differentsial'nye Uravneniya 5 (1969), 1845-1853; 英 译 本 , Differential Equations 
5 (1969), 1371-1378. 


821. 边界 性 质 0: 


并 将 这 个 展 式 与 前 一 个 相 比 较 , 于 是 我 们 得 到 av = 0, 其 中 v= 二 1,…,n 一 1, 以 及 
ann 为 实数 . 最 后 面 这 个 展 式 因而 具有 下 面 的 形式 : 


u(2) = annzn 十 Re on(z) + - a) ee (4) 


显然 函数 v 满足 了 引 理 的 条 件 , 由 此 得 到 an 冯 0. 

因为 我 们 有 Jy(0) = 0, 故 由 此 得 到 由 和 矩阵 (ajy), 其 中 jw,v = 1,… ,n 一 1 给 出 的 
线性 映射 /4 : C"-:1 一 C"-:! 为 退化 的 论断 . 因此 存在 复 直 线 4 es C"-1, 使 得 '4("1) = 
0. 考虑 复 直 绪 12 一 12 ECW 近世 z= 二 了], 其 中 地 为 实数 : 限制 Re on 是 在 
开 集 l; 站 D 上 的 调和 函数 , 而 由 于 (2) 和 (4)， 在 这 个 集合 的 边界 上 ， Se OD 


我 们 有 -7 + |z|? + o(lzl2?) = 0 和 -annr + Re an(z) +72 》 lapnl? +ollz| = 


即 在 此 边界 上 Re Qn 一 QnnT 十 o(7). 但 由 (2) 看 出 : 对 所 有 充分 小 的 入 二 0, 点 
(Oo es (TD 因此 由 对 调和 函数 的 极 大 原理 有 Re oa,('0,7) = annr 十 o(7) 对 所 
有 充分 小 的 7 >0 成 立 , 而 这 与 假设 条 件 aw(z) = ol|zl) 世 盾 : 口 


如 果 在 这 个 定理 中 再 加 上 另 一 个 假定 , 即 区 域 G 为 单 连通 , 就 是 说 基本 群 zj (G) 
= 0, 则 这 个 定理 中 的 映射 了 便 是 整体 双全 纯 (事实 上 , 由 已 证 的 局 部 双全 纯 性 和 J 
的 逆 紧 性 推导 出 f 为 非 分 歧 覆 释 , 因此 可 以 利用 第 21 目的 单 值 化 定理 ). 

在 一 般 情形 , 不 能 证 明 f 的 整体 双全 纯 , 这 里 有 例子 : 区 域 D = {|z1|? 十 |zz| 4 十 
|zzl 天 < 3 和 G={luoal2 上 +lwazl2 + < 3} CC 为 严格 伪 西 , 而 映射 f:D 一 G,， 
其 中 f(z) = (2 2 四, 为 逆 紧 和 全 纯 , 但 是 并 不 是 双全 纯 . 然而 对 D = G 的 情形 有 


定理 2。 如 果 D 为 C" 中 的 严格 伪 凸 域 , 则 任意 逆 紧 全 纯 映 射 f :DD 一 D, 如 
果 可 以 延 拓 为 C1(D) 类 中 的 映射 , 那么 它 为 双全 纯 . 


证 了 明 . 可 以 假定 基本 群 r1(D) 为 非 平凡 (参看 上 面 所 评注 的 ), 但 是 由 于 9D 的 
光滑 性 它 有 有 限 个 生成 元 ; 设 1,… ,7 为 D 中 代表 这 些 生成 元 的 闭 道路 . 根据 定 
理 1 映射 f : D 一 D 是 个 覆 秋 , 而 其 所 诱导 的 同 态 f : m1(D) 一 m1(D) 为 单 同 态 . 
按照 履 秋 的 重 数 定理 (第 21 目的 定理 3), 要 证 明 f 为 同 胚 只 要 证 明 f; 为 满 即 可 ， 
BH in ££. 三 Tl (已 ). 

我 们 考虑 映射 的 迭代 产 = fo fr-1 (v = 1,2,… ,了 ?为 恒 同 上 映射) 因为 族 
{f"} 为 一 致 有 界 , 故 按 蒙 泰 尔 定理 存在 子 序列 jz 在 D 的 紧 子 集 上 一 致 收敛 于 全 纯 
映射 9 : D 一 D. 特别 地 , 在 所 有 生成 元 yx (k = 1,… ,1) 上 一 致 地 有 jj? 一 g, 从 而 
Fw ' 对 充分 大 的 9 同 伦 所 6B, 即 了 = 二名, 开 中 所 有 要 阁 人 为 为 蛙 , 窗 由 
此 得 到 gqg2 守 和 有 时 fj = 
由 此 因 og,; 的 单 性 知 f+ “为 恒 同 映射 , 即 为 满 , 从 而 f 也 为 满口 
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在 这 部 分 的 最 后 我 们 给 出 一 个 有 意思 的 定理 , 它 是 由 B. Wong 和 J. Rosay 在 
1977 一 1979 年 证 明 的 . 在 这 里 所 给 出 的 简单 证 明 则 属于 平 丘 元 . 


定理 3。 如 果 严 格 伪 凸 域 D Cc C" 的 双全 纯 自 同 构 群 非 紧 , 则 D 双全 纯 等 价 
于 球 


证 明 . 由 群 Aut D 的 非 紧 性 知道 , 存在 点 z? e D 和 序列 产 € Auf D, 使 得 
产 (z0) 一 ae 9D. 因为 区 域 D 有 界 , 故 根 据 蒙 泰 尔 定理 可 以 假设 f* 在 D 的 紧 子 
集 上 一 致 收敛 于 在 D 中 全 纯 的 映射 f. 因为 万 为 严格 伪 凸 , 故 它 在 9D 的 邻 域 中 
有 严格 多 重 次 调和 的 定义 函数 yo (参看 第 39 目 ). 函数 po 了 于 是 为 多 重 次 调和 并 在 
20 的 邻 域 为 非 正 , 而 ee f(z0) = 0, 故 依照 极 大 原理 有 yo f(z) = 0, 因此 映射 了 为 
常 值 . 

另外 , 不 失 一 般 性 地 设 a = 0, 以 及 函数 wo 具有 形式 


o(z) = Re zn + lz + o(|z[). (5) 


以 Cr 记 6D 中 的 点 , 它们 邻近 az = 产 (z0), 又 以 LY 记 平 移 Cr 一 0 和 西 变换 的 复 
合 , 使 它 把 复 切 平面 T&.(9D) 变换 到 平面 wn = 0. 于 是 g” = LYo 了?” 为 区 域 D 到 一 
个 有 界 域 G, 的 全 纯 上 映射 , 又 因为 ao” 位 于 6D 在 点 C* 的 法 线 中 , 故 or sed (2 
具有 形式 ('0, 一 6,), 其 中 5,, > 0. 按照 构造 有 oz 一 0, 于 是 当 v 一 co 时 有 6, 一 0. 
我 们 注意 到 , 区 域 G, 的 定义 函数 具有 形式 


pu(W) = cvRe wn dylwl” 十 o(|w|’), 


其 中 的 c 和 dj 趋同 于 1. 
区 域 G, 当 v 一 co 时 收缩 到 点 w = 0. 为 了 去 掉 它 , 我 们 令 蔡 换 0 为 双全 纯 
映射 
Fst Od) Oi (6) 


它 把 区 域 D 映 到 区 域 D, = F*(D), 而 Dj 的 定义 函数 则 为 


1 / 
Wy SE A Ov WwW, OuwWn) 
= cnRe wn t+ dy (| wl + oNwnl) + uo0(lwl’). (7) 


当 了 一 oo 时 函数 wy 在 区 域 D 的 紧 集 上 一 致 收敛 于 一 个 函数 Vw) = Re To La 
其 定义 了 一 个 区 域 D, 而 这 个 区 域 双全 纯 等 价 于 球 (参看 第 工 章 的 问题 18). 

由 (7) 看 出 , 当 >” 充分 大 时 在 D 的 紧 子 集 上 Re FY(w) < 0, 而 根据 (6) 又 有 
Fv(z0) = -1. 按照 蒙 泰 尔 定理 得 到 , 从 Fr 中 可 以 抽出 一 个 子 序列 在 D 中 的 紧 集 
上 一 致 收敛 于 一 个 函数 五,. 为 了 使 记号 简化 . 我 们 仍 以 FY 表示 这 个 子 序 , 于 是 叉 
由 (7) 中 看 出 映射 'F* 在 D 中 的 紧 集 上 一 致 有 界 , 从 而 由 同一 定理 从 F* 中 可 挑 
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出 收敛 于 全 纯 映射 下 : D 一 DD 的 子 序列 . 逆 映射 (F*)-1 一 致 有 界 , 从 而 在 它们 中 
可 以 挑 出 在 方 的 紧 集 上 一 致 收敛 于 全 纯 映 射 更 的 子 序 . 因为 有 F(zo) = ('0, -1) 和 
@('0, -1) = z0, 故 了 和 GB 互 为 逆 , 从 而 下 给 出 了 区 域 D 到 区 域 D= {Re wn+|'wl < 
0} 的 双全 纯 上 映射 , 而 后 者 等 价 于 球 ， 口 


62. 边界 的 对 应 


如 果 平 面 区 域 D 和 G 的 边界 为 若 尔 当 曲线 , 则 共 形 映射 f: D 一 G 依照 卡拉 泰 
奥 多 里 定理 可 延 拓 为 这 些 区 域 的 闭 包 的 同 胚 , 而 如 果 边 界 足 够 光滑 , 则 这 个 延 拓 了 的 
映射 也 在 闭 包 上 光滑 (参看 卷 I 的 第 41 目 ). 容易 看 出 , 在 高 维 空间 的 区 域 间 的 双全 纯 
映射 甚至 连 卡 拉 泰 奥 多 里 定理 也 不 能 推广 . 事实 上 , 映射 站: (zi, zz) 局 (z1, (2z1 一 1)z2) 
是 从 双 圆 盘 D = {|zi| < 1,|zz| <1 到 区 域 G = {hwi| < 1,]wz| < |wi 一} 的 双全 纯 
变换 , 而 道 映射 /1(w) = (wi, 一 】 不 能 连续 地 延 拓 到 边界 点 (1,0), 虽然 两 者 
的 边界 都 是 若 尔 当 的 . 

就 在 这 个 例子 中 , 区 域 D 和 G 都 是 伪 凸 的 , 但 不 是 严格 伪 凸 . 原来 , 对 于 严格 
伪 凸 域 延 拓 到 边界 的 性 质 是 能 保证 的 , 这 又 是 一 种 出 现在 凸 域 和 严格 伪 凸 域 之 间 的 
差异 . 在 这 方面 的 第 一 个 结果 由 马尔 古 利 斯 (G. A. Margulis) 在 1971 年 得 到 , 他 证 
明了 严格 伪 凸 域 的 双全 纯 上 映射 可 以 延 拓 为 它们 的 闭 包 上 的 同 胚 映射 . 

在 这 方面 最 强 的 结果 是 由 费 弗 曼 (C. Fefferman) 在 1974 年 证 明 的 , 他 证 明了 具 
C™” 类 边界 的 严格 伪 凸 域 的 双全 纯 映 射 可 延 拓 到 其 闭 包 的 同一 类 映射 . 这 是 使 用 了 
在 所 考虑 区 域 上 的 伯 格 曼 度 量 下 的 测 地 线 的 深入 研究 得 到 的 0. 费 弗 曼 的 证 明 被 李 
果 斯 卡 (E. Ligocka) 和 贝尔 (S. Bell) 作 了 某 些 简化 2). 

伦 见 特 (L. Lempert) 把 这 个 定理 推广 到 具有 限 光 滑 的 区 域 上 2: 如 果 吃 和 G 
为 Cn 中 严格 伪 凸 域 , 其 边界 为 Cr+1 类 (k > 2), 则 任意 从 DD 到 G 上 的 双全 纯 映射 
f :DD 2 G 可 延 拓 为 这 些 区 域 的 闭 包 上 的 C*+1/2 类 的 微分 同 胚 . 

关于 在 平面 情形 的 延 拓 到 边界 的 定理 可 轻易 地 转换 到 逆 紧 全 纯 映 射 上 . 在 空间 
情形 则 不 如 此 , 这 里 只 有 由 辛 钦 (G. M. Khenkin) 和 平 丘 克 分 别 独 立 得 到 的 结果 . 

我 们 按照 平 丘 克 的 办 法 , 较 仔 细 地 深入 到 它 的 证 明 里 . 


引 理 . 设 D 和 G 为 Cn 中 的 严格 伪 西 域 , 而 f : D 一 G 为 逆 紧 全 纯 映 射 . 于 
是 存在 种 数 fa fo > 0, 使 得 对 所 有 zeE D 有 


ki16(z, OD) < 6(f(z2),0G) < k20(z,0D). (1) 


DC. Fefferman, The Bergman kernel and biholomorphic mappings of pseudoconver domains, In- 
vent. Math. 26 (1974), 1-65 

2)S. Bell and E. A. Ligocka, A simplification and ertension of Fefferman’s theorem on biholomor- 
phic mappings, Invent. Math. 57 (1980), 283-289. 

3)L. Lempert, La métrique de Kobayashi et la représentation des domaines sur la boule, Bull. Soc. 
Math. France 109 (1981), no. 4, 427-474. 
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证 明 . C" 中 的 任意 严格 伪 凸 域 是 在 这 个 区 域 闭 包 的 邻 域 中 光滑 的 多 重 次 调和 
函数 的 负 值 区 域 (参看 第 39 目 ). 设 G = {weC":w(w) < 0}, 其 中 vw 为 这 样 的 函 
数 . 于 是 由 于 它 的 光滑 性 有 |w(w)| 和 k6(w, 8G), 或 者 |wo f(z)| <k6(f(z),6G), 其 中 
z € D,k > 0 为 某 个 常数 . 但 是 小 of 为 在 D 中 的 负 值 多 重 次 调和 函数 , 因此 由 前 一 
目的 引 理 知 |wo f(z)| > k'6(z,6D). (1) 的 左 端 部 分 得 证 . 

为 了 证 明 (1) 的 右 端 , 我 们 考虑 集合 EE = {fzeDD:J(z = 0}, 它 是 映射 / 
的 临界 点 集 ; 由 雷 默 特定 理 (在 第 55 目 中 引述 ) 知 , f(5) 是 G 中 的 解析 集 . 对 于 
w € G\f(E), 我 们 令 


亚 (w) = 二 Pp(2)) (2) 


其 中 2 为 多 重 次 调和 函数 , 其 负 值 的 点 集 为 区 域 D. 因为 f 为 逆 紧 , 故 广 !(w) 的 点 
数 有 限 (并 都 相同 ), 其 中 所 有 的 we G\f(E), 并 且 根 据 第 38 目 3° 的 性 质 知 更 为 
G\f(E) 中 的 多 重 次 调和 函数 , 且 显然 是 有 界 的 , 故而 根据 在 第 38 目 末 尾 所 引述 的 
格 劳 尔 特 - 雷 默 特定 理 知 其 可 多 重 次 调和 地 延 拓 到 G 中 . 

由 第 61 目 中 同一 引 理 知 , 对 被 延 拓 的 函数 亚 有 | 亚 (w)| 六 k6(w,6G), 而 因为 
TV 和 o 为 负 , 则 对 于 w e G\f(E), (2) 可 以 改写 为 |V(w)| = main Ilp(z)|, 又 因为 
光滑 性 有 |w(z)| < Kk6(z,6D), 故 | 更 (| < in， 6(z,9D). 因而 , kb(w,98G) < 


k’ Ee 对 所 有 w e G\f(B) 成 立 , 又 由 于 在 G 的 处 处 连续 性 , 即 对 所 有 


zED 有 6(f(2),0G) < T(z, OD 


定理 . C” 中 严格 伪 凸 域 的 任意 首 紧 全 纯 映 射 f: D -、，G 可 延 拓 为 这 些 区 域 闭 
包 的 连续 映射 , 并 且 所 延 拓 的 映射 满足 在 D 中 的 利 普 希 茨 (Lipschitz) 条 件 , 其 常数 
为 5 WT A 而 风 本 


| 和 (3) 


证 明 . 我 们 将 在 一 个 附加 假设 下 证 明 这 个 定理 ; 这 假设 是 : G 是 几何 严格 凸 的 ?7. 
因为 边界 9D 属于 C2” 类 , 故 对 任意 充分 靠近 9D 的 后 ze D, 存在 球 Bs, C D, 它 
以 z 为 中 心 , 使 得 6(z,8D) = 65(z, 9B2), 而 因为 G 为 几何 凸 , 故而 对 任意 它 的 点 久 ， 
存在 球 B,, D G, 使 得 6(w,8G) = 6(w,0Bw') (图 53) 

我 们 来 对 映射 六 在 充分 靠近 89D 的 任意 点 > 上 的 分 量 的 模 进 行 估计 . 不 失 一 般 
性 , 假设 对 应 球 的 中 心 为 x = 0, 并 设 z 位 于 zz, 轴 上 . 正 像 我 们 在 第 57 目 中 看 到 
的 , 球 Bm = {|z| < R} 的 卡拉 泰 奥 多 里 度量 在 点 z = (‘0, zn) 由 公式 


|oz [zn ldznl’ ) 


a 
J Vy 


(4) 


1 完整 的 证 明 可 参看 平 丘 死 的 文章 , 见 第 61 目 开 始 部 分 的 脚注 . 
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多 53 


给 出 ( 它 等 于 球 的 伯 格 曼 度 量 , 参看 第 56 目的 公式 (18)). 如 果 记 R 一 |z%| =7, 则 由 
此 可 以 得 到 结论 : 存在 常数 和 和 Xo, 它 依赖 于 R 并 使 得 以 中 心 为 z = (‘0, zn) 半径 
为 = 的 球 在 卡拉 泰 奥 多 里 度量 cp 下 包 在 两 个 椭 球 


= 2 二 2 2 
E(NeVr,Ner)= 9 > OR QE) 了 一 1,2 (5) 
2/ 三 放 


之 间 (这 些 椭 球 的 半 轴 除去 第 ”个 外 都 等 于 和 jeVr, 而 第 n 个 半 轴 等 于 Xer). 
将 此 应 用 到 我 们 的 情形 (图 53). 这 时 我 们 的 球 Bs, 的 半径 R 依赖 于 区 域 D, 量 
7 二 6(z,0D), 并 且 由 (5) 和 卡拉 泰 奥 多 里 度量 的 性 质 知 , 在 = 充分 小 时 有 


EF(MeVr, Mer) C Be (E) C Ben(e), 


其 中 Bd(e) 代表 在 度量 d 下 的 中 心 为 z 半径 为 < 的 球 .类 似 地 对 区 域 G, 如 果 令 
w 二 f(z) 和 p= 6(w,68G), 我 们 则 有 
Bl(e) EE Bo (e) CHO Moe) 


(我 们 再 次 假定 , w' = 0 且 w 位 于 w, 轴 上 , 参看 图 53) 
由 卡拉 泰 奥 多 里 度量 的 压缩 性 质 知 , 在 全 纯 映 射 下 有 f(Be?(e)) C Bcc (se). 除 此 
之 外 , 由 引 理 p < ko7, 因此 


f(E(NMeVr, Mer)) C E(MeVhkor, Mek2r). (6) 


我 们 考虑 映射 了 的 坐标 fi, 在 通过 点 z 直线 上 的 限制 , 并 对 所 得 到 的 单 变 函 数 
应 用 施 瓦 次 引 理 , 于 是 得 到 


On 
0 


六 ASEML27 = Gl C 


0 


之 


其 中 的 常数 < 只 依赖 于 区 域 D 和 G. 因为 在 区 域 D 中 的 紧 子 集 上 导数 有 界 ， 
故 可 以 假定 估 值 (7) 对 整个 区 域 万 成立 0) 
) 带 一 个 依赖 于 D,G 和 所 考虑 映射 的 常数 因子 . 
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只 要 对 区 域 D 中 两 个 之 间距 离 不 超过 某 个 正常 数 lo 的 点 偶 去 证 明 不 等 式 (3) 
驯 足 咏 村 用 设 到 hi 网 有 | 一 "| 二 VE 我 从 选取 谨 202/ 使 得 旋 
段 [z', zi];[z”,z11 属于 DD 并 且 长 度 1, 而 距离 6(z1,8D),6(z?,6D) 不 小 于 1 (这 总 可 做 
0) 7 [0] SE RR (0 = = OL. 
因为 6(r(t),6D) > 纪 其 中 所 有 te [0,1], 于 是 由 估 值 (7) 得 到 了 


f(z1) — f(z)| < 1 da 本 2cV 


完全 相同 地 , 我 们 得 到 了 估 值 |f(z7) 一 f(z”)| < 2cvL. 

另外 , 线段 [z!,z 和 1 的 长 度 不 大 于 31, 而 它 的 端点 离 边 界 6D 不 小 于 !， 利 用 
边界 9D 的 二 阶 光滑 性 , 以 及 其 与 二 维 平面 所 交 截 影 的 曲率 的 有 界 性 可 以 断言 , 对 
于 所 有 > e [zi,z 和 1 当 lo 充分 小 时 有 6(z,6D) > 1/2.， 再 利用 估 值 (7), 由 此 得 出 
[f(z1) 一 了 (z?7)| < 3cV21, 从 而 联合 起 所 得 到 的 这 些 估 值 , 我 们 发 现 了 


屋外 区 全 全 二 一， 


其 中 ec 为 只 依赖 于 区 域 D,G 和 所 考虑 的 映射 的 常数 . 

我 们 还 要 注意 的 是 , 从 最 后 这 个 对 所 有 点 2 交 ED 成 立 的 估 值 得 到 了 了 到 区 
域 D 的 闭 包 上 的 连续 延 拓 的 可 能 性 , 并 且 在 此 闭 包 中 所 延 拓 的 映射 也 满足 同一 个 估 
值 。 [6 


注 . 由 定理 的 证 明 看 出 , 它 的 局 部 形式 也 成 立 : 如 果 区 域 D 和 G 在 它们 边界 
点 的 某 个 邻 域 中 满足 定理 的 条 件 , 而 f : D 一 G 为 道 紧 全 纯 映 射 , 它 把 第 一 个 邻 域 
变换 到 男 一 个 , 则 了 在 第 一 个 邻 域 中 被 延 拓 到 了 8D, 并 满足 常数 为 1/2 的 利 普 希 次 
条 件 . 


63. 对 称 原理 


对 于 具 实 解析 边界 区 域 的 映射 的 边界 行为 的 研究 , 我 们 发 现 应 用 高 维 的 对 称 原 
理 是 十 分 富 于 成 果 的 . 这 个 原理 是 平 顾 克 在 1975 年 提出 的 ?, 而 由 韦伯 斯 特 (S. M. 
Webster) 作 了 进一步 的 发 展 2. 我 们 要 在 这 里 讲述 这 个 方法 的 基础 , 并 给 出 它 的 应 
用 例题 . 
我 们 称 一 个 实 超 曲 面 S 为 在 以 a 中 心 (为 简单 起 见 总 取 其 为 0) 的 多 圆 盘 中 为 
实 解析 的 是 说 , 如 果 它 具有 形式 S = {z EU :w(z) =0}), 而 
= (1) 
| 天 ,| 中 关 0 


DS. I. Pinchuk, On the analytic continuation of holomorphic mappings, Mat. Sb. 98 (140) (1975)， 
no. 3, 416-435; 英 译 本 , Math. USSR-Sb. 27 (1975), 375-392. 

2)S. M. Webster, On the mapping problem for algebraic real hypersurfaces, Invent. Math 43 
(1977)，53-68. 也 可 参看 M. Beals，C. Fefferman 和 R. Grossman 的 文章 ，Strictly pseudocomnuez 
domains in C™, Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.) 8 (1983), 125-322. 
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其 中 天 = (i,… ,kn),! = 二 (1,… ,ln) 为 多 重 指标 , 是 该 级 数 在 多 圆 前 UV x UC C27 
中 收敛 . 显然 e 的 实 条 件 可 化 为 等 式 i = ck 其 中 ,1 任意 . 称 曲面 3 为 严格 伪 
凸 是 说 , 如 果 函 数 wo 为 严格 多 重 次 调和 , 日 在 S 上 yw 冯 0 (参看 第 39 目 ). 

我 们 从 施 瓦 区 的 对 称 原理 的 高 维 推广 着 手 (参看 卷 I 的 第 42 目 ). 


定理 1 ( 平 丘 克 )， 设 S= {yw(z) = 0},S' = {w(z) = 0} 为 实 解析 曲面 , 并 在 C" 
中 相应 的 邻 域 UV 和 V 中 为 严格 伪 凸 , 而 D = {z EU :wp(z) < 0} 为 附着 于 5 的 区 域 . 
于 是 任意 在 D 中 全 纯 , 并 在 DI jS 上 属于 Ci 类 , 且 f(S) C S' 的 映射 ff:D 一 C" 
可 全 纯 地 延 拓 到 S 上 . 


证 了 明 . 只 要 证 明 f 可 全 纯 地 延 拓 到 任意 点 ¢ € 3 的 邻 域 即 可 , 像 对 f(C) 那样 
Ei C 为 0. 为 了 不 使 证 明 在 技术 上 复杂 化 , 我 们 仅 限 于 n = 2 的 情形 . 
亚 (w,w) 为 在 VxV 上 的 全 纯 函 数 , 使 yy(w) = 杰 (w, 古 ). 于 是 条 件 F(S) C 98/ 
ee 对 所 有 zeS 有 
由 (2) 
0 


我 个 记 六 = 人 一 为 柯 西 - 黎 曼 切 算 子 wh 31 目 ). 因为 假设 条 件 ， 


得 到 
并 5 (f(z), f(z))ufu(z) =0 @ 


ee 
(3). 根据 隐 函 数 定理 , 如 果 行列 式 ， 

au 
TY Ep 


02 


2 0. (4) 
i i 3 (f(z)uf,(2) 
| 4 


为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 首先 注意 到 在 S 上 wf i 0. 事实 上 , 如 果 在 5S 的 任 一 点 上 同 
时 有 
0fi Op “Ofr'OY Of2 op 0f2 op 


ufi = 一 一 一 一 一 一 一 二 一 一 3 ufz = 二 一 一 一 一 一 二 0 


Dzl DOz O02z2 Oz1 Oz1 0z> 0z2 0z1 
则 在 此 点 雅 可 比 3 2 0 (由 假设 条 件 we 类 0). 但 是 , 像 在 第 61 目 定理 1 的 
证 明 中 所 看 到 的 , 由 S 和 3' 的 严格 伪 凸 性 可 推出 这 个 雅 可 比 在 S 上 不 为 零 . 进而 ， 
如 果 wf 关 0, 则 根据 (3) 存在 在 S$ 上 的 函数 h 冯 0, 使 得 


B10)) = houfal0), 5 (fa) = -Maju 有 (9 


0 在 这 里 认为 a ie (uw). 
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将 其 代入 (4), 得 到 


2 

h(z) 2 这 f(z soe 

因为 % 为 严格 多 重 次 调和 函数 , 故 wf 关 0, 故 在 S$ 上 A 人 A(z) 关 0 (参看 第 39 目 ). 
所 以 , 应 用 隐 函 数 定理 并 从 方程 组 (2) 一 (3) 得 出 , 在 某 个 邻 域 UV'" 3 0 中 有 


= 7 一 1,2, (5) 
其 中 的 函数 g, 在 点 (0,vfo)) e C4 的 邻 域 中 全 纯 . 现在 固定 向 量 we C2 
线 1、 = {z = wc 十 入 } 对 于 充分 小 的 入 e C2? 横 截 相交 SNU 于 解析 绝 了. 函数 了 


对 《在 y 的 邻 域 中 为 实 解析 , 而 f(wc + 入 ) 则 在 此 邻 域 中 p(wc + 和 <0 | 
纯 , 从 而 在 这 一 部 分 uf 全 纯 . 由 (5) 得 出 , 在 y、 上 函数 f(wc + 入) 也 在 实 解析 
弧 上 取 值 , 并 按 施 瓦 欧 对 单 变 的 对 称 原 理 知 这 些 函数 被 全 纯 延 拓 到 y、 的 某 个 (两 面 
的 ) 邻 域 中 . 

最 后 我 们 稍 许 改变 一 下 w: 取 与 w 复线 性 无 关 的 w', 并 完全 相同 地 证 明 函 数 ff 
被 全 纯 地 在 每 条 方向 为 w' 的 复 直线 上 延 拓 到 DD 之 外 (图 54). 用 非 退 化 线性 变换 把 
w,w' 变 到 新 的 坐标 轴 的 方向 . 于 是 根据 哈 托 格 斯 定理 (第 6 目 ) 可 以 得 出 结论 : 函数 
在 点 z = 0 的 邻 域 中 全 纯 ， 口 


图 54 


我 们 现在 转 到 阐述 由 韦伯 斯 特 所 建议 的 那 种 形式 的 对 称 原 理 . 设 给 出 了 实 解 析 
曲面 S = {wp(z) = 0} 以 及 一 个 靠近 它 的 点 z; 称 集合 

QO = eeU: EC 村 (6) 

中 的 点 为 关于 5 的 与 z 对 称 的 点 , 其 中 的 更 为 (1 中 的 函数 . 当 n= 1 时 与 点 > 对 称 

的 是 一 人 六 0 帮 当 wT 时 人 立 是 个 旬 的 超 由 面相 于 如 于 = 人 EC 二 

为 单位 球面 , 则 Q, = {fw ecCnm : > 二] 为 入 于 中 

向 量 w. 这 时 如 果 |s| < 1 则 按 施 瓦 世 不 等 式 对 所 有 we @。 有 lw| > 1/|z| > 1 故 


而 Qs 位 于 球面 S 之 外 , 如 果 |z| > 1, 则 Q; 与 它 相 交 (为 确信 后 者 正确 , 只 要 引出 
一 个 经 过 > 和 坐标 原点 的 复 直 线 即 可 ). 
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* 证 明 当 n= 1, 而 S 为 直线 段 或 圆 弧 时 , 所 考虑 的 对 称 同 于 通常 的 情形 . 六 


由 上 面 所 提 及 的 级 数 (1) 的 系数 的 性 质 可 清楚 看 出 8(z,w) = B(w,z), 由 此 得 

到 Q = {z EU :GB(wD,z) = 0} 可 以 同样 以 方程 8(z,w) = 0 给 出 . 我 们 便 得 到 了 这 
样 的 对 称 性 质 , 即 : 

如 果 we Qz， 则 ze Qw. (7) 


定理 2， 设 在 C" 中 给 出 了 两 个 实 解 析 超 曲面 S, = {z € UU :wov(z) = 0} 及 全 
纯 映 射 f :Ui 一 Uo, 使 得 f(S1) C S52. 于 是 对 任意 点 ze ,有 


FO 和 me (8) 
其 中 Q@1 为 点 z 关于 5 的 对 称 曲 面 , 83,。) 的 定义 类 同 


证 明 . 设 B, 为 在 U, x 区 上 像 (1) 中 那样 的 与 p,, 相关 的 函数 , 了 ,(z) = 矿 辐 
为 VI 上 的 全 纯 函 数 , 它 的 泰勒 展 式 的 系数 复 共 罗 于 用 的 相应 系数 (1 = 1,:… ,n) 
( 像 上 面 那样 , 假定 殉 为 中 心 在 0 的 多 圆 盘 ). 记 41 = {Bi1(z,w)=0} 为 x 中 
2n 一 1 维 的 解析 集 , 并 不 失 一 般 性 , 假设 其 为 不 可 约 , 而 B1 为 其 定义 函数 . 这 个 集 
合 包 含 了 51 = {GB1(z, 引 = 0} = A1i{w = z}, 作为 它 的 完全 实 的 子 流 形 , 其 ( 实 ) 维 
数 为 2n 一 1 (参看 第 17 目 ). 

函数 Bo(f(z), f(w)) 在 Ui x Ui 中 全 纯 并 在 Si; 上 为 零 , 这 是 因为 在 那里 w = 
z, 了 (w) = f(z), 从 而 Bo(f(z), 了 (w)) = wp2(f(z)) = 0. 由 我 们 将 在 第 66 目 谈 及 的 唯一 
性 定理 得 出 Bo(f(z), 了 (w)) 在 整个 集合 A!1 上 为 零 . 但 是 由 魏 尔 斯 特 拉 斯 除法 定理 
(第 23 目 ) 便 知 道 , 存在 函数 he OG(Ui x 太 ), 使 得 对 所 有 (z,w)eE U1ixUi 有 


B>(f(2z), f(w)) 证 h(z,w)P1(z, w). (9) 
这 样 便 得 到 了 定理 的 断言 : 如 果 ze CQ = {w € Ui :5i(z 万 ) = 0}, 则 对 任 


意 点 we Q: 的 像 f(w) 按照 (9) 满足 关系 B2(f(z), (wD)) = ®2(f(z),(w)) = 0, 即 
属于 集合 'Q36. 口 


推论 ， 如 果 在 上 述 定理 的 假设 条 件 下 , f 是 一 个 双全 纯 映射 , 则 f(Q!) = @? 
其 中 z e Ui 为 任意 点 . 


证 了 明 . 只 要 把 定理 2 不 但 用 于 f 而 且 用 于 逆 上 映射 广 : 就 足以 给 出 证 明 . 口 


因此 , 在 实 解 析 曲 面 邻 域 的 双全 纯 映 射 下 有 个 不 变量 , 即 关 于 这 些 曲 面 的 对 称 
点 集 . 当 n = 1 时 , 这 些 集合 是 点 , 从 而 这 些 不 变量 的 出 现 并 不 是 非常 本 质 的 . 但 是 
当 n > 1 时 不 变量 具有 正 维 数 , 并 最 后 证 明 对 于 映射 的 结构 有 很 大 的 影响 . 

作为 应 用 对 称 集 的 不 变性 的 最 简单 的 示例 , 我 们 举 出 下 面 的 例子 , 从 单 变 函 数 
论 的 观点 看 这 是 非常 不 寻常 的 . 原来 , 如 果 与 边界 邻接 的 可 随意 小 的 球 的 一 块 被 双 
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全 纯 地 映 到 同样 类 型 的 一 块 , 则 该 映射 必定 是 线性 分 式 的 . 这 个 结果 让 我 们 回忆 起 
刘 维 尔 的 一 个 经 典 定理 , 它 表 明 在 ”> 2 时 任意 在 邻 域 UC R” 的 共 形 变换 可 延 拓 
为 整个 空间 的 线性 分 式 变 换 . 


定理 3。 设 加 = (ZEC?:| 下 过 1} 为 球 UU= {z=al <e} 为 它 的 边关 二 二 的 
邻 域 . 如 果 f : BNU 一 C",f€ C1(B 门 U) 为 双全 纯 映 射 , 使 得 f(3B 人 站 UVU) c 5B， 
则 当 mn > 1 时 这 个 映射 可 延 拓 为 整个 球 的 双全 纯 目 同 构 , 从 而 是 线性 分 式 的 . 


证 明 . 由 平 丘 克 定理 知 f 可 全 纯 延 拓 到 点 a 的 邻 域 中 , 设 其 就 是 U. 我 们 首先 
假定 ”= 2, 于 是 对 任意 点 we U\B, 其 充分 靠近 a, 则 这 个 点 的 对 称 集 CQ 为 复 直 
线 , 其 正 交 于 向 量 w 且 交 球面 9S = 9B 于 圆 7 (参看 上 面 所 引进 的 例子 ). 按照 定理 
2 的 推论 知 映 射 了 把 这 条 直线 变换 到 集合 Cow), 它 也 是 条 复 直 线 (图 55). 因为 把 
5S 变 到 自己 , 故 f(y) = Q@pew) 门 5, 即 还 是 一 个 圆 , 并 且 由 单 变 函 数论 的 初等 事实 知 
道 , 限制 了 为 线性 分 式 函 数 . 


) 


图 55 


对 于 f 在 平行 于 @。 且 充分 靠近 它 的 复 直线 上 的 限制 可 以 说 同样 的 话 , 同样 还 
有 它 在 某 个 平行 于 另 一 个 方向 的 直线 族 的 限制 . 用 非 退 化 线性 变换 可 以 把 这 个 族 变 
到 平行 于 和 zz 轴 的 复 直线 族 . 于 是 函数 f 为 在 某 个 邻 域 ui 中 任意 固定 的 2 下 ， 
对 zz 是 线性 分 式 , 又 在 另 一 个 邻 域 wo 中 国定 的 任意 zo 下 , 对 于 zi 是 线性 分 式 . 根 
据 哈 托 格 斯 定理 (第 6 目 ), 它 在 wi x uz 中 为 线性 分 式 , 从 而 在 整个 C2 上 如 此 . 

我 们 归纳 地 假定 定理 对 某 个 n 一 1 > 2 成立. 固定 上 扣 we U\B, 其 元 分 徘 近 a， 
我 们 发 现 @。 为 一 个 复 平面 , 它 交 B 于 一 个 复 n -1 维 的 球 , 又 由 定理 2 的 推论 知 
映射 了 将 其 变换 到 平面 9y(,,,, 其 具有 相同 的 维 数 , 另外 根据 所 证 定理 的 假设 条 件 有 
Fl(BnQ。) = BmnQrw， 就 是 说 又 是 一 个 (n - 1) 维 球 . 因此 , 限制 0 是 一 个 线 
性 分 式 函 数 . 对 于 f 在 平行 于 Q。, 并 充分 靠近 它 的 平面 上 的 限制 也 可 以 进行 同样 的 
讨论 , 而 这 个 函数 在 与 Q。 横 截 的 一 些 平行 的 复 直 线 族 上 的 限制 也 是 如 此 .再 次 应 
用 哈 托 格 斯 定理 , 则 可 断言 函数 f 是 线性 分 式 的 。 口 


这 个 定理 的 历史 十 分 有 趣 . 阿 历 克 山 大 在 1974 年 发 表 了 对 它 的 一 个 十 分 复杂 的 证 明 , 后 来 平 
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丘 殉 大 大 地 简化 了 它 , 他 使 用 了 自己 的 对 称 原理 (参看 本 书 的 前 一 版 ). 我 们 在 上 面 所 给 出 的 非常 
简单 的 证 明 则 属于 韦伯 斯 特 . 在 阿 历 克 山大 的 定理 发 表 的 那 时 , 它 的 不 寻常 的 表述 给 人 们 极为 深 
刻 的 印象 . 但 是 后 来 明白 , 在 全 双 纯 映射 下 至 少 在 一 点 局 部 保持 球面 的 结 打 导致 其 整体 上 的 保持 
这 个 事实 已 在 1907 年 由 庞 加 莱 所 发 现 . 庞 加 莱 写 下 了 在 C” 中 的 球面 的 方程 为 yz = |z1|”( 参 看 
第 1 卷 问题 18) 并 由 保持 该 球面 一 片 的 局 部 条 件 出 发 去 计算 出 这 样 的 映射 应 是 线性 分 式 的 结论 . 


这 个 结果 后 来 有 了 实质 性 的 强化 . 


定理 ( 平 丘 克 )0. 设 D 和 GC C" 为 严格 伪 凸 域 , 并 具 实 的 单 连通 边界 , 而 U 
为 点 ae 9D 的 邻 域 . 于 是 任意 非常 值 全 纯 映 射 f:U 一 C", 使 得 FU 站 aD) C 5G 
可 延 拓 为 D 到 G 的 双全 纯 映 射 . 


我 们 最 后 注意 到 , 我 们 在 前 面 第 63 目 一 开始 的 脚注 中 引述 的 韦伯 斯 特 的 文章 
中 , 他 应 用 对 称 原 理 证 明了 在 C” 的 区 域 的 双全 纯 映 射 , 当 由 条 件 PP,(z,z) = 0 定义 
时 , 必定 可 以 代数 函数 实现 , 其 中 的 已 为 多 项 式 . 

64. 问 量 场 

为 了 讨论 函数 和 映射 的 有 界 性 质 , 更 仔细 地 考察 问 量 场 的 结构 是 有 好 处 的 , 这 
里 所 说 的 同 量 场 是 在 区 域 的 边界 上 或 者 更 一 般 地 在 C7 的 光滑 子 流 形 上 . 设 这 样 的 
流 形 AM 在 邻 域 UV 中 局 部 地 由 方程 


p1(2) = = prk(z)=0 (DB 
定义 , 其 中 yj 为 C1 类 实 函 数 , 并 在 U 中 
dpol 和 人 … 和 人 dpk(z) #0, (2) 


即 问 量 Vol , Vpn 为 实 线性 无 关 (参看 第 17 目 ). 于 是 M 的 实 维 数 等 于 7 = 
2n.— k. 
我 们 知道 , M 在 点 Ce MM 的 切 问 量 是 指 
0 9 
Xe = 2, oO + oO) 


Vv 


po | 


其 中 cn 和 0, 1/ -本 i Re 
如 果 可 以 随意 一 后 , 我 们 所 称 的 切 问 量 将 不 是 Xe 而 是 问 量 


0 
2 其 中 ReZi(wpy)=0，4=1,-.……,k. (3) 
ml 了 7 


lb) 平 丘 克 (S. I Pinchuk), On holomorphic mappings of real-analytic hypersurfaces, Mat. Sb. 105 
(147) (1978), no. 4, 574-593; 身 译 本 , Math. USSR-Sb. 34 (1978), 503-519. 
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称 问 量 (3) 为 复 切 向 量 是 说 , 如 果 与 它 同 时 还 有 ;2v 也 是 切 同 量 , 即 Zi(yj) = 0,4 = 
1 … ,k. M 在 点 的 切 问 量 的 集合 构成 了 切 平 面 区 (MM), 而 复 切 向 量 的 集合 则 构成 
为 复 切 平面 Te(M) = 到 CD) 人 这 (CW) (参看 第 17 目 ). 

显然 , dimR7&(M) = 7 等 于 M 的 实 维 数 , 而 TE(MM) 的 维 数 不 但 依赖 于 7 而 且 
依赖 于 工 (M) 在 Cn 的 位 置 . 就 是 说 (参看 第 17 目 ), 如 果 在 癌 量 yyj, 中 存在 k <k 
个 复线 性 无 关 的 元 , 即 存在 1,…: ,k 中 的 指标 组 广 ,… , jx', 使 得 

Bpn A:-- A pi (Cb) #0 (4) 

并 且 数 kj 是 具有 这 种 性 质 的 最 大 数 , 故 dim TE(M)=n 一 k.. 

如 果 假 设 Ce M 是 变量 , 则 切 平面 元 和 Te 的 集合 构成 了 从 了 T(M) 和 了 Te(M). 
这 些 从 的 截 影 , 即 (连续 或 C1 类 ) 函数 , 它 把 每 个 点 ¢ e MM 相伴 于 它 的 切 同 量 称 
其 为 向 量 场 (参看 第 27 目 ). 在 考虑 复 向 量 场 时 通常 要 求 Te(2M) 的 维 数 对 所 有 的 后 
Ce M 都 相同 . 称 具 有 这 个 性 质 的 流 形 为 柯 西 - 黎 曼 流 形 或 者 简短 地 称 做 CR. - 流 
形 . 对 所 有 Ce MM 都 相同 的 这 个 ( 复 ) 维 数 被 称 做 M 的 CR - 维 数 (以 dimcrM 表 
示 ). 


例题 . CR.- 流 形 的 平凡 例子 是 全 实 ” 流 形 M, 它 在 所 有 CE M 有 TE(M)=0. 
所 有 C1 类 的 实 超 曲面 5 Cc C* 也 是 CR - 流 形 : 在 它 的 每 个 点 上 有 dim 7T8(S) = 
n 一 1. 所 有 生成 流 形 M C C" 也 是 如 此 : 对 它 的 每 个 点 满足 (4) 中 k = k' 的 条 
件 , 从 而 dimcR(M) = n 一 k= 二 7 一 n. 所 有 极 大 复 流 形 也 是 CR - 流 形 : 对 它 有 
dimcrM = 5(dimrM —1). 

实 二 维 流 形 M = {z € C2 ;zo = |zi|} 则 不 是 CR -= 流 形 : 对 它 当 (5 关 0 时 
Tet(1M) = 0, 而 7T6(M) 由 向 量 a Ee C) 组 成 , 从 而 是 条 复 直 线 {z2 = 0}. 


* 证 明 , 对 在 生成 流 形 (1) 上 的 C7 类 函数 , 柯 西 - 黎 曼 切 方程 为 Of A pl 人 … 人 0px 
一 0. 炒 


在 复 流 形 M c C" 上 连同 和 Te 一 起 对 复 函 数 进行 研究 时 也 要 考虑 一 般 切 
平面 Cc(1M), 它 由 形 如 


2 O O 
Ze= Do Fb (0) : ZB) =0, LH= lh (5) 
ee Vv Vv 


的 向 量 组 成 . 从 ED) 的 截 影 , 即 一 般 回 量 场 , 在 CR - 流 形 上 考虑 也 较 方便 . 
设 给 出 了 CR - 流 形 M Cc C", 其 dimRM =7,dimcrM = 1, 并 它 由 形 (1) 给 出 . 
M 上 的 复 向 量 场 的 基 可 取 为 同 量 场 


一 
7 三 于 # 


关于 在 此 对 不 同 流 形 所 采用 的 术语 可 参看 第 17 目 . 
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其 中 在 每 点 € MM 回 量 2Z;(C) 为 复线 性 无 关 并 且 Zj(yp1) = 0,4 = 1 ,kk ( 即 
Zij(C) € Ts(MM)), 而 一 般 向 量 场 的 基 为 (6) 中 的 场 2;(C), 它们 的 复 共 斩 2;(C),j = 
1;:… ,l, 还 有 场 


A (0 Re bs(O)R 》 了 le: 2 21; 


它们 在 每 点 Ce M 属于 TL(M), 并 与 (6) 线性 无 关 . 
特别 地 , 对 实 超 曲 面 S = {z € C" : wp(z) = 0}, 其 维 数 为 7 = 2n 一 1, CR - 维 数 


es 


0 
人 3 2 0 的 邻 域 中 3(5) 的 截 影 基 可 取 为 
S 
0 0 a 
”00 O00 TT O00 Oo 
ke 此 
人 站 为 02 O07 
最 后 面 这 个 场 可 以 表示 为 X, = Re 工 的 形式 , 其 中 
2 
2 (8) 


为 S 上 的 向 量 场 , 它 在 每 点 Ce 3 按 Te(S) 中 正 交 于 Te(S) 的 方向 (对 应 于 工 
的 向 量 iyy 便 是 这 样 的 , 参看 第 17 目 )， 如 果 在 固定 点 we S 上 选取 坐标 使 得 


En i va 站 1, 则 其 形象 变 得 特别 直观 ， 于 是 在 这 个 点 有 
ue ee ee a 0 ep i 
We 
Te 2 Ov, 


作为 在 此 所 考虑 的 概念 的 应 用 例子 , 我 们 将 给 出 不 是 生成 流 形 的 CR - 函数 的 
人 简单 的 延 拓 定 理 ( 它 由 韦 尔 斯 (Wells) 在 1969 年 证 明 ). 


定理 1。 设 给 出 了 CR - 流 形 M C C", 对 其 有 codimRAM = 而 dimcnM = 
n 一 上 k', 其 中 心 < 大 于 是 在 任意 点 a e MM 的 充分 小 邻 域 7 中 存在 生成 流 形 M 2 
M 门 UcodimRM = k', 使 得 在 MNU 上 的 任 一 CR - 函数 f 可 延 拓 为 M 上 的 
- 函数 . 


证 明 ， 不 失 一 般 性 , 取 a = 0 以 及 在 7 中 流 形 M 由 满足 (2) 的 方程 组 (1) 给 
出 , 且 pi 入 Apm = 0, 但 Bp1 人 … 信 Owpk' 了 0， 如 有 必要 可 进行 Cn 的 线性 
坐标 变换 , 从 而 可 假设 切 平面 T0(M) 与 坐标 xz1,:… ,x2n_ 的 平面 相 重 合 (我 们 设 
zj = zj 十 izntj), 而 其 余 坐 标记 为 加, … ,名 .根据 隐 函 数 定理 , M 可 局 部 地 由 向 量 
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方程 y = y(zx) 给 出 , 其 中 为 C1 类 函数 . 令 Bj(3,9) = 妨 一 上 箔 (7),7 = 1,…,k, 从 
而 M (也 是 局 部 地 ) 可 由 方程 51 =… = Bx = 0 描述 . 

因为 dim 76(M) = 一 妨 , 故 在 网 量 v8;(0) 中 存在 让 个 复线 性 无 天 的 问 量 , 并 
且 我 们 就 假设 它们 为 前 Kr 个 . 于 是 在 点 0 55 和 A…:A 人 65x 取 0, 而 这 表明 在 某 个 邻 域 
中 也 成 立 ; 设 就 在 UV 中 如 此 . 我 们 考虑 流 形 M = {z EU :51(z)=:… = Gp(z) = 0); 
因为 对 于 它 有 dimcrMM = n 一 k', 其 中 k' = codimRM, 故 它 是 生成 流 形 (参看 第 17 
目 ), 并 且 显 然 它 包含 了 MT. 

流 形 M 被 分 层 为 相互 不 交 的 流 形 Mi = {81 =…: = Bk' = 0,Bkt1 = t1,:… ,Pk 
0 te- 1) 为 0€ R*-* 的 充分 小 的 邻 域 中 的 点 . 每 个 Mi 是 
由 MM 经 平行 移动 了 向 量 at 得 到 , 且 Ts (M4) = TE(MM); 因为 这 些 空间 的 维 数 等 于 
n 一 kk' 二 dimorM, 故 在 每 个 点 ze Mi 有 Te(Mi) = Te(M). 

我 们 以 条 件 f(c + ur) = f(C) 来 给 出 了 到 M 上 的 延 拓 , 其 中 Ce M. 因为 了 在 
M 上 满足 柯 西 - 黎 曼 切 条 件 , 故 Zc(f) 对 任意 复 切 癌 量 Ze TE(M) 和 任意 各 CE M 
为 0 (参看 第 31 目 ). 但 是 由 此 知 , 对 任意 Ze Te,。 (NL) 具有 Zc4o, (让 = Zc(f) =0， 
即 f 为 必 上 的 CR- 函数. 口 


因此 , 对 于 不 是 生成 流 形 的 流 形 , CR - 函数 到 生成 流 形 局 部 延 拓 以 简单 的 平移 
产生 . 从 生成 流 形 上 的 CR - 函数 延 拓 问 题 却 是 极其 复杂 . 它 的 一 个 特殊 情形 , 即 
对 实 超 曲面 已 在 第 52 目 中 考虑 过 (参看 定理 1)， 对 于 具有 大 的 余 维 的 流 形 , 它 的 
其 他 方面 的 性 质 可 参看 壮 钦 (G. M. Khenkin) 和 丘 尔 卡 (E. M. Chirka) 在 文集 《 现 
代数 学 问题 》 中 的 综述 文章 Boundary properties of holomorphic functions of several 
complerx variables (vol.4, VINITI, Moscow, 1975, pp.13-141; 喘 译 本 J. Soviet Math. 5 
(1976), no. 5, 612-687). 

我 们 现在 转 而 注意 两 个 向 量 场 的 括号 概念 . 设 CR ” 流 形 像 前 面 那样 由 方程 (1) 
及 条 件 (2) 定义 , 但 oj e C2(U). 如 果 


0 Z(w;) = 0, Vd (9) 
p=1 二 
为 M 上 的 复 向 量 场 , 而 2 为 它 的 复 共 斩 场 , 则 复合 


i a D 
77 二) 
和 Oay 2 
可 > (> Pag Es B32, Em MF Oz, 903 


/一 1 
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由 于 第 二 项 的 原因 不 是 一 个 同 量 场 . 为 了 消去 它 , 考虑 换 位 子 
0 引 =2o2- 2 


- 实 ( 守 器 ] 总 - 宛 ( 关 a 唾 )] 老 


1 三 TANOEI 


称 其 为 向 量 场 2 和 2 的 泊 松 括号 : 在 计算 中 , 该 和 的 多 余部 分 被 消去 , 得 到 了 一 般 
向 量 场 , 即 从 &(AMT) 的 截 影 . Sy 放 必 瑟 人 即 (2M) 的 截 影 : 只 


要 将 [2 习 换 为 i[2,2]， 天 一 一 各 一 的 系数 为 复 共 斩 , 并 且 对 应 于 在 本 目 开 始 
部 分 所 谈 及 那样 , 我 们 可 We i[2 殉 we 


: Si O 
一 一 > 入 jw 于 (10) 
对 其 只 有 Re W(w;) = 0,7 = 1,… ,kk. 我 们 也 称 这 个 场 为 2 和 2 的 泊 松 括号 . 
对 于 超 曲 面 , 泊 松 括号 原来 与 菜 维 形式 相关 


定理 2， 如 要 S={zeT:e( 人 人 三 里 为 2 类 的 实 超 曲面 ,2 : 2Z(o) =0 为 5 
上 的 复 向 量 场 , 而 工 为 在 T(S) 上 形 如 (8) 的 向 量 场 , 它 正 交 于 T°(S), 则 在 每 个 点 
Ce 5 埃 尔 米 特 内 积 


(W, T)e Te Z), (11) 
其 中 W 为 泊 松 括号 (10), 而 互 为 函数 o 的 莱 维 形式 . 


证 明 . 如果 W 为 形 如 (10) 的 问 量 场 , 而 工 形 如 (8), 则 


i i (12) 
Lv =1 


02%.028 
(我 们 在 这 里 改变 了 指标 人 4 和 vw 的 位 置 ). 但 是 由 条 件 
2 0 
Z(Y) 汉 Fe 9 
4=1 
这 是 2 所 满足 的 , 通过 微分 0 我 们 得 到 
Oa OP Ow i 和 
3 (六 0 Poe et si 


D) 当 进行 微分 时 , 我 们 假设 同 量 场 2 已 延 拓 到 Ss 的 邻 域 中 , 并 满足 条 件 Z(w) = 0. 例如 可 以 这 
样 来 做 到 : 设 2 为 场 2 的 任意 一 个 C1 延 拓 , 而 工 为 形 如 (8) 的 场 , 于 是 场 


便 是 我 们 想 要 的 . 事实 上 , 条 件 Z(o) = 0 等 价 于 (2,T) = 0, 且 显然 在 S 的 邻 域 中 成 立 , 这 是 因为 
( 工 ,TI) = | 立 ol2. 此 外 , Z|s = 2 并 在 此 (2 T) = 0, 故 在 S 上 这 个 场 等 于 2 
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对 它们 乘 以 到 并 相 加 便 得 到 
Da OP 
2 (2 2 a znOB 六 


由 莱 维 形式 的 定义 (参看 第 37 目 ) 这 就 是 它 在 向 量 2 上 的 值 ， 故而 (12) 等 同 
(1 芒 国 


注 . 如 果 函 数 2 的 莱 维 形式 在 复 切 向 量 2 0 上 不 为 零 (例如 , 如 果 5 为 严格 
伪 凸 曲面 , 参看 第 39 目 ), 则 根据 定理 2 知 , 在 每 个 点 括号 i[2, 2] (更 准确 地 说 是 对 
应 于 它 的 向 量 W) 有 在 工 上 的 非 零 投 影 , 它 在 T(S) 中 正 交 于 切 平面 Te(S), 从 而 括 
号 i[2Z, FI1] 横 截 于 Te(S) (图 56). 这 个 注释 在 下 一 目 中 有 用 . 


65. 函数 的 边界 性 质 


在 这 里 我 们 将 考虑 上 一 目 所 讨论 的 概念 的 一 些 应 用 . 我 们 先 从 图 马 洛 夫 (A. EF. 
Tumanov)? 的 一 个 结果 开始 , 在 其 中 利用 了 在 超 曲面 上 的 癌 量 场 结构 . 


定理 1. 设 D= {ze€EC":wy(z) < 中 为 其 边界 9 是 C2? 关 的 区 域 , 互 为 3 的 具 
有 (2n 一 1) 维 正 体积 的 子 集 , 又 , 莱 维 形式 对 于 所 有 C € E,2Z € Te(S),2 关 0 有 


了 (2, 多 新 0. (1) 
如 果 函 数 fe C2*(D) 并 在 D 中 全 纯 , 在 BE 上 为 实 , 则 它 为 常数 . 


证 明 . 由 于 f 在 S 上 满足 柯 西 - 歼 曼 切 条 件 , 故 对 S 上 的 任意 复 向 量 场 有 
2Z(f) 三 0: 在 集合 如 上 了 沪 实 ;其 成 宣 等 全 2( 和 二 09 从 而 对 任 同 2Z €7<(S), 有 括 
号 [2Z,2F1(f) = 0. 但 是 根据 上 一 目 未 尾 的 注 知 , 由 (1) 得 到 在 上 括号 [2Z, 3] 横 截 于 
Te(S). 因此 在 上 一 般 切 向 量 Ze &(5) 被 表示 为 形 如 Te 和 TT 中 向 量 的 和 , 并 且 
与 括号 成 复 比例 的 向 量 也 是 如 此 , 从 而 对 所 有 (ee 已 和 任意 Ze Xe(S), 有 2(f)=0. 
由 此 得 出 , 在 所 有 Ce€ E,f 对 TT.(S) 中 所 有 方 癌 的 导数 都 等 于 0, 即 flp = 常数 . 


DA. M. Tumanov, On boundary values of holomorphic functions of several compler variables, 
Uspekhi Mat. Nauk 29 (1974), no. 4, 158-159. (Russian) 
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在 最 简单 的 情形 , 即 瓦 包含 了 5 的 开 子 集中 , 考虑 f 在 与 这 个 子 集 的 相交 复 直 
线 上 的 限制 并 对 单 变 函 数 在 边界 的 唯一 性 定理 , 由 此 容易 得 出 结论 : 在 D 的 与 该 子 
集 相 邻接 的 邻 域 中 f = 常数 , 从 而 在 D 中 处 处 为 常数 . 这 个 结论 对 于 meszn,_1E >0 
的 情形 同样 成 立 ; 详细 的 证 明 可 在 阿 慈 恩 伯 格 (L. A. Aizenberg)， 的 文章 中 找到 口 


由 定理 1 知 , 如 果 DC C",n > 1, 为 严格 伪 凸 域 , 而 函数 fe COD) 门 C2( 万 ), 使 
得 在 集合 Cc 86D 上 |f| = c= 常数 , 其 中 meszn_ li 互 > 0, 则 三 =c( 事 实 上 , 当 c=0 
时 此 论断 由 边界 的 唯一 性 定理 得 到 , 而 当 c 夭 0 时 可 将 定理 1 应 用 函数 g = jn| 川 ,其 
在 也 与 五 的 邻 域 的 交集 上 全 纯 .) 当 n = 1 时 这 个 结果 不 再 成 立 : 在 单位 圆 盘 UCC 
的 情形 时 的 反例 是 线性 分 式 函 数 的 有 限 积 , 这 是 UV 的 自 同 构 . 当 n > 1 时 , 严格 伪 
凸 的 假设 条 件 是 本 质 性 的 , 它 保证 了 (1) 成 立 , 而 缺少 了 它 此 结果 也 不 再 为 真 : 在 双 
圆 合 "5 边界 的 天子 集 1la| 二 1 | 一 和 让 1(C) 二 加 的 村 和 守 忆 1 但 了 于 非 
常数 . 

在 单 变 量 函 数 的 边界 性 质 的 理论 中 , 所 谓 的 在 圆 盘 U 中 的 内 函数 起 了 作用 , 这 
是 一 个 在 U 中 非常 值 的 全 纯 和 有 界 的 函数 , 它 的 模 当 沿 半径 趋 问 S = 9U 时 几乎 处 
处 趋向 于 1. 图 马 洛 夫 (Tumanov) 的 定理 表明 当 ? > 1 时 , 在 严格 伪 凸 区 域 中 不 存在 
在 区 域 闭 包 中 二 阶 光滑 的 内 函数 . 二 阶 光 滑 性 的 假设 在 后 来 被 许多 作者 减弱 了 , 例 
如 防 都 拉 叶 夫 (A. Sadullaev) 在 1976 年 证 明了 : EE Dc rina 
中 全 纯 而 在 某 个 非 空 开 子 集 Ec 9D 中 有 径 向 极限 并 且 其 模 为 1 的 函数 是 个 常数 . 

有 一 个 被 叫做 内 函数 猜想 , 它 说 的 是 在 空间 C",m > 1 中 的 严格 伪 凸 域 里 没有 
内 函数 . 但 是 在 1982 年 列宁 格 勒 的 数学 家 阿 历 元 山大 罗 夫 (A. B. Aleksandrov) 证 
明了 2 对 任意 n,C" 中 的 球 甚至 都 存在 内 函数 . 

后 面 的 性 质 反 映 了 空间 C" 当 m > 1 时 其 中 区 域 的 边界 的 结构 特点 . 在 这 样 边 
界 上 的 所 有 方向 中 可 以 区 分 开 切 方向 和 正 交 于 这 个 复 平 面 的 工 的 方向 . 最 后 发 现 ， 
全 纯 函 数 的 边界 行为 在 不 同类 型 的 方向 上 本 质 上 不 相同 . 

作为 出 现 所 说 的 这 些 差异 的 例子 , 我 们 给 出 由 丘 尔 卡 所 得 到 的 结果 引 . 为 了 叙述 
它 , 我 们 以 ve = i | 记 97 在 点 的 一 个 单位 法 向 量 , 以 fc(z) = [Re(z 一 ve) 
记 点 z 到 实 切 平面 到 (26D) 的 距离 , 并 对 固定 的 a,k > 0 和 ,0 <e<1, 考虑 区 域 

人 (2) 


在 方向 Te 中 , 这 个 区 域 切 于 9D, 而 在 方向 下 中 与 它 构成 锐角 (图 57). 事实 


DL. A. Aizenberg, Some boundary properties of analytic functions of several compler variables, 


Research on Contemporary Problems of the Theory of Functions of a Complex Variable, Fizmatgiz, 
Moscow, 1961, pp. 239-241. (Russian) 

2)A. B. Aleksandrov, The existence of inner functions in the ball, Mat. Sb. 118 (160) (1982), 
no. 2, 147-163; 英 译 本 , Math. USSR-Sb. 46 (1983), 143-159. 

3)E. M. Chirka,The theorems of Lindel6f and Fatou in C", Mat. Sb. 92 (134) (1973), no.4, 
622-644; 英 译本 , Math. USSR-Sb. 21 (1973), 619-639. 
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土 ,如 果 史 属于 图 57 中 的 超 平面 0 官 通过 六 和 Te, 于 是 中 (z 一 ls (从 
而 Ke 的 定义 中 的 第 一 个 条 件 自动 地 满足 ， 而 第 二 个 条 件 给 mt 站 
和 sm 的 意思 粹 图 是 梧 清楚 看 出 ) 训 第 ORG 基 上 曲面 52 二 声 吉 * 官 在 点 所 已 
于 TO 
分 靠近 ( 的 z, 在 Kc 定义 中 的 第 二 个 条 件 可 由 第 一 个 条 件 推出 , 而 第 一 个 给 出 了 
总 十 疡 < (1+a)272; 交集 8Ki 站 工人 靠近 ,是 一 对 相交 的 平面 & = 土 V2a 十 a27. 


yy 


ll 2% 
和 ZG 


2 2 opp 4 
a 


图 57 


在 单 复 变 函 数论 中 有 一 个 定理 , 按 此 定理 , 在 区 域 D 中 的 全 纯 和 有 界 的 函数 且 
当 按 照 法 方 问 w,z 一 6e6D 时 有 极限 , 则 按 任 意 不 切 于 9D 的 方 回 z 一 5 时 它 也 
趋向 于 同一 极限 ( 林 德 勒 夫 (Lindel5f) 定理 ). 像 简 单 例 题 所 表明 的 , 沿 切 方向 的 趋 近 
必须 排除 : 函数 f(z) = e-* 在 圆 盘 {|z 一 1| < 1} 中 全 纯 且 有 界 , 而 在 边界 点 z = 0 
它 沿 非 切 路 径 的 极限 等 于 零 , 而 沿 切 路 径 时 的 极限 却 不 存在 . 当 n > 1 时 情形 则 有 
所 变化 , 它 允 许 沿 某 些 切 方 加 的 趋向 , 即 复 切 方 同 . 我 们 有 


定理 2 ( 丘 尔 卡 )， 如果 在 区 域 Dc Cn 中 函数 f 全 纯 与 有 界 , 且 沿 实 的 法 方向 
z 一 C € 6D ( 即 沿 直 线 z = C+tvc,t € 民 ) 它 有 极限 4, 则 当 沿 点 z€ Ki D,z 一 
时 它 有 同一 个 极限 , 其 中 Ke 为 在 (2) 中 定义 的 区 域 . 


证 明 . 为 简单 起 见 , 我 们 将 对 区 域 DD 为 单位 球 的 情形 进行 证 明 (一 般 情形 可 参 
看 前 面 所 引述 过 的 丘 尔 卡 的 文章 ). 不 失 一 般 性 , 设 5 = ('0,1); 因为 这 里 的 w(z) = 
加 一 的 名 国人 (DMR 
的 时 它 由 = 二 L 定 汶 ) 而 以 ,Te=o([oa 太 N00E C16 让 表 坏 于 4 7? 的 一 
3 

我 们 来 弄 清楚 交集 BA = Tt 门 B 的 样子 .为 此 , 我 们 用 ¢ 引进 8B 的 法 线 
No 00,0 :EC 它 与 7T9 的 交点 为 民生 CO ==: 容 集 TETY8B 由 条 件 
A a ed i pe he 
故而 B、 是 在 平面 Tr 中 以 cx 为 中 心 , 半径 为 R、 = V2Re 入 一 | 得? 的 球 : 


B= {zE€TY:|z— cl < (3) 


现在 来 弄 清 交集 B^= Tr 站 Ke 的 样子 . 在 我 们 的 情形 下 定义 Ke 的 不 等 式 是 
这 样 的 pa 二 l(ao)lRe(m= 1 的 ln lnReG: 0 因为 在 
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上 专 一 1= 一 入, 故 B^ 由 不 等 式 | 和 | < (1 十 a)|ReA|,|z < ReAte 一 | 和 , 即 也 是 
平面 Te 中 的 一 个 球 , 具 相 同 的 中 心 以 及 半径 R= Vk|Re Alite 一 | 入 2: 


De TE ee Rl oS (Lo Re (4) 
球 B^ 和 B、 的 半径 的 平方 比 为 
区 be te 
人 


而 因为 我 们 有 | 和 /Re 和 |<1+a, 故 当 和 一 0 时 RI/R、 一 0. 
因为 由 在 B 中 f 为 有 界 的 假设 条 件 , 设 op NM, 故 根据 第 9 目的 施 瓦 


次 引 理 二 村 所 有 芒 蕊 如 对 我 们 有 |f (2) = 人 (ex El EC 而 如 果 zz € B', 则 


|f(z) 一 feo)| < 2MR/R. 点 c 属于 法 线 NE 且 当 和 一 0 时 趋向 于 ¢. 按照 对 单 
变量 的 林 德 勒 夫 定理 并 将 其 应 用 于 Ne 门 B, 由 当 沿 实 法 线 z 一 5 时 f(z) I 


在 性 以 及 条 件 | 和 | < (1+ a)|ReA| 也 得 到 了 lim f(e)= 4 的 存在 性 . 因为 元 0， 
故 由 最 后 面 的 这 个 不 等 式 我 们 有 , 当 z € Kec,z 一 5 时 jz) 有 同一 极限 . Do 


我 们 注意 到 , 对 于 任意 切 方向 定理 的 断言 不 再 正确 : 函数 f(z) = 


球 B Cc C? 中 全 纯 并 有 界 , 这 是 因为 |f(z)| < : 一 < 而 当 z 沿 曲面 1 = Xe 


的 在 点 “ 切 于 9B 地 趋 于 边界 点 Cc = (1,0) etna 对 于 具 不 光滑 边界 
的 区 域 定理 也 不 成 立 : 函数 f(z) = 在 区 域 {z e C? : |zi| < |z2|} 全 纯 并 有 界 , 但 


当 沿 不 同 直线 {zi = Az2}z 一 (0,0) 时 有 不 同 的 极限 . 

注意 一 下 在 丘 尔 卡 定理 中 所 要 求 的 函数 有 界 性 条 件 可 以 自动 地 由 一 些 更 少 的 要 
求 所 保证 是 有 趣 的 . 这 类 结果 中 的 第 一 个 是 由 德 罗 热 话 夫 (Yu. N. Drozhzhinov) 和 
扎 维 雅 洛 夫 (B. I. Zav'yalov) 在 1982 年 得 到 的 , 他 们 证 明了 在 一 个 区 域 DC Cnm 的 
全 纯 函 数 , 如 果 它 在 某 个 实 (n ++ 1) 维 的 并 与 D 的 边界 相交 的 流 形 上 有 界 , 则 它 在 
非 切 方向 趋向 边界 时 有 界 . 不 久 这 个 结果 由 胡 和 鲁 真 夫 (Yu V. Khurumov) 给 予 了 
人 


定理 。 如果 函数 f 在 区 域 D C C",n > 1 全 纯 , 并 具有 C1 类 边界 , 又 对 点 
C € 9D 存在 n 维 C? 类 生成 流 形 M Cc DU{C}, 则 由 在 MM\{C} 上 的 有 界 性 可 推 
导出 , 它 在 任意 以 ¢ 为 项 点 的 非 切 的 锥 与 这 个 点 的 邻 域 的 交集 上 有 界 . 

由 此 定理 可 推出 , 在 定理 的 条 件 下 林 德 勒 夫 定理 的 结果 仍然 有 效 : 沿 D 中 某 个 
非 切 路 径 趋 句点 ¢ 的 极限 的 存在 性 可 以 得 到 沿 任意 通 向 这 个 点 的 非 切 路 径 达到 同 


DYU. V. Khurumov, On Lindeléf’s theorem in C7, Dokl. Akad. Nauk SSSR 273 (1983), no.6, 
1325-1328; 英 译 本 , Soviet Math. Dokl. 28 (1983), 806-809. 
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一 极限 的 结论 . 这 个 结果 在 ”= 1 时 不 成 立 : 函数 f(z) = e-W* 在 区 域 D = {z € 
C:rz<y} 与 导 M= {y=0} 的 交集 上 有 界 , 在 沿 实 轴 z 一 0 时 它 趋 问 0, 但 在 射线 
argz 二 37x/4 通 同 z = 0 时 无 界 . 

如 果 在 所 证 明 的 这 个 定理 中 复 切 方 向 起 独 所 谓 的 正面 作用 ( 它 可 以 在 靠近 边界 
时 切 于 它 而 同时 保持 了 函数 的 法 器 极限 值 ), 那么 在 茶 一 些 问 题 中 它们 却 起 了 负面 的 


例题 . C2 中 的 复 曲 线 {zf 十 有 总 =1} 沿 Y= {z€ 0B:Imzi =1Imzz = 0} 这 条 
实 一 维 的 曲线 切 于 球面 9B = {|zi]? 上 +|z2 = 1} (7 是 在 C? 的 实 子 空间 中 的 单位 圆 
Bi 2 ). 


时 | 3B sD 
在 点 ze 9B 的 复 切 方向 由 向 量 = 友 -< -如 ,而 因为 刀 和 局 在 Y 上 为 
<1 2 


实 的 , 故 在 * 的 点 上 这 个 方向 等 同 于 方向 oo oa 它 切 于 y. 故而 在 它 的 每 


个 氮 卜 了 有 复 切 方 辣 . 
映射 ff:B 一 C? 的 坐标 为 


i 于 二 了 (5) 


并 其 雅 可 比 .Jr(z) = 2z2(1 一 逐一 怠 ) 在 B\{z2 = 0} 中 局 部 双全 纯 , 特别 地 , 它 在 某 
个 严格 伪 凸 域 Dc B 中 为 双全 纯 , 其 中 的 这 个 区 域 的 边界 部 分 为 球面 9B 中 包含 曲 
线 7 一 段 的 一 块 . 映射 上 连续 地 延 拓 到 瑟 中 , 并 且 把 属于 9D 的 曲线 7 那 一 段 收缩 
为 点 (1,0). 当然 , 像 f(D) = G 不 可 能 是 个 严格 伪 凸 域 , 这 是 因为 在 这 种 情形 下 , 逆 
映射 广 : 按照 第 63 目的 定理 1, 将 在 G 中 连续 , 从 而 不 能 把 点 (1,0) 拉 伸 为 曲线 7 

我 们 可 清楚 看 出 , 非 严格 伪 凸 域 的 边界 可 以 包含 有 以 全 纯 上 映射 收缩 成 一 个 点 的 
复 曲 线 . 已 给 出 的 这 个 例子 表明 在 严格 伪 凸 域 的 边界 上 , 沿 复 切 方向 引出 的 曲线 可 
以 同样 具有 所 谓 负 面 的 性 质 . 因此 , 高 维 区 域 的 双全 纯 映 射 的 边界 性 质 与 平面 区 域 
的 共 形 映射 的 性 质 有 本 质 区 别 . 


66. 唯一 性 定理 和 延 拓 

我 们 从 定义 着 手 : 设 给 出 了 区 域 DC Cn"; 称 集合 M C 万 为 唯一 性 集合 是 说 , 如 
果 对 任意 在 D 中 全 纯 并 在 D| MM 中 连续 的 函数 ff 由 条 件 flm = 0 可 以 推出 了 = 0. 
条 件 fe C(DUA1), 当然 , 重要 的 只 是 M 门 9D 了 2 的 情形 . 

由 内 点 组 成 的 唯一 性 集合 的 最 简单 例子 是 区 域 的 非 空 开 子 集 或 者 它 与 实 子 空间 
的 交 ( 见 第 5 目 ). 这 些 例子 可 推广 为 


定理 1. 任意 生成 子 流 形 Mc D 是 唯一 性 集合 . 


证 明 . 因为 不 恒 为 零 的 全 纯 函 数 的 零点 构成 了 余 维 1 的 解析 集 , 故 只 要 证 明 M 
不 可 能 属于 这 样 的 集合 即 可 . 设 若 相 反 , M C 4,codim 4 = 1; 如 果 ze AM 为 正则 
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点 , 则 有 (MD) CT.(4), 而 后 者 是 个 复 超 平面 . 但 是 对 于 生成 流 形 则 不 是 如 此 ( 见 第 
17 目 ), 从 而 M 应 完全 属于 4 的 临界 点 集 4e. 集合 4e 也 是 解析 的 , 但 余 维 有 > 2,， 
并 且 按 前 面 讨论 , 我 们 得 到 , 1Y 应 该 属于 这 个 集合 4e 的 临界 点 集 它 是 解 集 , 其 余 维 
ja > 3. 经 过 有 限 次 这 种 论证 我 们 便 导 出 了 矛盾: 我 们 得 出 M 应 该 属于 一 个 实 维 小 
于 dimgA 的 集合 口 


转 到 边界 集 的 讨论 , 我 们 先 从 解释 应 如 何 理解 在 区 域 边 界 上 函数 仅仅 连续 时 的 
柯 西 - 黎 曼 切 条 件 开始 . 考虑 更 为 一 般 的 情形 , 此 时 M C Cnm 为 任意 CR - 流 形 ， 
dimRMM = ”dimcRM = 1 > 0. 显然 , 2 < 7, 并且 如 果 21=7, 则 Te(M) = 区 (MM), 其 
中 Ce MM 为 任意 后 , 又 由 第 17 目的 莱 维 - 奇 维 塔 定理 知 流 形 M 是 复 的 . 

如 同 第 64 目 中 所 表明 的 那样 , 在 M 上 的 一 般 切 癌 量 场 具 有 以 下 结构 : 存在 由 
! 个 复 回 量 场 2Z;,1 个 反复 回 量 场 Z;, 又 , 如 果 21 < 7, 还 有 7 一 2l 个 实 问 量 场 X; 组 
成 的 基 . 对 应 于 此 , 双 阶 (l,m) 的 微分 形式 在 TL(M) 上 的 限制 在 M 的 每 个 点 上 有 
沿 2Z; 方 回 的 ! 个 微分 , 沿 2Z; 方 回 的 1 个 以 及 沿 X; 方 回 的 m 一 个 微分 , 其 中 的 
m 三 7 一 Ll 之 1 双 阶 为 (l,m 一 1) 的 形式 同样 的 限制 是 一 些 形式 的 和 , 它们 中 的 每 一 
个 缺少 了 一 个 沿 2; 方 问 的 微分 , 而 其 余 方向 的 微分 都 出 现 . 

以 9p4(0M) 记 双 阶 (p,9) 的 微分 形式 的 集合 , 其 中 的 这 些 形式 的 系数 在 M 的 
邻 域 中 无 限 光 请 . 于 是 任意 CR 函数 有 


BfAalw=0，aeg2km 0 为 任意 . (1) 


事实 上 , 因为 根据 上 面 所 指出 的 , alw 由 那些 包含 沿 除 了 2Z; 外 的 所 有 基 方 向 的 微分 
的 项 组 成 , 故 在 6f 与 这 个 形式 的 乘积 中 需要 考虑 的 只 是 上 沿 那些 缺失 方向 的 导数 . 
但 是 在 M 上 的 柯 西 - 黎 曼 切 条 件 意 味 着 对 于 所 有 7 = 1 … ,l, 有 2;(f) = 0 ( 见 第 
31 目 ). 故 (1) 成 立 . 

反之 , 如 果 条 件 (1) 被 满足 , 则 由 形式 a 的 任意 性 可 得 到 对 所 有 ; = 1,… ,l, 有 
ZF;(f) = 0, 就 是 说 f 为 M 上 的 CR - 函数 . 故 (1) 是 柯 西 - 歼 曼 切 条 件 的 一 种 形 
式 . 显然 , 在 这 个 条 件 下 , 9m-1(M) 可 以 换 成 是 Bhm-1(M) 中 所 有 具 紧 支 集 的 形 
式 的 集合 B41(1WM), 即 其 系数 在 边界 9M 的 邻 域 中 恒 为 零 的 形式 的 集合 (对 每 个 
形式 有 自己 的 邻 域 ). 

利用 广义 函数 论 的 思想 可 以 修改 条 件 (1), 使 得 可 将 它 应 用 到 任意 的 连续 (其 
至 只 沿 M 局 部 可 积 的 ) 函数 . 为 此 , 先 局 限于 函数 fe C1(1WM), 并 注意 到 对 于 任意 
Q € B96"m-1(1M), 有 BO(fa)|lm = 0, 这 是 因为 falw 包含 了 所 有 的 沿 方 回 2Z; 的 微分 . 故 
在 M 上 有 d(fa) = 5(jfa) =6fAa+tf6a, 并 由 斯 托 克 斯 定理 ,如果 ae 2 (MM)， 
即 在 M 的 边界 上 a = 0, 则 
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在 此 基础 上 , 可 以 说 f 满足 在 M 上 的 柯 西 - 黎 曼 弱 条 件 , 这 是 指 它 局 部 地 在 
M 上 可 积 并 且 对 任意 a € 2 1(M) 


让 5a =0. (2) 


再 回 到 边界 的 唯一 性 集合 . 我 们 记得 , 这 种 集合 是 区 域 D Cc C" 边界 的 一 个 任意 
的 (2n 一 1) 维 子 集合 M (这 可 用 把 函数 限制 到 于 M 相交 的 复 直 线 上 加 以 证 明 ; 参 
看 第 65 目 ). 在 6D 中 低 维 的 子 集 中 一 些 也 是 唯一 性 集合 , 而 一 些 则 不 是 (单位 双 圆 
盘 UV? 的 骨架 是 个 唯一 性 集合 , 而 {z se 602 : 2 = 1} 则 不 是 , 虽说 两 个 集合 都 是 实 
二 维 的 流 形 ). 成 立 下 面 的 边界 唯一 性 集合 定理 . 


定理 2。 设 Dc Cn 为 具 C2 类 边界 的 区 域 , 而 M 为 6D 中 具 相 同 光 滑 性 的 子 
集 . 如 果 MM 为 生成 流 形 , 则 它 是 唯一 性 集合 . 

这 个 定理 由 平 丘 克 在 1974 年 所 证 明 ; 不 可 能 在 此 进行 它 的 证 明 ?, 我 们 将 只 指 
出 它 基于 这 样 的 事实 , 即 可 粘 合 位 于 区 域 中 的 全 纯 圆 盘 到 M 上 , 而 由 这 些 圆 熏 构造 
出 一 个 生成 流 形 Mc D, 使 得 所 考虑 的 函数 在 其 上 为 零 , 然后 再 利用 定理 1. 


米 1. 证 明 在 C” 中 的 实 余 维 2 的 C- - 流 形 , 如 果 它 不 在 任何 一 个 点 为 生成 的 , 则 它 是 个 超 
曲面 [提示 : 利用 第 17 目的 莱 维 - 奇 维 塔 定理 .] 

2. 设 DC C" 为 具 C0? 一 边界 的 区 域 , 它 不 包含 复 的 超 曲面 (例如 , D 为 严格 伪 凸 域 ). 证 明 
任意 的 C0? 一 子 流 形 M C 8D,dimrM = 2n 一 2, 是 个 唯一 性 集合 . [提示 : 利用 上 面 的 题 1 和 定 
理 2.] 米 


边界 的 唯一 性 集合 定理 可 以 推广 到 全 纯 映 射 . 设 DC Cn 为 具有 光滑 边界 的 区 
域 , Cc 9D 为 生成 流 形 , 而 f : D -、，C™ 为 在 万 中 全 纯 而 在 D 中 连续 的 上 映射. 如 
果 M = f(E) 为 一 个 薄 集 (在 其 意义 下 表明 存在 在 M 的 邻 域 中 的 多 重 次 调和 函数 
u 关 一 00, 并 使 得 lx 三 一 00), 则 f 是 一 个 退化 映射 , 即 f(D) 不 包含 内 点 2). 

最 后 还 要 考虑 在 一 个 重要 定理 的 推广 上 , 这 是 所 谓 的 能 入 边 定 理 , 它 也 是 由 平 
丘 克 得 到 的 3. 这 个 定理 由 博 戈 柳 博 夫 (N. N. Bogolyubov) 在 1956 年 证 明 , 它 在 分 
析 和 数学 物理 中 有 许多 重要 的 应 用 . 


1)S. I. Pinchuk, A boundary uniqueness theorem for holomorphic functions of several variables, 
Mat. Zametki 15 (1974), 205-212; 英 译本 , Math. Notes 15 (1974), 116-120. 这 个 定理 依据 另 一 个 想 
法 的 证 明 可 见 R. A. Airapetyan 和 G. M. Khenkin 的 论文 , Analytic continuation of CR-functions 
through the “edge of the wedge” , Dokl. Akad. Nauk SSSR 259 (1981), no.4, 777-781; 英 译 本 ， 
Soviet Math. Dokl. 24 (1981), 128-132. 

2) 参 看 平 乒 克 (Pinchuk) 前 面 定理 2 下 面 的 脚注 ， 也 可 参看 A. Sadullaev, A boundary unigueness 
theorem in C", Mat. Sb. 101 (143) (1976), no.4, 568-583; 英 译 本 ，Math.USSR-Sb.， 30 (1976)， 
501-514. 

3)S. I. Pinchuk, Bogolyubov’s “edge-of-the-wedge” theorem for generating manifolds, Mat. Sb. 
94 (136) (1974), no.3, 468-482; 英 译本 , Math. USSR-Sb. 23 (1974), 441-455. 
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我 们 来 叙述 平 丘 区 结果 的 一 种 简化 形式 . 设 在 区 域 DC C" 中 给 出 了 ”个 实 函 
数 oj e C2(DD), 使 得 在 集合 
vi eo (3) 
频 有 坊 BAeE Wp 且 量 代 合 斐 字 .这 表 明 岛 攻 和 xD 的 寺 0 玫 交 于 一 
般 位 置 , 并 且 它 们 的 交集 M 为 实 ” 维 流 形 . 
定理 3， 如 果 M 是 生成 流 形 , 且 函 数 f+ 和 f° 分 别 在 区 域 
Dts= We p(s) SO .nh 0F 
De= {ze€D:w(2) <0,.. %on(D < 0 


中 全 纯 , 并 连续 地 延 拓 到 M 上 , 而 在 M 上 它们 的 值 相 等 : f+t|w = f-|m, 则 f+ 和 
f- 可 延 拓 为 在 M 的 邻 域 中 的 全 纯 函 数 了 . 


(4) 


证 明 . 我 们 局 限于 n = 2 的 情形 , 并 记 叫 = {ze D:wpi(2) > 0},U_;= {z€ 
D : pjy(z) < 0},7 = 1,2; 又 设 另 外 的 条 件 , 即 f+ 被 延 拓 到 万 ”上 ,为 C1 类 函数 . 区 域 
Uti1, U4s 构成 了 DNMW 的 开 复 疙 , 我 们 义 仿 3 三 ,12 二 =f ,hh_i2 二 hzi =0. 
国 交 有 全 N= Dt U0 ="D 而 三 相交 为 定 (图 658 改 
{hap},a,B = 土 1, 土 2 是 个 全 纯 上 闭 链 (参看 第 44 目 ). 让 我 们 先 假 定 第 一 库 赞 问题 
有 解 , 即 存 在 函数 ho e C(Ua), 使 得 hop = hg 一 ha, 或 者 更 详细 地 ， 
和 = 
人 
人 
0=h_1 = ho — hi, 


由 最 后 面 两 个 方程 式 我 们 得 到 函数 


(5) 
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分 别 在 并 集 不 UC-2 和 U2 (U1 中 全 纯 的 结论 . Ee 交集 6 站 60U_2=6U2 门 9U_1 
= M 按 假 设 条 件 是 个 实 余 维 2 的 生成 流 形 , 故 它 不 可 能 是 复 的 (参看 前 面 定理 2 下 
面 的 习题 ). 由 第 42 目 关 于 骨 入 边 的 定理 得 出 gi 人 g2 可 全 纯 延 拓 到 M 的 邻 域 : 
设 其 分 别 为 在 图 59 中 以 G! 和 Gs 所 表示 的 区 域 . 但 是 这 样 一 来 函数 gs - 91 便 在 
交 Gil 站 G 中 全 纯 , 而 这 个 交集 包含 了 M, 而 正 像 由 (5) 和 (6) 看 到 的 , 这 个 函数 
在 Vi = D+ 中 等 于 片 ,在 U_1_s = D- 中 等 于 广 !. 因此 , 它 给 出 了 所 需要 全 纯 
延 拓 了. 


RN 


图 59 


剩 下 的 要 证 明 全 纯 上 链 {hae} 是 个 上 边缘 , 即 它 在 全 纯 函 数 范围 内 可 解 (参看 
第 44 目 ). 我 们 将 按照 在 第 IV 章 中 的 框架 来 进行 证 明 , 只 是 不 用 光滑 函数 而 代 之 
以 广义 函数 来 进行 0. 首先 我 们 注意 到 , 上 闭 链 {hao} 在 分 段 全 纯 函 数 范 围 内 有 人 解 : 

可 令 
a 用 ha = Uh 

0, en 

而 其 他 的 f= 0, 于 是 hz = 所 一 五,hi_2 = f_-2 一 所 等 等 .这些 函 数 与 全 纯 函 数 
的 偏离 由 它们 对 丈 的 导数 决定 , 这 必须 在 广义 函数 的 意义 下 加 以 理解 . 例如 , 如 果 
ww € CPP(U2) 是 个 检验 函数 , 即 一 个 具有 属于 Us 的 紧 支 集 的 C% 类 函数 , 则 对 于 


(BE) = 0 元 )- 大 ha 人 


-Cw | Ohat) dz, 入 dz M dz;, 
Ui2 


4 2 
ee 
其 中 v,; = 1,2 且 ; 关 v (我 们 考虑 到 在 C? 中 实 的 体积 元 为 (5) dz Ndz = AN 


0 对 进一步 利用 广义 函数 论 的 结果 可 参看 赫 尔 曼 德尔 的 书 , 我 们 在 第 41 目 末 尾 已 引述 过 . 


dz), 或 者 


人 cr d(hi2y) A dz Ndz; 


_1Y 
二 -一 hi2wdz 人 dz; (8) 
4 SiNMUs 


(我 们 在 这 里 用 了 斯 托 克 斯 公式 ? 并 考虑 到 在 6U2 的 邻 域 中 yw = 0). 
正 像 我 们 应 该 预期 的 ， 5h 2 的 支 集 集中 在 Si 门 友 上 .类似 地 可 计算 广义 函数 


2 它 的 支 集 则 集中 在 站 全 上 , 但 是 在 这 里 5, 的 定义 与 前 面 的 相反 1 


0 | Uv 
全 v) h_1_2pdz 和 dz; (9) 


SiNMU_ 


(参看 图 58). 因为 交集 Si1NnU 与 SI 站， 等 于 M, 而 在 M 上 由 假定 有 hi = 
f+ =f- = 一 h_1_2z, 故人 公式 (8) 和 (9) 可 以 组 合 为 一 个 : 对 任意 图 数 东 es CSe(D), 有 


一 | 4 
(pu, Y) 二 卜 hydz N\ dz;, 


hi12, 在 Si 站 U2 中 ， 
—h_1_2, 在 Si \0 3 中 ， 


其 中 p, 在 Uz 的 限制 分 别 与 广义 导数 = 相等 
因此 ， 在 局 中 整体 定义 了 一 个 微分 形 子 LU ee 十 Pp2dZo， 它 具 有 广义 函数 的 


系数 , 而 其 支 集 集中 在 S1 中 . 我 们 将 证 明 它 是 闭 的 , 即 2 4 = =g 在 广义 函数 
的 意义 等 于 零 . 事实 上 , 对 任意 we CFP(D), 我 们 有 


2 -3 


= 人 (ma me) dd 
-mm 下 


而 因为 es < Cge(D), 故 由 公式 (10) 有 


__1 Ov OV 到 
用 =- 人 hes dz A\ dz1 一 yd 


=-3| hoOvy A dz. 
4 es 


0 由 于 我 们 给 出 的 另外 的 对 函数 ft 的 假设 条 件 , 故 可 以 应 用 它 . 
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但 是 在 Si; 上 满足 柯 西 - 歼 曙 条件, 因此 在 那里 有 h6w = 6(hy)), 而 6(hy) 人 dz = 
d(hy)) 人 dz = d(hwdz), 从 而 斯 托 克 斯 公式 给 出 了 
1 1 
全 d(hydz) = 二 有 hjdz = 0, 

这 是 因为 在 9S1 的 邻 域 中 vw = 0, 这 表明 在 广义 函数 的 意义 下 g = 0. 

因为 定理 的 断言 是 局 部 的 ， 故 不 失 一 般 性 可 假设 D 具有 全 纯 性 . 于 是 每 个 具 
广义 函数 为 系数 的 形式 若 在 D 中 闭 , 则 为 恰当 , 即 在 D 中 存在 广义 函数 久 , 使 得 
如 = w, 或 者 说 呈 = pv (v = 2)， 由 构造 ,我 人 有 p,，， = 江 2, 因此 , 令 
f+2 一 4 = Ai, 我 们 则 有 

Oh _ 0f2 


= A U: 》 
人 在 U2 中 
Oh_» of_» 
二 一 = Lv — 0, Er 
Se 在 U-2 中 


但 柯 西 - 黎 曼 方程 的 广义 解 是 个 全 纯 函 数 , 这 表明 jz < CO(U2), h_2。 < 0O(U_2). 除 
此 之 外 , 因为 函数 p,, 的 文集 集中 在 S| 上 , 故 函 数 v 在 区 域 [4 中 全 纯 , 并 可 以 
令 在 吕 中 hi = 一 wu, 在 Ui 中 hh_1 = 一 u. 现在 容易 看 出 , 对 所 有 a,6 = 土 1 有 
hag = hg 一 ha, 就 是 说 {hag} 是 个 全 纯 上 边缘 口 


我 们 注意 到 , 在 平 丘 克 的 定理 的 一 般 陈 述 中 , 如 同 博 戈 柳 博 夫 定理 中 那样 , 只 假 
定 了 f+ 在 M 上 具有 广义 函数 意义 下 的 极限 值 , 并 且 在 这 同样 的 意义 下 相等 . M 
为 生成 流 形 的 假设 是 不 可 或 缺 的 : 例如 , 如 果 M 被 包含 在 复 超 曲面 中 , 则 存在 函数 
f+ eCO(D+) 在 M 上 等 于 0, 但 不 能 被 延 拓 为 一 个 全 纯 函 数 . 

博 戈 柳 博 夫 的 分 类 定理 在 M 是 Cn 的 实 子 空间 R” 的 特殊 情形 时 可 由 定理 2 
推导 出 来 . 另外 , 在 这 个 定理 中 还 对 函数 f 延 拓 到 的 区 域 给 出 了 估计 . 它 的 证 明 可 
以 在 弗 拉 基 米 罗 夫 (Vladimirov ) 的 书 的 827 中 找到 , 该 书 在 第 40 目 末 尾 已 有 索引 . 

博 戈 柳 博 夫 定 理 与 所 谓 的 跳跃 问题 有 关 , 这 个 问题 是 : 在 区 域 D Cc C" 中 存在 
实 超 曲面 S, 它 把 DD 分 成 两 部 分 D+ 和 D_, 而 在 S 上 给 出 了 函数 f; 要 求 将 f 表 
示 为 函数 边界 值 的 差 的 形式 : 

六 (ut) 
这 两 个 函数 分 别 在 区 域 D} 中 全 纯 . 在 这 种 情形 下 函数 / 有 可 能 只 是 局 部 可 积 , 并 
且 这 些 边界 值 是 在 广义 函数 的 意义 下 被 理解 的 . 在 一 般 提 法 下 的 跳跃 问题 的 解 由 丘 
尔 卡 得 到 0 

容易 得 到 这 个 问题 可 解 性 的 必要 条 件 : 函数 f 应 该 在 S$ 上 满足 柯 西 - 黎 曼 纶 
条 件 , 即 在 S$ 上 应 满足 在 ! = n,m = n 一 1 时 的 关系 式 (2). 丘 尔 卡 证 明了 这 个 条 

DE. M. Chirka, Analytic representation of CR-functions, Mat. Sb. 98 (140) (1975), no.4, 591-623; 
英 译 本 , Math. USSR-Sb. 27 (1975), 526-553. 
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件 对 该 问题 的 局 部 可 解 性 也 是 充分 的 , 而 对 于 它 的 完全 形式 的 解 则 需要 要 求 , 在 区 
域 D 中 具 全 纯 系 数 的 第 一 上 同调 群 为 平凡 : H1(D, 6) = 0. 在 各 种 不 同类 型 的 对 曲 
面 -S$ 和 函数 f 的 附加 条 件 下 他 证 明了 该 问题 的 解 具有 相应 的 边界 性 质 . 例如 , 如 果 
SeOrk 有 日 feC*(S), 其 中 kz1, 则 hi eCr-e(D4), 其 中 ee >0 为 任意 , 并 且 条 件 
(11) 在 通常 的 意义 下 得 到 满足 . 

关于 跳跃 问题 的 定理 已 被 应 用 于 许多 复 分 析 的 问题 中 . 


问题 


1. 设 万 为 Cn 中 的 区 域 , Ke D. 证 明 , 对 于 任意 全 纯 映 射 让 :万 一 天 具有 一 


2. 证 明 , 如 果 双 全 纯 上 映射 产 : D 人 2% G 的 序列 在 D 的 紧 子 集 上 一 致 收敛 , 其 
中 和 G 为 Cn 中 的 有 界 区 域 , 则 极限 映射 了 或 者 双全 纯 , 或 者 把 万 映 成 属于 6D 
的 解析 集 . 

3. 如 果 双 全 纯 映 射 f* : D -，D" 的 序列 在 区 域 D 的 紧 子 集 上 一 致 收敛 , 则 极 
限 映射 了 或 者 双全 纯 , 或 者 退化 , 其 中 退化 的 意思 是 在 D 上 雅 可 比 .Jr(z) 三 0. 

4. 设 万 为 Cn 中 的 有 界 区 域 , K 为 D 中 紧 集 . 于 是 区 域 DD 的 满足 p(a) eK 的 
自 同 构 的 集合 在 空间 6(D, D) 中 为 紧 , 其 中 a 为 DD 中 某 个 固定 点 , 而 CO(D, DD) 为 
具有 在 D 中 紧 子 集 上 一 致 收敛 的 拓扑 . 

5. 如 果 ol 和 wo。 是 区 域 D 到 自己 的 全 纯 上 映射 , 且 o = yi1o ws 为 DD 的 自 同 构 ， 
则 (Pp1 和 422 也 是 自 同 构 . 

6. 称 区 域 D Cc C" 为 齐 性 的 是 说 , 对 任意 一 对 点 wb e D, 存在 fe Aut D, 使 
得 f(a) = b. 证 明 任意 有 界 齐 性 区 域 是 全 纯 域 . 

7. 称 区 域 D c Cn 的 自 同 构 yp 的 一 个 群 工 为 离散 的 是 说 , 如 果 对 一 个 固定 点 
2 ED 的 像 wp(z), 当 在 所 有 可 能 的 ET 时 , 在 D 中 没有 极限 点 . 证 明 , 对 D 的 任 
意 自 同 构 的 离散 群 [, 级 数 》 |J%l? 在 D 中 任意 紧 集 上 一 致 收敛 , 其 中 ,为 映射 


we 

2 的 雅 可 比 . 

8. 设 工 为 区 域 Dc Cn 的 一 个 离散 自 同 构 群 , 且 DJT 为 下 面 关系 的 等 价 类 集 
合 : z' ~ z”, 如 果 存 在 w eT 使 得 yp(z') = 二. 

如 果 区 域 D 有 界 , 而 集合 D/T 为 紧 , 则 D 为 全 纯 域 . 

9. 证 明 : 为 了 使 管状 锥 下 = KxR"(vy) 双全 纯 等 价 于 有 界 区 域 , 其 中 K 为 R"(z) 
中 的 锥 , 其 顶点 为 x = 0, 当 且 仅 当 天 不 包含 直线 . 

10. 证 明 : 为 了 使 管状 全 纯 域 双全 纯 等 价 于 有 界 区 域 的 充分 必要 条 件 为 它 的 底 
不 包含 直线 . 

11. 设 D 和 G 为 C* 中 区 域 , mn > 1 具有 光滑 边界 . 证 明 , 如 果 DD 为 严格 伪 凸 ， 
而 在 6G 上 存在 使 莱 维 形式 具 负 特征 值 的 点 , 则 D 和 G 不 可 能 双全 纯 等 价 . 
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12. 证 明 , 不 存在 双 圆 盘 U2? 到 球 B” 的 逆 紧 全 纯 映 射 , 其 中 维 数 ”为 任意 , 同 
时 B” 到 U2 的 映射 也 同样 如 此 . 

13. 设 f:U 一 Bn", F(0) = 0 为 圆 盘 U = {|C| < 1} 到 球 B" 的 全 纯 仍 入 映射 . 如 
果 B" 中 的 伯 格 曼 度量 在 f(V) 上 的 限制 等 于 这 个 嵌入 将 U 中 的 罗 巴 切 夫 斯 基 度 量 
在 f(UVU) 上 的 诱导 度量 , 则 f(U) 是 B" 与 一 条 复 直 线 1 3 0 的 交 . 

14. 证 明 , 在 任意 双 曲 流 形 M 上 , 小 林 度 量 诱导 了 M 的 拓扑 , 就 是 说 , 小 林 球 
的 集合 构成 了 AM 在 通常 拓扑 下 的 拓扑 基 . 

15. 证 明 , 由 C2? 去 挥 了 复 直 线 {z1 = 0},{z1 = 1}),{z2 = 0} 和 {z1 = z2} 得 到 的 
集合 M 为 双 曲 流 形 . 

16. 如 果 单 变 整 函数 和 g 满足 fm 十 gm 一 1, 其 中 m 和 nn 为 满足 二 + 二 <1 
的 整数 , 则 f 和 9 为 常数 . [提示 : 证 明 曲 线 {2 十 台 =1}C C? 为 双 曲 流 形 .] 

] ( 阿 近 罗 谢 英 夫 ， (A. V. Abrosimov)). 设 S = {(z,w) € CR 为 


光滑 实 超 曲面 , 其 中 +e R,w 为 实 函数 , 而 2 = 地 +a 为 其 上 的 柯 西 - 黎 曼 切 算 


子 . 证 明 , 如 果 对 S 上 的 光滑 CR - 函数 f 成 立 恒等式 Z"+1(f) = 0, 则 存在 > 和 忆 
mn 人 多 台中 
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在 这 里 由 于 需要 将 给 出 在 基本 内 容 之 外 的 对 茶 些 专题 作 一 个 简略 的 综述 . 这 些 
专题 主要 涉及 调和 函数 的 高 维 推广 , 而 其 与 空间 C" 的 复 结构 有 关 . 


1. 多 重 次 调和 测度 


在 单 复 变 函数 论 中 的 许多 问题 中 , 某 个 区 域 D c C 的 闭 包 中 的 子 集 EB 的 调和 
测度 起 着 重要 的 作用 . 它 是 那样 的 函数 wp(z, 互 ), 具 在 每 点 z 等 于 在 此 点 函数 vv 的 
值 的 上 确 界 , 其 中 w 属于 D 中 次 调和 函数 类 sh(D), 并 且 在 D 中 非 正 但 在 EE 
上 不 超过 -1. 函数 wp(z, EB) 被 证 实在 D\E 中 为 调和 (这 表明 了 这 个 名 称 的 合理 
性 ); 要 了 解 它 的 性 质 璧 如 可 以 去 看 哥 鲁 辛 (G. M. Goluzin) 的 书 《 复 变 函 数 的 几何 理 
论 》(Geometric theory of functions of a complez variable, 2nd ed., “Nauka” , Moscow, 
1966; 奖 译 本 , Transl. Math. Monographs, vol. 26, Amer. Math. Soc., Providence, 
RI, 1969.). (我 们 注意 到 , 在 这 里 所 考虑 的 函数 wp 通过 经 典 的 w 以 公式 wp = 1 一 w 
表达 : 这 是 由 于 我 们 宁愿 处 理 次 调和 函数 而 不 是 上 调和 函数 .) 

转 回 区 域 D C Cn,mn > 1, 自然 地 , 要 以 在 D 中 的 多 重 次 调和 函数 类 psh(D) 替 
代 sh(D): 

wp(z, E) = sup{u(z) :vu € psh(D), uv < 全 < 一 1 上 (1) 


但 是 当 n > 1 时 , 它 在 一 般 情形 下 非但 不 是 调和 的 , 甚至 连 上 半 连 续 都 不 是 . 故而 代 
奉 wp 我 们 去 考虑 它 的 所 谓 的 上 正则 化 : 


wp(z, E) = lim sup wp(z’, E), (2) 
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它 已 经 是 上 半 连 续 了 , 因而 在 D\E 中 为 多 重 次 调和 . 称 这 个 函数 为 对 于 区 域 D 的 
集合 的 多 重 次 调和 测度 , 或 简短 地 称 为 p - 测度 0. 

虽然 非 正 则 化 前 的 函数 wp 在 集合 上 等 于 -1, 但 在 正则 化 后 , 它 在 EE 的 某 
些 点 可 能 会 进行 向 上 的 跳跃 . 称 闭 集合 已 C 万 为 多 重 正则 是 说 , 如 果 这 样 的 跳跃 
不 出 现 , 即 w%|p = 一 1. 称 区域 D 为 强 伪 凸 的 是 说 , 如 果 它 有 界 并 且 它 的 定义 函数 
Ee C(D) 人 psh(D). 如 果 区 域 D 为 强 伪 凸 , 而 EB € DD 为 多 重 正 则 的 集合 , 则 正如 扎 
蛤 尔 尤 达 (V. P. Zakharyuta) 所 证 明 的 , 函数 w%(z, 忆 ) 在 D 中 连续 . 

当 在 n = 1 时 的 函数 wp 满足 D\E 中 的 拉 普 拉 斯 方程 时 , 它 的 高 维 类 比 也 与 
一 个 非 线 性 偏 微分 方程 相 联 系 , 这 个 方程 被 称 做 蒙 日 - 安培 (Monge-Ampere) 方程 . 
确切 地 说 , 这 个 方程 在 许多 问题 中 是 作为 拉 普 拉 斯 方程 的 自然 类 比 出 现 的 , 它 反 映 
了 C" 的 复 结构 (这 与 高 维 的 拉 普 拉 斯 方程 不 同 ). 

对 于 在 区 域 D C C" 中 的 C2 类 函数 , 蒙 日 - 安培 复 算 子 定义 为 算 子 dae = 3 86 
(参看 第 18 目 ) 的 n 次 外 和 宫 : 


Ta 
he a 方 。 
(WE (有 Ll 3 2 02 (3) 


而 在 C" 中 的 复 蒙 日 - 安培 方程 具有 形式 


Ou 
(Gd = 0 det 本 0 (4) 
当 n = 1 时 它 与 拉 普 拉 斯 方程 相同 . 

如 果 久 为 C? 类 的 多 重 次 调和 函数 , 则 ddcw > 0 (参看 第 38 月 ). 利用 所 谓 流动 
形 (current) 的 理论 , 贝 德 福 德 (Bedford) 和 泰勒 (B. A. Taylor)” 对 任意 连续 的 以 及 
甚至 只 是 局 部 有 界 的 多 重 次 调和 函数 的 情形 定义 了 广义 的 察 日 - 安培 鼻子 . 

对 在 区 域 D c Cn 中 的 蒙 日 - 安培 方程 的 狄 利 死 雷 问题 , 在 于 求 出 在 边界 8D 
上 到 已 知 值 o 的 解 . 当 n= 1 时 解决 这 个 问题 的 方法 之 一 是 佩 龙 (Perron) 法 ; 将 其 
推广 到 函 区 域 DC C",m > 1 上 , 为 此 考虑 函数 


w(z) = sup{u(z) : u € psh(D),ulap < 0 (5) 


以 及 它 的 上 正则 化 w*(z) = lim Ww (Zz ') Ee psh(D). 如 果 D 又 是 严格 伪 同 的 , 而 pe 
C(9D), 则 正如 贝 德 福 和 志和 泰勒 所 证 明 的 , w* 是 狄 利 元 雷 问 题 的 广义 解 . 


1) 参 看 萨 都 拉 时 夫 (A. Sadullaev) 的 文章 Plurisubharmonic measures and capacities on compler 
manifolds, Uspekhi Mat. Nauk 36 (1981), no.4, 53-105; 英 译本 , Russian Math. Surveys 36 (1981)， 
no.4, 61-119. 也 可 参看 作者 的 书 , 它 在 第 60 目 末尾 引述 过 . 


在 区 域 Dc R" 中 的 实 蒙 日 - 安培 方程 是 指 方程 det ( 2) = 0; 在 几何 中 它 有 重要 


作用 . 
3) 参 看 E. Bedford 和 B. A. Taylor, The Dirichlet theorem for a compler Monge-Ampére equation, 


Invent. Math. 37 (1976), 1-44. 
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同样 是 这 些 作者 , 证 明了 莹 日 - 安培 的 连续 多 重 次 调和 函数 解 的 极 大 性 质 : 如 
果 veC(OD) 是 这 样 的 解 , 而 ve psh(D)N C(D) 为 任意 函数 , 则 


全 > 0 全 和 TV (6) 


上 面 所 采用 的 条 件 中 . 显然 这 个 性 质保 证 了 对 蒙 日 - 安培 方程 的 狄 利 元 雷 问 题 
解 的 唯一 性 . 


定理 1 如果 万 为 伪 凸 域 , 而 五 ED 为 多 重 正 则 集合 , 则 p- 测度 为 (z, 五 ) 在 
D\E 中 处 处 是 蒙 日 - 安培 方程 的 连续 解 . 


证 明和 没 避 所 D\B 为 任意 一 个 本 203 为 (dU 四 =0 的 wl 一 35 出 
狄 利克 雷 问题 的 解 ; 在 假设 条 件 wo5 e C(D) 下 , 则 这 个 问题 的 解 在 B 中 存在 并 连 
续 . 由 极 大 性 质 (6) 知 , 在 B 中 处 处 有 wp(z) > w%(z,). 因此 函数 


en lw 当 zeB, 

wr(z,E), 当 zED\B 

属于 psh(DD), 因 它 是 两 个 多 重 次 调和 函数 的 上 确 界 . 它 在 D 中 非 正 (因为 它 只 可 能 
B 中 取得 正 值 , 从 而 在 此 达到 极 大 值 , 这 与 多 重 次 调和 性 相 矛 盾 ) 并 在 上 等 于 一 1. 
因此 , 根据 p - 测度 的 定义 , 在 D 中 有 v(z) < w%(z,B), 特别 地 , wp(z) < 为 (2 万) 
在 B 中 成 立 . 将 此 与 上 面 所 得 到 的 反 癌 不等式 结合 一 起 便 得 到 : 在 B 中 wy 与 蒙 
日 - 安培 方程 的 解 相 合 . 口 


注 . 由 此 证 明 看 出 , 在 D 中 的 任意 连续 的 多 重 次 调和 函数 , 若 在 子 集 C e 也 
中 具有 极 大 性 质 , 则 在 D 中 为 蒙 日 - 安培 方程 的 广义 解 . 


我 们 来 指出 p - 测度 与 薄 集 ( 即 D 的 一 个 子 集 , 在 其 上 一 些 半 -oo 的 psh(DD) 
中 国 数 等 于 --co, 参看 第 66 目 习题 2 下 面 的 叙述 ) 的 关联 ; 称 这 种 集合 为 多 重 极 集 . 
根据 极 大 值 原理 , p - 测度 w 为 (z, 五 ) 或 者 在 D 中 处 处 不 为 零 , 或 者 = 0. 了 萨 都 拉 叶 夫 
(A. Sadullaev) 证 明了 (参看 附录 一 开始 的 脚注 所 引述 的 文章 ), 最 后 面 的 这 种 情形 刻 
画 了 多 重 极 集 的 特性 . 


定理 2. 如 果 区 域 万 为 强 伪 凸 ， 则 一 个 集合  C DD 为 多 重 极 集 当 且 仅 当 
2 
我 们 还 注意 到 了 所 谓 双 常 数 定 理 的 一 个 推广 , 它 直 接 由 p - 测度 的 定义 得 出 . 


定理 3， 设 在 区 域 DC C" 中 的 多 重 次 调和 函数 w 在 茶 个 集合 EC D 上 满足 
um, 且 在 万 中 处 处 不 超过 M. 于 是 对 所 有 ze D 有 
u(z) < M(l +wp(z, E)) — mwp(z, E). (7) 
p 一 测度 的 男 一 个 应 用 可 参看 壁 如 作者 的 书 , 它 已 在 第 60 目的 末尾 引述 过 . 
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2. 不 变 格林 函数 


区 域 D c C 的 格林 函数 是 拉 普 拉 斯 方程 的 在 定点 we D 具有 In|z 一 wl| 型 奇 
点 而 在 9D 等 于 零 的 基本 解 . 我 们 将 描述 属于 坡 列 次 基 (E. A. Poletskii) 的 关于 它 
在 高 维 的 推广 , 这 个 推广 反映 了 复 结构 ; 拉 普 拉 斯 方程 的 角色 在 此 再 次 被 复 的 蒙 日 - 
安培 方程 所 代替 . 

在 区 域 Dc C" 中 , 我 们 取 定 两 个 不 同 点 z 和 w, 并 考虑 单位 圆 盘 CC 到 姜 
的 全 纯 上 映射 f 使 得 f(0) = z, 并 记 


0 (1) 
| 
其 中 的 和 取 遍 点 w 的 所 有 的 原 像 Ge U, 而 ,为 f 在 点 的 重 数 (参看 第 亚 章 
的 问题 1); 如 果 这 样 的 逆 像 不 存在 , 则 令 wp = 0. 我 们 称 函 数 


人 2) (2) 


为 区 域 D 的 以 w 为 奇 上 的 格林 函数 , 其 中 的 下 确 界 取 目 所 有 的 全 纯 映 射 f : U 一 
D0 

显然 , gp(z,w) < 0, 而 在 w 邻 域 中 的 有 界 区 域 中 有 gp(z,w) = In|z 一 wl 十 O(1)， 
其 中 O(1) 为 有 界 函 数 . 也 显然 gp 对 于 双全 纯 映 射 为 不 变 , 这 也 说 明了 它 的 名 字 的 
合理 性 . 

下 面 的 结果 的 证 明 可 在 别 列 蒋 基 (E. A. Poletskit) 和 作者 的 文章 《不 变 度量 
(Invariant metrics)》 中 找到 , 它 发 表 在 Itogi Nauki i Tekhniki: Sovremennye Prob- 
lemy Mat.: Fundamental nye Napravleniya, vol.9, VINITI, Moscow, 1986, pp.73-127; 
英 译本 in Encyclopedia of Math. Sci., vol.9 (Several Complex Variables. 亚 ), Springer- 
Verlag, Berlin, 1989. 


定理 1. 在 对 任意 固定 点 we 的 函数 gp 是 在 区 域 D 中 的 对 z 的 多 重 次 调 
和 函数 . 


定理 2， 函数 gp(z,w) 可 以 由 关系 式 


vs = 0 Va (3) 


定义 , 其 中 的 上 确 界 取 遍 在 D 中 所 有 非 正 函数 we psh(DD), 其 在 后 w 的 邻 域 中 具 
fa (Ll 


定理 3， 如 果 D c Cr 为 强 伪 凸 域 , 则 函数 gp(z,w) 在 D 中 对 z 满足 复 蒙 日 - 
安培 方程 


推论 。， 当 n= 1 时 函数 gp(z,w) 与 经 典 的 格林 函数 相等 . 
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不 变 格林 函数 与 卡拉 泰 奥 多 里 和 小 林 度 量 的 不 变性 有 关 . 我 们 称 
c1(z, Ww) = inf In(1/|fu (a) (4) 


为 区 域 D C Cn 的 卡拉 泰 奥 多 里 函数 , 其 中 的 下 确 界 取 人 壳 所 有 全 纯 函 数 f,,: D 一 
U, fu,(w) = 0. 称 


ki(z,w) = sup{1/|¢|} (5) 


为 区 域 D 的 小 林 函 数 , 其 中 上 确 界 取 遍 所 有 全 纯 曲 线 f :U 一 D,f(0) =z, 而 C 为 
点 w ED\{z} 中 的 原 像 , 其 中 w 具有 极 小 模 . 这 些 函 数 分 别 以 简单 的 关系 式 与 卡拉 
泰 奥 多 里 距离 cp(z,w) 和 与 小 林 “ 单 链 环 距离 ”Kk(z,w) 相关 联 ( 见 在 第 58 目的 定 
理 1 后 面 的 习题 ). 

两 个 函数 c1, ki 相对 于 自身 的 变量 都 是 对 称 的 , 并 且 对 这 些 变量 中 的 每 一 个 都 是 
下 半 连 续 的 . 在 有 界 区 域 D 的 点 w 的 邻 域 中 , 它们 两 个 都 具有 形式 -|z 一 如 | 十 O(1). 
不 难看 出 , 这 些 函 数 对 于 区 域 D 的 不 变 格林 函数 以 两 个 不 等 式 相关 联 


ki(z,w) < ~gp(z,w) < cl(2 w). (6) 


卡拉 泰 奥 多 里 函数 ci(z,w) 在 固定 其 中 一 个 变量 时 对 另 一 个 变量 为 多 重 次 调和 ， 
而 小 林 函 数 并 不 总 具有 这 个 性 质 . 如 果 它 具有 了 这 个 性 质 , 则 一 ki(z,w) € psh(D x 
DD), 又 由 (6), 有 一 有 i(z,w) > gp(z,w); 再 考虑 到 -ki 所 必需 具有 的 形式 的 奇异 性 ， 
由 定理 2 便 推出 在 这 种 情形 下 有 ki(z,w) = —gp(z,wW). 如 果 对 某 个 区 域 D 卡拉 秦 
奥 多 里 距离 cp 与 小 林 距 离 kp 重合 , 则 ki = c1; 由 于 (6), 则 这 些 函 数 者 与 -gp 相 
等 , 从 而 是 多 重 次 调和 的 并 满足 蒙 日 - 安培 方程 的 条 件 . 勒 姆 佩 尔 特 (L. Lempert) 
证 明了 这 三 个 函数 对 所 有 几何 凸 的 区 域 D c C” 都 相等 (参看 第 62 目 开始 部 分 的 
脚注 所 引述 的 Lempert 的 文章 ). 


3. 伪 回 集合 


称 区 域 Dc C" 的 闭 子 集合 是 伪 钙 的 是 说 , 如 果 它 的 补 集 D\ 是 伪 凸 的 . 按照 
丘 尔 卡 的 想法 , 我 们 考虑 与 这 种 集合 有 关 的 一 些 结 果 . 这 些 结果 集中 地 围绕 在 第 42 
目的 关于 奇异 解析 集 的 哈 托 格 斯 定理 周围 . 因为 全 纯 函 数 的 奇 点 集 是 伪 种 的 ， 故 哈 
托 格 斯 定理 可 以 如 此 来 叙述 : 如 果 伪 凹 集 了 = {( zw) :zeDiweCl 是 某 个 函数 9 
的 图 像 , 则 此 函数 在 D 中 全 纯 . 

我 们 需要 一 个 对 于 多 重 次 调和 函数 的 局 部 极 大 原理 . 

定理 1， 设 2 为 区 域 D c Cnm 的 伪 四 子 集 , 且 w € psh(D). 于 是 对 任意 区 域 
GED 有 


naxX 1 = dnax (1) 
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证 明 . 设 M = max v 在 内 点 ze G 达到 ,而 如 缮 “< MU 不 失 一 般 性 , 函 


数 v 可 假定 为 严格 多 重 次 调 合 的 而 此 极 大 是 严格 的 (参看 第 38 目 ). 于 是 实 超 曲面 
S= (zeC d=) 除 夫 永 2 外 整个 位 于 富 之 外 因 凡 使 (2) WM 的 集合 不 
是 全 纯 域 , 故而 存在 全 纯 圆 盘 族 $4,0 < 上 <1, 其 在 守之 外 且 当 + 上 一 0 时 趋向 于 圆 盘 
So, 并 且 9su 也 在 2 之 外 , 但 有 So 3 z0. 根据 连续 性 原理 (第 36 目 ), 于 是 2 的 补 
集 不 可 能 是 全 纯 域 . 口 


直面: 我 们 假定 CC DX 起， 其 中 万 C 全 并 且 投 射 x: DD 是 道 紧 上 映射 0?. 
bo A 

我 们 需要 以 下 的 论断 : 在 D CC 中 上 半 连 续 的 函数 yp > 0 具有 次 调和 的 对 数 ， 
条 件 是 : 对 于 |e?|w 成 立 极 大 值 原理 , 其 中 p = p(z) 为 任意 多 项 式 . 证 明 的 思路 基于 
这 样 的 事实 : 如 果 Re p +ln o 具有 这 个 性 质 , 则 h 十 In vw 也 有 这 些 性 质 , 其 中 的 
为 任意 调和 函数 , 从 而 由 此 容易 推出 mn wo 的 次 调和 性 . 


引 理 1 如 果 万 为 Cn 中 的 区 域 , CD xcC 为 伪 止 集 , 而 ve psh(D xC), 则 
CA = max u(z,w) € psh(D). (2) 
证 了 明 . w 的 上 半 连 续 性 是 显 见 的 , 从 而 只 需要 断言 它 在 任意 复 直 线 ! 上 的 限制 
在 i 门 D 中 为 次 调和 ; 故而 不 失 一 般 性 可 以 假定 DC C. 只 要 证 明 对 函数 |e?je” 成 
立 极 大 值 原理 , 其 中 p 为 任意 多 项 式 即 可 . 
设 U ED 为 圆 盘 并 在 其 中 的 点 zo 达到 极 大 值 , 其 中 


|eptzojlev(zo) — max le?z20) etow). 
WE 


但 是 函数 |e? 中 er) e psh(D x C), 而 集合 允 伪 凹 , 因此 按照 定理 1 有 
le?(*0) |ev(20) max max Bu - max 多 区 2 
从 而 成 立 极 大 值 原理 . 口 
由 此 引 理 对 进行 归纳 可 得 


引 理 2。 设 DD 为 C" 中 的 区 域 , 函数 w(z,w) 在 D xCr 中 为 多 重 次 调和 , 其 中 
SE Da = (0 eC DC 为 人 四 打上 且 了 二 x(k 
次 ), 则 函数 


v(z) = max vu(z,w) € psh(D). (3) 
WwWEDE 


0 我 们 可 以 用 线性 分 式 变换 做 到 这 点 : 考虑 了 C C"+1 与 通过 定点 oe C"+INZ 的 复 直 线 的 交 . 


附录 复位 势 论 IE 


囚 洁 在 1934 年 得 到 了 哈 托 格 斯 定理 的 一 个 推广 , 但 是 直到 1962 年 由 于 西 野 
( 工 . Nishino) 的 文章 它 才 被 认同 . 西 野 的 证 明基 于 他 所 得 出 的 一 个 定理 , 这 是 关于 函 
数 In diam 7 的 多 重 次 调和 性 的 , 其 中 的 2 为 伪 四 集 . 我 们 将 给 出 这 个 定理 的 更 强 
形式 , 在 这 个 形式 中 集合 2。 的 直径 被 它 的 容积 所 符 代 . 我 们 记得 , 一 个 闭 集 E CC 
的 容积 是 指数 


2/(k(k—1)) 

Ca b= Jim C [| wi 一 1 、 (4) 
1<i<7<K 

其 中 的 极 大 取 遍 所 有 可 能 的 点 wi,… ,wk € B 的 位 置 ; 因为 所 考虑 的 序列 递 降 , 故 

此 极限 存在 (参看 在 附录 开始 部 分 所 引证 的 哥 鲁 六 (Goluzin) 的 书 ). 


定理 2。 如果 万 为 Cn 中 的 区 域 , CD xcC 为 伪 四 集 , 则 cap 2 在 DD 中 为 
对 数 多 重 次 调和 的 . 


证 了 明 . 如 果 1 UK 为 > 中 的 不 同 点 ， 则 函数 ln lI [wi — Wj| 和 二 > ln jws 
wjl, 其 中 的 积 与 和 取 遍 所 有 的 组 1 < i <j<k. 对 于 由 = (wi,… ,wk) 为 Cr 中 的 
多 重 次 调和 函数 . 于 是 由 引 理 2 得 到 , 对 所 有 kk 有 


O04.(Z) nm]| [Wa le pell( DR (5) 


2 
| 
国 为 于 一 二 Jim Ok(2), 而 6k(z) 当天 增 大 时 减 小 , 故 mm cap Ys e psh(D). 口 

利用 定理 2 可 以 给 出 上 面 提 到 的 西 野 对 冈 洁 定 理 的 大 为 简单 的 证 明 . 


定理 3 设 万 为 Cn 中 的 区 域 , 2 C DxC 为 伪 四 集 . 如 果 对 非 多 重 极 集 M CD 
中 每 个 点 z, 分 层 2> 由 有 限 个 点 组 成 , 则 2 为 解析 集 . 


证 明 . 记 8 ={zeMi:card2 < 7), 其 中 card 表示 点 数 ; 这 是 个 递增 的 集 
合 序列 , 它 穷 晶 了 M. 由 p- 测度 的 性 质 知 , 其 中 至 少 有 一 个 集合 是 非 多 重 极 的 , 设 
其 为 Mi. 于 是 函数 prilnw = -oo, 而 因为 它 在 D 为 多 重 次 调和 , 而 Wi 为 非 多 重 
极 的 , 故 6k41(z) 三 -oo 在 整个 D 上 成 立 . 由 此 推出 card ,< 上 对 所 有 zeED 成 
立 , 从 而 由 哈 托 格 斯 定理 (第 42 目的 末尾 ) 知 为 解析 和 集 ， 口 


最 后 , 我 们 注意 到 , 萨 都 拉 叶 夫 (Sadullaev) 在 一 系列 的 工作 中 对 于 伪 四 性 的 概 
念 , 在 以 有 理 函 数 逼 近 多 复 变 函 数 的 问题 中 进行 了 实质 性 的 应 用 . 
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